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Streszczenie

Dla klasycznych ukªadów dynamicznych, z dziaªaniami addytywnej grupy Z, znana
jest charakteryzacja ukªadów topologicznych o entropii zero, jako faktorów ukªadów, któ-
re nie posiadaj¡ par asymptotycznych. Pierwsz¡ cz¦±¢ tej charakteryzacji podali F. Blan-
chard, B. Host i S. Ruette w 2002 roku, dowodz¡c twierdzenia dotycz¡cego istnienia par
asymptotycznych w ka»dym topologicznym ukªadzie dynamicznym o dodatniej entropii.
W 2010 roku, T. Downarowicz, i Y. Lacroix uzupeªnili ten rezultat, pokazuj¡c, »e ka»-
dy topologiczny ukªad dynamiczny o entropii zero posiada rozszerzenie nie maj¡ce par
asymptotycznych. Jak dot¡d, nie udaªo si¦ uzyska¢ analogicznej charakteryzacji dla ukªa-
dów z dziaªaniami innych grup ni» Z. Trudno±ci ju» sprawia samo uogólnienie de�nicji
pary asymptotycznej tak by mo»na byªo j¡ zastosowa¢ w ogólniejszym kontek±cie, na
przykªad dla ukªadów z dziaªaniami przeliczalnych grup ze ±redni¡. Dotychczas stosowane
de�nicje, albo wymagaj¡ istnienia porz¡dku niezmienniczego na grupie (a wi¦kszo±¢ grup
ze ±redni¡ takiego porz¡dku nie posiada), albo s¡ zbyt restrykcyjne, przez co udowodnienie
wykorzystuj¡cych je analogonów Twierdzenia Blancharda-Hosta-Ruette dla szerszych klas
grup, wymaga przyj¦cia dodatkowych zaªo»e«, na przykªad, »e dziaªanie grupy w ukªadzie
jest ekspansywne. W pierwszym rozdziale pracy, peªni¡cym rol¦ wprowadzenia, przyto-
czono i omówiono dotychczasowe, dost¦pne w literaturze, rezultaty, dotycz¡ce istnienia
par asymptotycznych w ukªadach z dziaªaniami grup innych ni» Z.

Niedawno wprowadzone poj¦ciemultiporz¡dku pomaga omin¡¢ problem zwi¡zany z ist-
nieniem porz¡dku niezmienniczego na grupie. Multiporz¡dek na grupie G de�niuje si¦
bowiem jako rodzin¦ Õ porz¡dków typu Z (czyli izomor�cznych z tradycyjnym porz¡d-
kiem < na Z) na G, tak¡ »e istnieje miara ν, niesiona przez Õ, która jest niezmiennicza
na dziaªanie grupy G. Jak si¦ okazuje, multiporz¡dki istniej¡ na ka»dej przeliczalnej gru-
pie ze ±redni¡ (nawet je»eli nie posiada ona »adnego porz¡dku, który sam w sobie jest
niezmienniczy). Umo»liwiªo to sformuªowanie de�nicji par asymptotycznych, które maj¡
zastosowanie dla dziaªa« wszystkich takich grup oraz w peªni uogólniaj¡ klasyczn¡ de-
�nicj¦. Gªównym celem rozprawy byªo uzyskanie charakteryzacji ukªadów z dziaªaniem
przeliczalnych grup ze ±redni¡, o entropii zero, przez kryterium istnienia par asympto-
tycznych, analogicznej do tej znanej dla dziaªa« Z. Konkretnie, d¡»ono do udowodnienia
twierdzenia gªosz¡cego, »e topologiczny ukªad dynamiczny (X,G) z dziaªaniem przeliczal-
nej grupy ze ±redni¡ G ma entropi¦ zero wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje topologiczne
rozszerzenie (Y,G) ukªadu (X,G), takie »e w Y nie ma par asymptotycznych wzgl¦dem
»adnego porz¡dku z pewnego multiporz¡dku na G. Cel ten udaªo si¦ zrealizowa¢.

Wªa±ciwe rozwa»ania w pracy rozpoczynaj¡ si¦ od sformuªowania de�nicji multipo-
rz¡dku na grupie przeliczalnej oraz omówienia jego istotnych wªasno±ci. Pokazano, »e dla
ka»dej przeliczalnej grupy ze ±redni¡ G istnieje multiporz¡dek. Udowodniono równie», »e
ka»dy multiporz¡dek Õ posiada tak zwan¡ wªasno±¢ Følnera, to znaczy, »e dla prawie ka»-
dego porz¡dku z Õ, odcinki porz¡dkowe o rosn¡cych dªugo±ciach tworz¡ ci¡g Følnera. Te
dwie wªasno±ci oznaczaj¡, »e istnienie multiporz¡dku na grupie przeliczalnej jest równo-
wa»ne ze ±redniowalno±ci¡ grupy. Porównano te» multiporz¡dki z ogólniejszymi losowymi
porz¡dkami niezmienniczymi, wprowadzonymi przez J. Kie�era w 1975 roku. Pokazano
tak»e, »e multiporz¡dek na grupie G mo»na uto»sami¢ z pewn¡ rodzin¡ bijekcji z Z w G.

Nast¦pnie omówiono wªasno±ci ukªadów dynamicznych, które posiadaj¡ multiporz¡dki
jako faktory teoriomiarowe. Ukªadom takim nadano nazw¦ multiuporz¡dkowanych. Szcze-
góln¡ uwag¦ po±wi¦cono zachodzeniu orbitalnej równowa»no±ci mi¦dzy multiuporz¡dko-
wanym ukªadem (X,G) a pewnym szczególnym dziaªaniem Z na X, danym przez iteracje



tak zwanego przeksztaªcenia nast¦pnika. Jak si¦ bowiem okazuje, t¦ orbitaln¡ równowa»-
no±¢ mo»na wykorzysta¢ do pokazania wielu interesuj¡cych wªasno±ci dotycz¡cych entro-
pii w ukªadach multiuporz¡dkowanych. Ich przedstawieniu i udowodnieniu po±wi¦cony
jest jeden z rozdziaªów pracy. Podano w nim i udowodniono wzór na obliczanie entro-
pii wzdªu» multiporz¡dku. Pokazano równie», »e orbitalna równowa»no±¢ z dziaªaniem Z,
danym przez iteracje przeksztaªcenia nast¦pnika, zachowuje entropi¦ warunkow¡ pod wa-
runkiem multiporz¡dku. Wynik ten wykorzystano do udowodnienia ogólniejszego Twier-
dzenia Rudolpha-Weissa, dotycz¡cego zachowywania entropii warunkowej przez orbitaln¡
równowa»no±¢ dowolnych ukªadów z dziaªaniami przeliczalnych grup ze ±redni¡, posiada-
j¡cych wspólny faktor, niezwi¡zanych w »aden sposób z multiporz¡dkami. Pokazuje to, »e
multiporz¡dki mog¡ stanowi¢ u»yteczne narz¦dzie do badania ogólnych dziaªa« grup ze
±redni¡. Na koniec udowodniono twierdzenie umo»liwiaj¡ce charakteryzacj¦ sigma-ciaªa
Pinskera w ukªadach z dziaªaniem przeliczalnych grup ze ±redni¡, przy pomocy multipo-
rz¡dku, które uogólnia klasyczne Twierdzenie Rokhlina-Sinaia.

Wykorzystuj¡c wªasno±ci entropii w ukªadach multiuporz¡dkowanych, udowodniono
jedno z dwóch gªównych twierdze« pracy, gªosz¡ce »e w ka»dym topologicznym ukªadzie
dynamicznym (X,G) z dziaªaniem przeliczalnej grupy ze ±redni¡ G, istniej¡ pary, które
s¡ asymptotyczne wzgl¦dem prawie ka»dego porz¡dku nale»¡cego do dowolnego multipo-
rz¡dku Õ na G. Poprzedzone ono zostaªo sformuªowaniem dwóch nowych de�nicji par
asymptotycznych w ukªadach z dziaªaniami grup przeliczalnych, które w peªni uogól-
niaj¡ klasyczn¡ de�nicj¦. Twierdzenie udowodnione zostaªo w dwóch krokach. Najpierw
uzyskano wynik po±redni dotycz¡cy jedynie ukªadów multiuporz¡dkowanych, a nast¦pnie
wywnioskowano z niego twierdzenie zachodz¡ce ju» dla dowolnych ukªadów z dziaªaniami
grup ze ±redni¡.

W pracy zaprezentowano równie» konstrukcj¦ multiporz¡dku pochodz¡cego od tak
zwanego systemu tilingów. Sama konstrukcja poprzedzona zostaªa obszernym wst¦pem
zaznajamiaj¡cym czytelnika z teori¡ tilingów oraz ukªadów tilingów na przeliczalnych
grupach ze ±redni¡. Skonstruowane w ten sposób multiporz¡dki posiadaj¡ dodatkowe
wªasno±ci topologiczne, które nie wynikaj¡ z ogólnej, wcze±niej wprowadzonej de�nicji,
a które okazaªy si¦ niezb¦dne do udowodnienia wersji Twierdzenia Downarowicza-Lacroix
dla ukªadów z dziaªaniami przeliczalnych grup ze ±redni¡. Przy okazji podano równie» kilka
konkretnych przykªadów multiporz¡dków pochodz¡cych wªa±nie od systemów tilingów.

Rozprawa zwie«czona jest dowodem twierdzenia gªosz¡cego, »e ka»dy topologiczny
ukªad dynamiczny z dziaªaniem przeliczalnej grupy ze ±redni¡ G, o entropii zero, posia-
da rozszerzenie topologiczne, w którym nie ma par asymptotycznych wzgl¦dem »adnego
porz¡dku nale»¡cego do pewnego multiporz¡dku na G (pochodz¡cego wªa±nie od sytemu
tilingów). Podobnie jak przy dowodzie uogólnienia Twierdzenia Blancharda-Hosta-Ruette,
najpierw dowodzi si¦ twierdzenia sªabszego, które zachodzi jedynie dla ukªadów posiada-
j¡cych systemy tilingów jako faktory topologiczne i które speªniaj¡ pewne dodatkowe
warunki, a nast¦pnie przy jego pomocy dowodzi si¦ wyniku ogólnego, który zachodzi ju»
dla dowolnych topologicznych ukªadów dynamicznych z dziaªaniem przeliczalnych grup ze
±redni¡. Twierdzenie to, w poª¡czeniu z wcze±niejszym twierdzeniem dotycz¡cym istnienia
par asymptotycznych w ukªadach o dodatniej entropii, pozwoliªo uzyska¢ charakteryzacj¦
ukªadów z dziaªaniem przeliczalnych grup ze ±redni¡, o entropii zero, jako faktorów ukªa-
dów, które nie posiadaj¡ par asymptotycznych wzgl¦dem »adnego porz¡dku z pewnego
multiporz¡dku, co stanowi realizacj¦ gªównego celu rozprawy.



Abstract

For classical dynamical systems, with actions of an additive group Z, there is a known
characterization of zero-entropy topological dynamical systems, as factors of systems with
no asymptotic pairs. One part of this characterization was given by F. Blanchard, B. Host
and S. Ruette in 2002. They proved the theorem stating that asymptotic pairs exist in
every topological dynamical system of positive entropy. In 2010, T. Downarowicz and
Y. Lacroix completed this result by showing that every topological dynamical system of
entropy zero has an extension with no asymptotic pairs. So far, no analogous characteri-
zation, for actions of groups di�erent than Z, has been obtained. In fact, even providing
a de�nition of an asymptotic pair, which fully generalizes the classical one, and is valid for
actions of wider classes of groups, such as countable amenable groups, turned out to be
problematic. All such de�nitions, provided so far, either require existence of an invariant
order on a group (which is not guaranteed for every countable amenable group) or they are
too restrictive and proofs of any result analogous to the Blanchard-Host-Ruette Theorem,
valid for wider classes of groups, require making additional assumptions, for instance that
the action of group is expansive. In the introductory chapter of the dissertation, hitherto
known results concerning existence of asymptotic pairs in dynamical systems with actions
of groups other than Z, were discussed.

The problem of existence of an invariant order on a group can be overcome with the
aid of the recently invented notion of a multiorder. A multiorder on a group G is de�ned as
a collection Õ of orders of type Z on G (i.e. orders isomorphic to the natural order < on Z),
such that there exists a measure ν, supported by Õ, which is invariant under the action
of G. It turns out that multiorders exist on all countable amenable groups (even those
which do not posses an order which is invariant itself). Hence, it was possible to formulate
de�nitions of asymptotic pairs, which fully generalize the classical one and are valid for
actions of countable amenable groups. The main goal of this dissertation was to obtain
a characterization of topological dynamical systems with actions of countable amenable
groups, of entropy zero, by the criterion of existence of asymptotic pairs, analogous to
the one known for actions of Z. Speci�cally, the aim was to prove the theorem stating
that every topological dynamical system (X,G) with an action of a countable amenable
group G, has entropy zero, if and only if there exists a topological extension (Y,G) of
(X,G), such that there are no pairs in Y , which are asymptotic to any order from a certain
multiorder on G. This goal was achieved

The main part of the dissertation begins with formulation of the de�nition of a mul-
tiorder on a countable group and discussion of its important properties. It was shown
that multiorders exists on all countable amenable groups. It was also proved that eve-
ry multiorder Õ on such group has so-called Følner property, i.e. for almost every order
from a multiorder, order intervals of increasing lengths form a Følner sequence. These two
properties show that existence of a multiorder on a countable group is equivalent to the
condition that the group is amenable. Multiorders were also compared with more general
invariant random orders, which were introduced by J. Kie�er in 1975. It was also shown
that every multiorder on a group G can be represented as a certain collection of bijections
from Z to G.

Subsequently, some properties of dynamical systems which have multiorders as their
factors were discussed. Such systems were called multiordered. Special attention was paid
to the orbital equivalence between a multiordered system (X,G) and a speci�c action of Z
on X, given by the iterates of a so-called successor map. This equivalence can be used to



prove some interesting properties of entropy in multiordered systems. One of the chapters
of the dissertation was particularly devoted to presenting and proving such properties.
It starts with a formula for entropy calculated along a multiorder. Then, it was proved
that the orbit equivalence with the action of Z given by the iterates of the successor
map, preserves the conditional entropy with respect to the multiorder. This result was
used to prove the more general Rudolph-Weiss Theorem concerning the preservation of
conditional entropy by an orbit equivalence between any two dynamical systems with
actions of countable amenable groups, which have a common factor (not necessarily being
a multiorder). The chapter is concluded with a theorem which provides a characterization
of a Pinsker sigma-algebra in a system with an action of a countable amenable group,
using multiorders, which generalizes the classical Rokhlin-Sinai Theorem.

Properties of entropy in multiordered dynamical systems were used to prove one of the
two main theorems of the dissertation, which states that in every topological dynamical
system (X,G) with an action of a countable amenable group, which has positive entropy,
for any multiorder Õ on G and almost every order from Õ, there exist asymptotic pairs
inX. It was preceded by formulations of two new de�nitions of asymptotic pairs in systems
with actions of countable groups, which fully generalize the classical one. The theorem was
proved in two steps. Firstly, a partial result, concerning only multiordered systems, was
obtained. Then, the proper theorem, valid for actions of all countable amenable groups,
was derived from the previous one.

In the dissertation, there was also presented a construction of a multiorder arising
from a so-called tiling system. The construction itself was preceded by an introduction,
which familiarizes the reader with the theory of tilings and systems of tilings on countable
amenable groups. Such tiling-based multiorder has certain topological properties which
played a crucial role in the proof of the version of Downarowicz-Lacroix Theorem for
actions of countable amenable groups, and which do not stem from the general de�nition of
a multiorder. Some examples of particular tiling-based multiorders were provided as well.

The dissertation was concluded by the proof of the theorem stating that every topo-
logical dynamical system with an action of a countable amenable group G, of entropy
zero, has a topological extension which has no asymptotic pairs for any order from a cer-
tain (tiling-based) multiorder on G. Similarly as in the proof of the generalization of the
Blanchard-Host-Ruette Theorem, a partial result is obtained �rst. It is valid only for
systems which have a tiling system as their topological factor and which ful�l some ad-
ditional assumptions. Then, this partial result is used to prove the proper one, valid for
any topological dynamical systems with actions of countable amenable groups. By com-
bining this theorem with the previous one concerning the existence of asymptotic pairs
in any system of positive entropy, the full characterization of zero-entropy systems with
actions of countable amenable groups, as factors of systems with no asymptotic pairs, was
obtained. Henceforth, the main goal of the dissertation was achieved.
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Rozdziaª 1

Wprowadzenie

1.1 Motywacja bada« i cele pracy

Przedmiotem zainteresowania klasycznej teorii ukªadów dynamicznych, której najwi¦k-
szy rozwój przypadª na drugie i trzecie ¢wier¢wiecze ubiegªego stulecia, byªy dziaªania
addytywnej grupy Z na przestrzeniach topologicznych i miarowych. W uj¦ciu klasycz-
nym, topologiczny ukªad dynamiczny de�niuje si¦ jako par¦ (X,T ), gdzie X jest zwart¡
przestrzeni¡ metryczn¡ a T : X → X jest homeomor�zmem (wówczas dziaªanie Z na X
jest dane przez iteracje przeksztaªcenia T , tzn. dla ka»dego n ∈ Z mamy przyporz¡dko-
wanie n 7→ T n). Teoriomiarowy ukªad dynamiczny de�niujemy natomiast jako czwórk¦
(X,ΣX , µ, T ) gdzie (X,ΣX , µ) jest przestrzeni¡ probabilistyczn¡ a T : X → X jest prze-
ksztaªceniem ΣX-mierzalnym zachowuj¡cym miar¦ µ, tzn. dla ka»dego zbioru A ∈ ΣX

mamy µ(T−1(A)) = µ(A) (wówczas, podobnie jak w przypadku topologicznym, dzia-
ªanie Z na (X,ΣX , µ) jest dane przez iteracje T ). Od ko«ca drugiej poªowy ubiegªego
stulecia mo»emy zaobserwowa¢ rosn¡ce zainteresowanie ukªadami dynamicznymi z dzia-
ªaniem grup innych ni» Z. Szczególnie interesuj¡ce w tym aspekcie s¡ grupy ze ±redni¡.
Z jednej bowiem strony, ±redniowalno±¢ grupy G implikuje, »e na ka»dej zwartej prze-
strzeni metrycznej X istnieje miara niezmiennicza na dziaªanie G. Dzi¦ki temu mo»na
byªo si¦ spodziewa¢, »e dla dziaªa« tych grup b¦d¡ zachodzi¢ zwi¡zki mi¦dzy dynamik¡
topologiczn¡ oraz teoriomiarow¡ znane z klasycznych ukªadów. Z drugiej strony, klasa
grup ze ±redni¡ jest wystarczaj¡co bogata by dostarcza¢ wiele nietrywialnych przykªa-
dów grup. Nale»¡ bowiem do niej wszystkie grupy rozwi¡zalne (czyli równie» wszystkie
abelowe), nilpotentne oraz grupy o wzro±cie podwykªadniczym. Wiele wyników znanych
dla klasycznych ukªadów dynamicznych udaªo si¦ uogólni¢ na przypadek dziaªa« grup
ze ±redni¡. Praca ta po±wi¦cona jest w wi¦kszo±ci wªa±nie uogólnieniu kilku klasycznych
twierdze« na przypadek dziaªa« przeliczalnych grup ze ±redni¡. W szczególno±ci, naszym
gªównym celem b¦dzie uzyskanie charakteryzacji ukªadów topologicznych o entropii zero,
poprzez kryterium istnienia par asymptotycznych, analogicznej do tej, która znana jest
dla ukªadów z dziaªaniem Z. W dalszej cz¦±ci pracy przez topologiczny ukªad dynamicz-
ny z dziaªaniem przeliczalnej grupy G, oznaczany przez par¦ (X,G), rozumie¢ b¦dziemy
zwart¡ przestrze« metryczn¡ X, na której G dziaªa poprzez homeomor�zmy. Podobnie,
przez teoriomiarowy ukªad dynamiczny z dziaªaniem przeliczalnej grupy G, oznaczany
przez czwórk¦ (X,ΣX , µ,G) (czasem równie» przez trójk¦ (X,µ,G), je»eli ΣX wynika¢
b¦dzie z kontekstu), rozumie¢ b¦dziemy przestrze« probabilistyczn¡ (X,ΣX , µ), na któ-
rej G dziaªa przez automor�zmy miarowe, czyli bijekcje zachowuj¡ce miar¦ µ.

Klasyczna de�nicja pary asymptotycznej ma nast¦puj¡ce brzmienie:
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1.1. Motywacja bada« i cele pracy

De�nicja 1.1.1. Niech (X,T ) b¦dzie topologicznym ukªadem dynamicznym. Par¦ ró»nych
punktów (x, x′) z X nazywamy asymptotyczn¡, je»eli zachodzi zbie»no±¢

lim
n→∞

dX(T
k(x), T k(x′)) = 0, (1.1)

gdzie dX jest metryk¡ na X.

Przy pomocy kryterium istnienia par asymptotycznych mo»na scharakteryzowa¢ to-
pologiczne ukªady dynamiczne (z dziaªaniem Z) o entropii zero, jako faktory1 ukªadów
nieposiadaj¡cych par asymptotycznych. Najpierw, w 2002 roku, F. Blanchard, B. Host
i S. Ruette dowiedli nast¦puj¡cego twierdzenia:

Twierdzenie 1.1.2. [2, Propozycja 1] Niech (X,T ) b¦dzie topologicznym ukªadem dyna-
micznym o dodatniej entropii. Wówczas w (X,T ) istniej¡ pary asymptotyczne. Co wi¦cej,
zbiór punktów nale»¡cych do par asymptotycznych jest miary peªnej dla ka»dej ergodycznej
miary2 na X o dodatniej entropii3.

Nast¦pnie, w 2010 roku, T. Downarowicz i Y. Lacroix udowodnili, »e ka»dy topolo-
giczny ukªad dynamiczny (X,T ) o entropii zero ma rozszerzenie (Y, S), które nie ma par
asymptotycznych [12, Lemat 4.3]. �¡cznie, oba rezultaty daªy peªn¡ charakteryzacj¦ ukªa-
dów topologicznych o entropii zero, jako faktorów ukªadów bez par asymptotycznych, co
w pracy [12] zapisano za pomoc¡ równo±ci

TEZ = FNAP, (1.2)

gdzie TEZ oznacza klas¦ ukªadów o topologicznej entropii zero (ang. Topological Entropy
Zero), a FNAP klas¦ ukªadów b¦d¡cych faktorami ukªadów bez par asymptotycznych
(ang. Factors of systems with No Asymptotic Pairs).

Wymieniona wy»ej charakteryzacja nie zostaªa dot¡d przeniesiona na przypadek ukªa-
dów z dziaªaniami innych grup ni» Z. Autorowi nie jest znany »aden odpowiednik Lema-
tu 4.3 z [12] (dotycz¡cy istnienia rozszerzenia bez par asymptotycznych) zachodz¡cy dla
szerszych klas grup. Znane s¡ jednak pewne uogólnienia Twierdzenia Blancharda-Hosta-
Ruette (Twierdzenia 1.1.2) oraz pokrewne rezultaty dotycz¡ce istnienia par asymptotycz-
nych w pewnych klasach ukªadów topologicznych z dziaªaniami innych grup ni» Z, o dodat-
niej entropii. Uogólnienia te wymagaªy oczywi±cie wprowadzenia nowych de�nicji asymp-
totyczno±ci, pasuj¡cych do bardziej ogólnego kontekstu. Najpowszechniejsza de�nicja pary
asymptotycznej w ukªadzie (X,G) z dziaªaniem grupy przeliczalnej G brzmi nast¦puj¡co:
para ró»nych punktów (x, x′) z X jest asymptotyczna, je»eli dla ka»dego ε > 0 istnieje
zbiór sko«czony K ⊂ G, taki »e dla ka»dego g /∈ K zachodzi dX(g(x), g(x′)) < ε. Nale-
»y zauwa»y¢, »e taka de�nicja asymptotyczno±ci nie uogólnia klasycznej De�nicji 1.1.1,

1Niech (X,T ) i (Y, S) b¦d¡ dwoma topologicznymi ukªadami dynamicznymi. Mówimy, »e ukªad
(X,T ) jest faktorem topologicznym (Y, S), je»eli istnieje ci¡gªa surjekcja π : Y → X, speªniaj¡ca
π(T (y)) = S(π(y)) dla ka»dego y ∈ Y . Wówczas ukªad (Y, S) nazywamy rozszerzeniem topologicz-

nym ukªadu (X,T ). Dla ukªadów z dziaªaniem grup innych ni» Z de�nicja jest analogiczna: mówimy,
»e ukªad (X,G) jest faktorem ukªadu (Y,G) (z dziaªaniem tej samej grupy), je»eli istnieje ci¡gªa surjek-
cja π : X → Y speªniaj¡ca π(g(y)) = g(π(y)) dla ka»dego y ∈ Y i ka»dego g ∈ G.

2Je»eli (X,ΣX , µ, T ) jest teoriomiarowym ukªadem dynamicznym, to miar¦ µ nazywamy ergodyczn¡,

je»eli dla ka»dego zbioru A ∈ ΣX , który jest T -niezmienniczy, tzn. T−1(A)
µ
= A, zachodzi µ(A) ∈ {0, 1}.

3Na mocy zasady wariacyjnej dla entropii, entropia topologiczna ukªadu (X,T ) jest równa supremum
po entropiach (teoriomiarowych) wszystkich T -niezmienniczych, ergodycznych miar borelowskich na X.
St¡d, je»eli ukªad topologiczny (X,T ) ma entropi¦ dodatni¡, to na X istnieje T -niezmiennicza miara
borelowska µ, która ma entropi¦ dodatni¡.
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Rozdziaª 1. Wprowadzenie

gdy», w jej my±l, w klasycznym ukªadzie dynamicznym (X,T ) asymptotyczne s¡ tyl-
ko pary punktów, które speªniaj¡ De�nicj¦ 1.1.1 zarówno dla przeksztaªcenia T jak i dla
przeksztaªcenia odwrotnego T−1 (czyli s¡ asymptotyczne zarówno �w przód� jak i �w tyª�).
Przez wiele lat poszukiwano analogonów Twierdzenia Blancharda-Hosta-Ruette dla tak
przyj¦tej de�nicji asymptotyczno±ci. W 1995 roku K. Schmidt pokazaª, »e dla ka»dego
ukªadu symbolicznego typu sko«czonego4, z dziaªaniem Zd (nadmie«my tu, »e ka»dy taki
ukªad jest ekspansywny5) dodatnio±¢ entropii implikuje istnienie pary ró»nych punktów
(x, y), takich »e xm = ym dla wszystkich m ∈ Zd poza co najwy»ej sko«czonym pod-
zbiorem Zd (czyli speªniaj¡cych wy»ej wymienion¡, now¡ de�nicj¦ asymptotyczno±ci dla
metryki dyskretnej dX na przestrzeni ΛZd

) [28]. Pó¹niej, w 1999 roku, wspólnie z D. Lind-
tem uzyskali podobny rezultat dla ekspansywnych dziaªa« Zd na zwartych grupach abe-
lowych [20]. Co wi¦cej, w pracy tej podali oni równie» przykªad ukªadu topologicznego
z nieekspansywnym dziaªaniem Z, o dodatniej entropii, w którym nie ma »adnych tak
zde�niowanych par asymptotycznych [20, Przykªad 3.4]. Przykªad ów dowodzi, »e eks-
pansywno±¢ jest konieczna do zagwarantowania istnienia par speªniaj¡cych now¡ de�nicj¦
asymptotyczno±ci, w ukªadach topologicznych o dodatniej entropii, nawet w przypadku
G = Z. Wyniki K. Schmidta uogólnili nast¦pnie N.-P. Chung i H. Li [5], którzy udowodni-
li, »e je»eli X jest zwart¡ grup¡ abelow¡ a G jest przeliczaln¡ grup¡ prawie policykliczn¡6

oraz (X,G) jest ukªadem ekspansywnym, gdzie G dziaªa na X przez automor�zmy gru-
powe, to w X istnieje para (x, x′) ró»nych punktów, która jest asymptotyczna w my±l
nowej de�nicji. Nale»y jeszcze nadmieni¢, »e w 2019 roku, T. Meyerovitch w pracy [22]
uogólniª rezultat N.-P. Chunga i H. Li, zast¦puj¡c zaªo»enie o tym by X byªa zwart¡ grup¡
abelow¡, sªabszym warunkiem by X byªa zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡ speªniaj¡c¡ tzw.
pseudo-orbit tracing property. Podaª on równie» przykªad ekspansywnego ukªadu (X,T )
o dodatniej entropii, w którym nie istniej¡ pary asymptotyczne w my±l nowej de�nicji.
Uzupeªniª on tym samym przykªad D. Lindta i K. Schmidta. Razem, oba te przykªady
pokazuj¡, »e sama ekspansywno±¢ jest konieczna, lecz nie jest wystarczaj¡ca do istnienia
par asymptotycznych w ukªadach o dodatniej entropii. Warto tu jeszcze wspomnie¢, »e w
ukªadzie (X,T ) z dziaªaniem Z, który jest ekspansywny, zawsze istniej¡ pary asympto-
tyczne w my±l klasycznej De�nicji 1.1.1 i to zarówno dla T jak i dla T−1 (niezale»nie od
entropii ukªadu), co pokazaª B. F. Bryant w pracy [3].

Jak wida¢, do uogólnienia Twierdzenia 1.1.2 potrzeba bardziej subtelnej de�nicji
asymptotyczno±ci, która wykorzystywa¢ b¦dzie poj¦cie porz¡dku na grupie, pozwalaj¡-
cej na jednoznaczne zde�niowanie �przyszªo±ci� oraz �przeszªo±ci�. Takie podej±cie mo»na
znale¹¢ w pracach W. Huanga, L. Xu i Y. Yi z 2014 roku [16] oraz W. Buªatka, B. Kami«-
skiego i J. Szyma«skiego z 2016 roku [4]. W obu tych pracach przyj¦to zaªo»enie, »e G jest
niesko«czon¡ grup¡ abelow¡, która jest porz¡dkowalna, czyli, »e na G istnieje porz¡dek

4Niech Λ b¦dzie sko«czon¡ przestrzeni¡ dyskretn¡ i niech G b¦dzie grup¡ przeliczaln¡. Na ΛG rozwa-
»amy dziaªanie G zadane przez przesuni¦cia (prawostronne): dla ka»dego g ∈ G mamy g(x(h)) = x(hg),
gdzie x ∈ X i h ∈ G. Je»eli X ⊂ ΛG jest zbiorem domkni¦tym i niezmienniczym na takie dziaªanie, to
(X,G) nazywamy ukªadem symbolicznym. Mówimy, »e ukªad symboliczny (X,G), gdzie X ⊂ ΛG, jest
sko«czonego typu, je»eli istniej¡ zbiór sko«czony K ⊂ G oraz rodzina L ⊊ ΛK , taka »e dla ka»dego x ∈ X
oraz dla ka»dego g ∈ G mamy g(x)|K ∈ L.

5Topologiczny ukªad dynamiczny (X,G) nazywamy ekspansywnym, je»eli istnieje staªa r ≥ 0, taka »e
dla ka»dej pary ró»nych punktów x, x′ ∈ X zachodzi supg∈G dX(g(x), g(x′)) ≥ r.

6Grup¦ G nazywamy prawie policykliczn¡ (ang. policyclic-by-�nite), je»eli istnieje sko«czony ci¡g pod-
grup G = Gn ⊵ Gn−1 ⊵ · · · ⊵ G1 ⊵ G0 = {e}, taki »e dla ka»dego i ∈ {1, . . . , n} iloraz Gi/Gi−1 jest
albo sko«czony, albo cykliczny. Wi¦cej informacji na temat grup prawie policyklicznych mo»na znale¹¢
np. w [6, Rozdziaª 5].

11



1.1. Motywacja bada« i cele pracy

liniowy ≺, który jest niezmienniczy w tym sensie, »e dla ka»dego g ∈ G zachodzi:

a ≺ b ⇐⇒ a · g ≺ b · g (a, b ∈ G).

Oba zespoªy, niezale»nie od siebie udowodniªy, »e dla ka»dego ukªadu topologicznego
(X,G) z dziaªaniem takiej wªa±nie grupy G, który ma dodatni¡ entropi¦, istnieje w X
para ró»nych punktów (x, x′), która jest asymptotyczna wzgl¦dem ≺, tzn. dla ka»dego
ε > 0 istnieje element g0 ∈ G, taki »e dla ka»dego g ≻ g0 mamy dX(g(x), g(x

′)) < ε.
Rezultat ten odnosi si¦ jednak jedynie do grup przemiennych, na których dodatkowo ist-
nieje porz¡dek niezmienniczy. Nie ka»da za± grupa ze ±redni¡ (nawet przemienna) taki
porz¡dek posiada. Koncepcja multiporz¡dku, która b¦dzie zaprezentowana i omówiona
w tej pracy, pozwala omin¡¢ t¦ przeszkod¦. Zamiast bowiem wymaga¢ istnienia jednego
porz¡dku niezmienniczego ≺ na grupie, zadowolimy si¦ rodzin¡ porz¡dków Õ, która jako
zbiór b¦dzie niezmiennicza, w takim sensie, »e je»eli ≺∈ Õ, to dla ka»dego g ∈ G istnieje
w Õ porz¡dek ≺′= g(≺) speªniaj¡cy

a ≺′ b ⇐⇒ a · g ≺ b · g (a, b ∈ G).

Tak¡ rodzin¦ Õ, wyposa»on¡ w miar¦ G-niezmiennicz¡ i rozumian¡ jako teoriomiarowy
ukªad dynamiczny, nazywa¢ b¦dziemy wªa±nie multiporz¡dkiem. Jak si¦ okazuje multi-
porz¡dki istniej¡ na ka»dej przeliczalnej grupie ze ±redni¡. Co wi¦cej, multiporz¡dki na
grupach ze ±redni¡ posiadaj¡ pewne dodatkowe cechy, imituj¡ce wªasno±ci naturalnego
porz¡dku < na grupie Z.

Multiporz¡dki posªu»¡ nam do sformuªowania nowych de�nicji par asymptotycznych,
w peªni uogólniaj¡cych klasyczn¡ De�nicj¦ 1.1.1 oraz udowodnienia uogólnienia Twierdze-
nia 1.1.2 na przypadek ukªadów z dziaªaniami przeliczalnych grup ze ±redni¡. Dodatkowo,
wykorzystanie specy�cznych multiporz¡dków, skonstruowanych z tak zwanych systemów
tilingów, umo»liwi nam udowodnienie twierdzenia analogicznego do Lematu 4.3 podanego
przez T. Downarowicza i Y. Lacroix. W efekcie, otrzymamy peªn¡ charakteryzacj¦ topo-
logicznych ukªadów dynamicznych z dziaªaniem przeliczalnych grup ze ±redni¡, o entropii
zero, która uogólnia równo±¢ TEZ = FNAP z pracy [12], co stanowi gªówny cel rozprawy.

Innym klasycznym rezultatem, który przeniesiemy na przypadek ukªadów z dziaªania-
mi przeliczalnych grup ze ±redni¡ jest Twierdzenie Rokhlina-Sinaia, które mówi, »e je»eli
(X,ΣX , µ, T ) jest teoriomiarowym ukªadem dynamicznym, to sigma-ciaªo Pinskera pro-
cesu generowanego przez dowolne sko«czone rozbicie mierzalne P przestrzeni X mo»e by¢
uto»samione z �odlegª¡ przeszªo±ci¡� (i równowa»nie z �odlegª¡ przyszªo±ci¡�) tego rozbicia
wzgl¦dem przeksztaªcenia T . Udowodnimy analogiczny rezultat dla ukªadów z dziaªaniem
grup ze ±redni¡. Poka»emy mianowicie, »e je»eli (X,ΣX , µ,G) jest ukªadem z dziaªaniem
przeliczalnej grupy ze ±redni¡ i P jest dowolnym sko«czonym rozbiciem mierzalnym X, to
sigma-ciaªo Pinskera G-procesu generowanego przez P mo»na scharakteryzowa¢ nast¦pu-
j¡co: zbiór A jest mierzalny wzgl¦dem sigma-ciaªa Pinskera wtedy i tylko wtedy, gdy dla
pewnego (dowolnego) multiporz¡dku Õ na G i prawie ka»dego porz¡dku ≺∈ Õ, A jest
mierzalny wzgl¦dem odpowiednio rozumianej przeszªo±ci (równowa»nie przyszªo±ci) P ,
wyznaczonej wzdªu» ≺. Ten rezultat nie jest a» tak nowatorski jak twierdzenia dotycz¡-
ce par asymptotycznych. Charakteryzacje sigma-ciaªa Pinskera uogólniaj¡ce Twierdzenie
Rokhlina-Sinaia dla dziaªa« grup ze ±redni¡ s¡ ju» bowiem znane - jedn¡ z nich podaª np.
A. Danilenko w pracy [9]. Jednak»e, poniewa» w ich sformuªowaniach nie wykorzystuje
si¦ porz¡dków (a zatem nie pojawiaj¡ si¦ w nich równie» poj¦cia analogiczne do �odle-
gªej przeszªo±ci� b¡d¹ �odlegªej przyszªo±ci�), na pierwszy rzut oka nie przypominaj¡ one
klasycznego Twierdzenia Rokhlina-Sinaia, w przeciwie«stwie do naszej charakteryzacji.

12



Rozdziaª 1. Wprowadzenie

Udowodnimy równie» kilka twierdze« dotycz¡cych specy�cznych wªasno±ci, szczegól-
nie zwi¡zanych z entropi¡, które posiadaj¡ multiporz¡dki i systemy tilingów oraz ukªady
b¦d¡ce ich rozszerzeniami. Mimo »e twierdzenia te stanowi¡ raczej narz¦dzia potrzebne do
uzyskania gªównych wyników przedstawionych w tej pracy, same w sobie s¡ interesuj¡ce
i mog¡ by¢ wykorzystane w dowodach innych faktów dotycz¡cych ukªadów dynamicznych
z dziaªaniami przeliczalnych grup ze ±redni¡, niekoniecznie zwi¡zanych z multiporz¡d-
kami. Przykªad takiego zastosowania zostanie przedstawiony w Rozdziale 3. Mianowicie
wykorzystamy twierdzenie o zachowywaniu entropii przez pewn¡ specy�czn¡ orbitaln¡
równowa»no±¢ zachodz¡c¡ w ukªadach posiadaj¡cych multiporz¡dek jako faktor, do do-
wodu wersji du»o ogólniejszego Twierdzenia Rudolpha-Weissa, które dotyczy dowolnych
ukªadów dynamicznych (niezwi¡zanych z multiporz¡dkami).

1.2 Gªówna teza pracy i plan rozprawy

Gªówn¡ tez¡ pracy jest, »e topologiczny ukªad dynamiczny z dziaªaniem grupy ze
±redni¡ ma topologiczn¡ entropi¦ zero wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje jego multiu-
porz¡dkowane rozszerzenie topologiczne nieposiadaj¡ce par asymptotycznych (wzgl¦dem
multiporz¡dku).

Pomin¡wszy wprowadzenie, praca zostaªa podzielona na pi¦¢ gªównych rozdziaªów.
Rozdziaª 2 jest po±wi¦cony wprowadzeniu de�nicji multiporz¡dku i multiuporz¡dkowanego
ukªadu dynamicznego (ukªadu posiadaj¡cego multiporz¡dek jako faktor teoriomiarowy7)
oraz zaprezentowaniu pewnych wªasno±ci tych obiektów. Udowodnimy mi¦dzy innymi, »e
na ka»dej przeliczalnej grupie ze ±redni¡ istnieje multiporz¡dek oraz »e ka»dy multiporz¡-
dek na grupie przeliczalnej G mo»e by¢ reprezentowany jako pewna rodzina bijekcji z Z
w G. Poka»emy równie», »e ka»dy ukªad multiuporz¡dkowany jest orbitalnie równowa»ny
ze specy�cznym dziaªaniem Z zadanym przez tzw. przeksztaªcenie nast¦pnika. Ta orbital-
na równowa»no±¢ oka»e si¦ by¢ bardzo istotna w kontek±cie dalszych rozwa»a« i zostanie
wykorzystana w dowodach wielu twierdze« w dalszej cz¦±ci pracy.

W Rozdziale 3 skupimy si¦ na wªasno±ciach ukªadów multiuporz¡dkowanych dotycz¡-
cych entropii. Podamy i udowodnimy wzór na obliczanie entropii w ukªadzie multiuporz¡d-
kowanym, wzdªu» multiporz¡dku b¦d¡cego jego faktorem. Poka»emy równie», »e orbitalna
równowa»no±¢ z dziaªaniem Z danym przez iteracje przeksztaªcenia nast¦pnika zachowuje
entropi¦ warunkow¡ pod warunkiem multiporz¡dku. Twierdzenie to okazuje si¦ by¢ szcze-
gólnym przypadkiem Twierdzenia Rudolpha-Weissa dotycz¡cego zachowywania entropii
warunkowej mi¦dzy dwoma orbitalnie równowa»nymi ukªadami dynamicznymi o wspól-
nym faktorze. Jednak»e, przy nieznacznej mody�kacji zaªo»e«, twierdzenie to mo»na wy-
wnioskowa¢ z naszego twierdzenia dotycz¡cego ukªadów multiuporz¡dkowanych. Rozdziaª
ten zako«czymy przedstawieniem charakteryzacji sigma-ciaªa Pinskera w ukªadach z dzia-
ªaniami przeliczalnych grup ze ±redni¡ przy pomocy multiporz¡dków. Charakteryzacja ta

7Niech (X,ΣX , ν,G) i (Y,ΣY , µ,G) b¦d¡ dwoma teoriomiarowymi ukªadami dynamicznymi z dziaªa-
niem tej samej grupy G. Mówimy, »e X jest faktorem Y (b¡d¹, »e X jest rozszerzeniem Y ), je»eli istnieje
mierzalna surjekcja π : Y → X, taka »e ν = π(µ) oraz speªniaj¡ca π(g(y)) = g(π(y)) dla µ-prawie
ka»dego y ∈ Y oraz ka»dego g ∈ G. Surjekcj¦ tak¡ nazywa¢ b¦dziemy faktor-odwzorowaniem. Zauwa»-
my, »e poniewa» π−1(ΣY ) jest pod-sigma-ciaªem ΣX , niezmienniczym na dziaªanie G (na X), wi¦c samo
ΣY mo»emy traktowa¢ jako G-niezmiennicze sigma-ciaªo na X. Podobnie, z ka»dym G-niezmienniczym
pod-sigma-ciaªem ΣX mo»emy zwi¡za¢ faktor teoriomiarowy (Y,ΣY , µ|ΣY

, G), gdzie punkty przestrzeni
Y uto»samione s¡ z atomami ΣY , a faktor-odwzorowanie π polega na przypisaniu ka»demu punktowi z x
atomu ΣX , do którego ten punkt nale»y (ªatwo mo»na sprawdzi¢, »e takie przyporz¡dkowanie w istocie
zadaje faktor teoriomiarowy)
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1.2. Gªówna teza pracy i plan rozprawy

stanowi uogólnienie klasycznego Twierdzenia Rokhlina-Sinaia, o którym wspominali±my
wcze±niej.

Rozdziaª 4 rozpoczniemy od sformuªowania de�nicji pary ≺-asymptotycznej oraz pary
φ-asymptotycznej, które uogólniaj¡ klasyczn¡ De�nicj¦ 1.1.1. Udowodnimy równie» twier-
dzenie dotycz¡ce istnienia par asymptotycznych w ukªadach topologicznych z dziaªaniem
przeliczalnych grup ze ±redni¡, o dodatniej entropii. Twierdzenie to, b¦d¡ce uogólnieniem
Twierdzenia Blancharda-Hosta-Ruette (Twierdzenie 1.1.2), stanowi jeden z dwóch naj-
wa»niejszych wyników zaprezentowanych w tej pracy.

Rozdziaª 5 po±wi¦cony jest szczególnej klasie multiporz¡dków, które pochodz¡ od tzw.
uporz¡dkowanych systemów tilingów. Wpierw zaznajomimy czytelnika z sam¡ teori¡ ti-
lingów i ukªadów tilingów na grupach ze ±redni¡. Nast¦pnie podamy konstrukcj¦ multipo-
rz¡dku przy pomocy systemu tilingu oraz udowodnimy pewne, istotne dla nas, wªasno±ci,
które tak skonstruowany multiporz¡dek posiada. Zaprezentujemy równie» kilka przykªa-
dów multiporz¡dków pochodz¡cych od systemów tilingów. Na koniec wprowadzimy jesz-
cze dwie szczególne klasy systemów tilingów - wy±rodkowane i hodometryczne, które b¦d¡
odgrywa¢ wa»n¡ rol¦ w dowodach twierdze« z kolejnego rozdziaªu.

Rozdziaª 6 rozpoczniemy od wprowadzenia de�nicji topologicznie multiuporz¡dkowa-
nego ukªadu dynamicznego, który stanowi topologiczny odpowiednik wcze±niej wprowa-
dzonego ukªadu multiuporz¡dkowanego (b¦d¡cego ukªadem teoriomiarowym). Najistot-
niejszym elementem tego rozdziaªu, b¦d¡cym jednocze±nie jednym z dwóch gªównych
wyników zaprezentowanych w tej pracy, jest konstrukcja rozszerzenia bez par asympto-
tycznych dla dowolnego topologicznego ukªadu z dziaªaniem przeliczalnej grupy ze ±red-
ni¡, który ma entropi¦ zero. �¡cz¡c ten wynik z twierdzeniem udowodnionym w roz-
dziale trzecim, uzyskamy peªn¡ charakteryzacj¦ topologicznych ukªadów dynamicznych
z dziaªaniami przeliczalnych grup ze ±redni¡, o entropii zero, która uogólnia Twierdzenie
Downarowicza-Lacroix dla ukªadów z dziaªaniem Z, co stanowi¢ b¦dzie realizacj¦ gªów-
nego celu tej rozprawy.
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Rozdziaª 2

Multiporz¡dki i multiuporz¡dkowane

ukªady dynamiczne

2.1 Multiporz¡dki na grupach przeliczalnych

De�nicja 2.1.1. Niech G b¦dzie zbiorem przeliczalnym1. Mówimy, »e porz¡dek liniowy ≺
na G jest porz¡dkiem typu Z, je»eli nie istnieje w G element maksymalny ani minimalny
wzgl¦dem porz¡dku ≺ oraz ka»dy odcinek porz¡dkowy

[a, b]≺ = {g ∈ G : a ≺ g ≺ b} ∪ {a, b}

jest sko«czony (innymi sªowy ≺ jest izomor�czny z naturalnym porz¡dkiem < na Z).

Niech Õ b¦dzie zbiorem wszystkich porz¡dków typu Z naG. Jest to podzbiór {0, 1}G×G
- przestrzeni wszystkich relacji na G. Zatem Õ dziedziczy z {0, 1}G×G topologi¦, która
jest metryzowalna i o±rodkowa. Ponadto ªatwo mo»na sprawdzi¢, »e Õ jest niepustym
i borelowskim2 podzbiorem {0, 1}G×G.

Je»eli G jest grup¡ przeliczaln¡, to mo»emy rozwa»y¢ nast¦puj¡ce dziaªanie G na Õ:
dla ka»dego ≺∈ Õ i ka»dego g ∈ G porz¡dek ≺′= g(≺) jest zadany wzorem

a ≺′ b ⇐⇒ ag ≺ bg (a, b ∈ G) (2.1)

(jak mo»na ªatwo sprawdzi¢, ≺′ równie» jest porz¡dkiem typu Z na G).

De�nicja 2.1.2. Niech G b¦dzie grup¡ przeliczaln¡. Niech Õ b¦dzie zbiorem wszystkich
porz¡dków typu Z na G, niech ΣÕ b¦dzie sigma-ciaªem borelowskim na Õ i niech ν b¦dzie
borelowsk¡ miar¡ probabilistyczn¡ niesion¡ przez Õ, niezmiennicz¡ na dziaªanie G zadane
przez (2.1). Teoriomiarowy ukªad dynamiczny (Õ,ΣÕ, ν, G) nazywamy multiporz¡dkiem
na G.

Dla skrócenia zapisu, zazwyczaj b¦dziemy pomija¢ sigma-ciaªo w oznaczeniu multipo-
rz¡dku i b¦dziemy pisa¢ krócej (Õ, ν, G), a nawet tylko Õ, je»eli nie b¦dzie to prowadzi¢
do niejasno±ci.

1Mówi¡c o zbiorach przeliczalnych zawsze b¦dziemy mie¢ na my±li zbiory przeliczalne i niesko«czone.
Ponadto, mówi¡c o grupach przeliczalnych, zawsze b¦dziemy mie¢ na my±li przeliczalne, niesko«czone
grupy topologiczne z topologi¡ dyskretn¡.

2Niepusto±¢ jest oczywista. Borelowsko±¢ mo»na sprawdzi¢, zapisuj¡c zbiór Õ przy pomocy przeliczal-
nych przekrojów i sum cylindrów stanowi¡cych baz¦ topologii w {0, 1}G×G.
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2.1. Multiporz¡dki na grupach przeliczalnych

Intencj¡ stoj¡c¡ za wprowadzeniem poj¦cia multiporz¡dku byªo zde�niowanie rodziny
porz¡dków, która (jako zbiór) b¦dzie miaªa pewne istotne wªasno±ci naturalnego porz¡dku
< na Z (takie jak niezmienniczo±¢ na dziaªanie grupy). Jak zaraz poka»emy, ów naturalny
porz¡dek na Z jest w istocie szczególnym przypadkiem multiporz¡dku.

Przykªad 2.1.3. Niech < b¦dzie naturalnym porz¡dkiem na Z. Jest on punktem staªym
dla dziaªania Z zadanego wzorem (2.1). Jednopunktowy ukªad dynamiczny ({<}, δ<,Z),
gdzie δ< jest miar¡ Diraca skupion¡ w ≺, jest zatem multiporz¡dkiem na Z.

Inne, bardziej skomplikowane przykªady multiporz¡dków zostan¡ podane w rozdzia-
le 5, przy okazji konstrukcji multiporz¡dku z systemu tilingów.

W tym miejscu nale»y nadmieni¢, »e multiporz¡dki s¡ szczególnymi przypadkami tak
zwanych losowych porz¡dków niezmienniczych (ang. invariant random order lub skrótowo
IRO) wprowadzonych przez J.Kie�era w 1975 [19]:

De�nicja 2.1.4. Niech G b¦dzie grup¡ przeliczaln¡. Losowy porz¡dek niezmienniczy na G
to przestrze« probabilistyczna (O,ΣO, ν), gdzie O jest rodzin¡ wszystkich porz¡dków linio-
wych na G (traktowan¡ jako podzbiór {0, 1}G×G), ΣO jest sigma-ciaªem borelowskim na O
i ν jest borelowsk¡ miar¡ probabilistyczn¡ niesion¡ przez O, niezmiennicz¡ na dziaªanie G
na O zadane formuª¡ (g,≺) 7→≺′, gdzie

a ≺′ b ⇐⇒ ag ≺ bg (a, b ∈ G).

Losowe porz¡dki niezmiennicze ró»ni¡ si¦ od multiporz¡dków brakiem wymogu by
ka»dy element IRO byª porz¡dkiem typu Z. �atwo mo»na pokaza¢, »e IRO istnieje na
ka»dej grupie przeliczalnej, co obrazuje Przykªad 2.1.5. Istnienie multiporz¡dku na gru-
pie jest natomiast znacznie mniej oczywiste i, jak si¦ okazuje, jest ono równowa»ne ze
±redniowalno±ci¡ grupy, co zostanie udowodnione w kolejnym podrozdziale.

Przykªad 2.1.5. Niech G b¦dzie dowoln¡ grup¡ przeliczaln¡. Niech (Xg)g∈G b¦dzie dowol-
nym G-procesem i.i.d. o warto±ciach z odcinka [0, 1], takim »e dla ka»dego g ∈ G, Xg

ma miar¦ Lebesgue'a. Prawie ka»da realizacja ω = (ωg)g∈G tego procesu zadaje injekcj¦
g 7→ ωg z G w odcinek [0, 1]. Mo»emy wi¦c zde�niowa¢ porz¡dek liniowy ≺ω na G za
pomoc¡ równowa»no±ci:

a ≺ω b ⇐⇒ ωa < ωb (a, b ∈ G),

gdzie < jest tradycyjnym porz¡dkiem na [0, 1]. �atwo mo»na pokaza¢, »e przyporz¡dko-
wanie ω 7→≺ω zadaje faktor teoriomiarowy G-procesu (Xg)g∈G oraz, »e faktor ten jest
losowym porz¡dkiem niezmienniczym na G, którego prawie ka»dy element ≺ω jest po-
rz¡dkiem typu Q (czyli, »e dla dowolnych a, b ∈ G, takich »e a ≺ω b, istnieje element
c ∈ G speªniaj¡cy a ≺ω c ≺ω b).3

Przed przej±ciem dalej przypomnimy de�nicj¦ grupy ze ±redni¡ wykorzystuj¡c¡ poj¦cie
ci¡gu Følnera.

De�nicja 2.1.6. Przeliczaln¡ grup¦ G nazywamy grup¡ ze ±redni¡, je»eli w G istnie-
je ci¡g sko«czonych podzbiorów (Fn)n∈N o tej wªasno±ci, »e dla dowolnego ustalonego
ε > 0 i dla ka»dego g ∈ G, istnieje liczba n0 ∈ N, taka »e dla ka»dego n ≥ n0, zbiór Fn jest
(g, ε)-niezmienniczy, tzn. |gFn△Fn|

|Fn| < ε.4 Ci¡g (Fn)n∈N o tej wªasno±ci nazywamy ci¡giem
Følnera.

3Ponadto, je»eli G jest grup¡ ze ±redni¡, to tak zadany IRO ma entropi¦ dodatni¡, poniewa» jest
faktorem ukªadu Bernoulliego (patrz [24]).

4Symbol △ oznacza ró»nic¦ symetryczn¡ dwóch zbiorów.
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Rozdziaª 2. Multiporz¡dki i multiuporz¡dkowane ukªady dynamiczne

Naturalny porz¡dek na Z ma t¦ wªasno±¢, »e odcinki porz¡dkowe o rosn¡cych dªu-
go±ciach tworz¡ ci¡g Følnera w Z. Jak si¦ okazuje, multiporz¡dki na grupach ze ±redni¡
automatycznie posiadaj¡ podobn¡ wªasno±¢, której de�nicj¦ podajemy poni»ej.

De�nicja 2.1.7. Niech G b¦dzie przeliczaln¡ grup¡ ze ±redni¡ i niech e oznacza jedno±¢
w G. Mówimy, »e multiporz¡dek (Õ, ν, G) ma wªasno±¢ Følnera (lub krócej, »e jest følne-
rowski), je»eli dla ν-prawie ka»dego ≺∈ Õ, odcinki porz¡dkowe [e, bn]

≺, gdzie bn oznacza
n-ty nast¦pnik jedno±ci e w porz¡dku ≺, tworz¡ ci¡g Følnera w G.

Twierdzenie 2.1.8. Niech G b¦dzie grup¡ przeliczaln¡ i zaªó»my, »e na G istnieje mul-
tiporz¡dek (Õ, ν, G). Wówczas (Õ, ν, G) ma wªasno±¢ Følnera. W szczególno±ci, G jest
grup¡ ze ±redni¡.

Dowód powy»szego twierdzenia, zaproponowany przez T. Meyerovitcha, wykorzystuje
orbitaln¡ równowa»no±¢ multiporz¡dku z pewnym specy�cznym dziaªaniem grupy Z (na
tym samym multiporz¡dku), która zostanie szczegóªowo opisana w kolejnym podrozdziale.
Sam dowód Twierdzenia 2.1.8 równie» zostanie zaprezentowany w tym»e podrozdziale.
Warto nadmieni¢, »e jak zauwa»yª A. Danilenko, Twierdzenie 2.1.8 mo»na udowodni¢
równie», korzystaj¡c z lematu podanego przez D. Rudolpha i B. Weissa [27, Lemma 3.10]
oraz z Lematu Borela-Cantellego. Dowód kolejnego twierdzenia, równie» wykorzystuj¡cy
orbitaln¡ równowa»no±¢, tak»e zostanie podany w kolejnym podrozdziale.

Twierdzenie 2.1.9. Je»eli G jest przeliczaln¡ grup¡ ze ±redni¡, to na G istnieje multi-
porz¡dek (Õ, ν, G) o entropii zero.

Z Twierdze« 2.1.8 i 2.1.9 wynikaj¡ dwa wa»ne wnioski. Pierwszy z nich mo»e stanowi¢
now¡ de�nicj¦ (przeliczalnej) grupy ze ±redni¡. Drugi natomiast gwarantuje, »e w dowolnej
przeliczalnej grupie ze ±redni¡ istnieje ci¡g Følnera o pewnych specy�cznych (niekiedy
bardzo u»ytecznych) wªasno±ciach.

Wniosek 2.1.10. Przeliczalna grupa G jest grup¡ ze ±redni¡ wtedy i tylko wtedy, gdy na
G istnieje multiporz¡dek.

Wniosek 2.1.11. W ka»dej przeliczalnej grupie ze ±redni¡ G istnieje ci¡g Følnera (Fn)n∈N
speªniaj¡cy:

� Fn ⊂ Fn+1,

� F1 = {e} (ci¡g (Fn)n∈N o tej wªasno±ci nazywamy scentrowanym),

� |Fn| = n (czyli kolejne zbiory Fn przyrastaj¡ dokªadnie o jeden element).

Dowód. Na mocy Twierdzenia 2.1.9, na G istnieje multiporz¡dek (Õ, ν, G). Z Twier-
dzenia 2.1.8, (Õ, ν, G) ma wªasno±¢ Følnera. �¡dany ci¡g Følnera uzyskujemy ustalaj¡c
ν-typowy5 porz¡dek ≺∈ Õ i kªad¡c Fn = [e, bn]

≺, gdzie bn jest n-tym nast¦pnikiem e
w porz¡dku ≺. ■

Istnieje kilka ró»nych reprezentacji multiporz¡dków na grupach przeliczalnych. Jedna
z nich, szczególnie u»yteczna w kontek±cie dalszych rozwa»a«, bazuje na uto»samieniu
porz¡dków typu Z na G z bijekcjami z Z w G.

5Przez element µ-typowy (gdzie µ jest miar¡ probabilistyczn¡ na pewnej przestrzeni miarowej) b¦dzie-
my zawsze rozumie¢ element nale»¡cy do, wynikaj¡cego z kontekstu, zbioru peªnej miary µ.
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2.1. Multiporz¡dki na grupach przeliczalnych

De�nicja 2.1.12. Z ka»dym porz¡dkiem ≺∈ Õ mo»emy zwi¡za¢ bijekcj¦ bi≺ : Z → G
speªniaj¡c¡ bi≺(0) = e (o takiej bijekcji b¦dziemy mówi¢, »e jest zakotwiczona) oraz

bi≺(i) = g ⇐⇒ bi≺(i+ 1) = succ≺(g) (i ∈ Z, g ∈ G), (2.2)

gdzie succ≺(g) oznacza nast¦pnik elementu g w porz¡dku ≺. Na przestrzeni wszystkich
zakotwiczonych bijekcji bi : Z → G, któr¡ b¦dziemy oznacza¢ symbolem Bi(Z, G), de�niu-
jemy dziaªanie G zadane wzorem:

(g(bi))(i) = bi(i+ k) · g−1, gdzie k ∈ Z speªnia g = bi(k). (2.3)

Zbiór Bi(Z, G) jest podzbiorem typu Gδ przestrzeni GZ wszystkich funkcji z Z w G,
zatem jest w szczególno±ci zbiorem borelowskim, a sama przestrze« Bi(Z, G), wyposa»o-
na w naturaln¡ struktur¦ topologiczn¡ odziedziczon¡ z GZ, jest o±rodkow¡ przestrzeni¡
polsk¡. Ponadto zachodzi nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 2.1.13. Przyporz¡dkowannie ρ : Õ → Bi(Z, G) zadane wzorem ρ(≺) = bi≺
jest borelowsk¡ bijekcj¡, a odwzorowanie odwrotne ρ−1 : Bi(Z, G) → Õ jest ci¡gªe. Po-
nadto poni»szy diagram komutuje:

≺ g−−−→
(2.1)

g(≺)y y
bi≺

g−−−→
(2.3)

g(bi≺) = big(≺),

(2.4)

Dowód. Ze wzoru (2.2) wynika, »e dla ka»dej bi ∈ Bi(Z, G) i ka»dego g ∈ G zachodzi

(g(bi))(0) = bi(k) · g−1 = g · g−1 = e.

Zatem g(bi) jest zakotwiczona. Injektywno±¢ ρ jest oczywista. Dodatkowo, ka»da za-
kotwiczona bijekcja bi ∈ Bi(Z, G) zadaje w naturalny sposób porz¡dek liniowy ≺ ty-
pu Z na G, speªniaj¡cy bi = bi≺. Czyli ρ jest równie» surjekcj¡. Przypomnijmy, »e
Õ ⊂ {0, 1}G×G i Bi(Z, G) ⊂ GZ. Ustalmy zbiór sko«czony K = {g1, g2, . . . , gn} ⊂ G
oraz zbiór A = {≺∈ Õ : g1 ≺ g2 ≺ · · · ≺ gn}. Jest to cylinder bazowy w Õ. Zauwa»my, »e

ρ(A) =
⋃
i1∈Z

⋃
i2>i1

· · ·
⋃

in>in−1

{bi ∈ Bi(Z, G) : bi(i1) = g1, bi(i2) = g2, . . . , bi(in) = gn}.

Zatem ρ(A) jest zbiorem otwartym jako suma cylindrów z Bi(Z, G). Czyli ρ−1 jest prze-
ksztaªceniem ci¡gªym. St¡d, ρ jest borelowsk¡ injekcj¡ (patrz Twierdzenie 15.1 i uwaga
pod ¢wiczeniem (15.4) w [18]).

Pozostaje pokaza¢, »e diagram (2.4) komutuje, czyli »e dla dowolnych g ∈ G oraz i ∈ Z
zachodzi (g(bi≺))(i) = big(≺)(i). Dla i = 0 równo±¢ ta zachodzi automatycznie, gdy» bi≺
oraz big(≺) s¡ zakotwiczone. Ustalmy wi¦c i > 0 (rozumowanie dla i < 0 jest analogiczne)
oraz poªó»my h = big(≺)(i). Odcinek porz¡dkowy [e, h]g(≺) ma wtedy dªugo±¢ i+1. Z (2.1)
wynika wi¦c, »e [g, hg]≺ jest odcinkiem porz¡dkowym wzdªu» porz¡dku ≺, który tak»e
ma dªugo±¢ i + 1. Zatem, je»eli k ∈ Z jest takie, »e bi≺(k) = g, to hg = bi≺(i + k)
i równowa»nie h = bi≺(i + k) · g−1. Na mocy (2.3) mamy bi≺(i + k) · g−1 = (g(bi≺))(i),
zatem big(≺)(i) = (g(bi≺))(i). ■
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Rozdziaª 2. Multiporz¡dki i multiuporz¡dkowane ukªady dynamiczne

Uwaga 2.1.14. Multiporz¡dek mo»e by¢ zamiennie interpretowany jako teoriomiarowy
ukªad dynamiczny (Õ, ν, G) z borelowsk¡ miar¡ probabilistyczn¡ ν niezmiennicz¡ na
dziaªanie G zadane wzorem (2.1) lub jako ukªad dynamiczny (Bi(Z, G), ρ(ν), G), gdzie
dziaªanie G na Bi(Z, G) jest zadane wzorem (2.3). Na mocy Twierdzenia 2.1.13, obie
reprezentacje mog¡ by¢ stosowane zamiennie, co b¦dzie w dalszej cz¦±ci pracy cz¦sto wy-
korzystywane. Z tej racji, miary ν oraz ρ(ν) b¦dziemy oznacza¢ jednym symbolem ν.

Uwaga 2.1.15. Z Twierdzenia 2.1.13 wynika, przy okazji, »e dziaªanie G na Bi(Z, G)
zadane wzorem (2.3) jest poprawnie zde�niowane.

Na koniec tego podrozdziaªu wprowadzamy szereg oznacze«, które znacz¡co uprosz-
cz¡ zapis wzorów w dalszej cz¦±ci pracy. Dla ustalonego ≺∈ Õ, zamiast bi≺(i), b¦dziemy
pisa¢ i≺ (i ∈ Z). W szczególno±ci, niezale»nie od wyboru ≺, mamy wówczas 0≺ = e. Dla
ustalonych i, j ∈ Z, takich »e i < j, odcinek porz¡dkowy [i≺, j≺]≺ = {i≺, (i+1)≺, . . . , j≺}
oznacza¢ b¦dziemy przez [i, j]≺. Analogicznie, przez [i,∞)≺ oraz (−∞, i]≺ b¦dziemy ozna-
cza¢ odcinki porz¡dkowe niesko«czone, odpowiednio lewostronnie oraz prawostronnie do-
mkni¦te. Dla ustalonego g ∈ G, symbolami [g, g+ n]≺ oraz [g− n, g]≺ b¦dziemy oznacza¢
odcinki porz¡dkowe o dªugo±ci n+ 1, odpowiednio zaczynaj¡ce si¦ b¡d¹ ko«cz¡ce si¦ ele-
mentem g (przykªadowo [e, e+n]≺ = [0, n]≺). Ponadto, dla ustalonego F ⊂ G oraz n ∈ Z,
b¦dziemy stosowa¢ oznaczenia:

[F, F + n]≺ =
⋃
g∈F

[g, g + n]≺ i [F − n, F ]≺ =
⋃
g∈F

[g − n, g]≺. (2.5)

Stosuj¡c powy»sze oznaczenia, wzór (2.3), zadaj¡cy dziaªanie grupy G na przestrzeni
Bi(Z, G), mo»e zosta¢ zapisany w nast¦puj¡cy sposób:

ig(≺) = (i+ k)≺ · g−1, równowa»nie i≺ · g−1 = (i− k)g(≺), (2.6)

gdzie k ∈ Z jest unikaln¡ liczb¡, tak¡ »e

g = k≺, równowa»nie g−1 = (−k)g(≺). (2.7)

Uwaga 2.1.16. Zauwa»my, »e zgodnie ze wzorem (2.7), (k≺)−1 w ogólno±ci nie musi by¢
równe (−k)≺.

2.2 Multiuporz¡dkowane ukªady dynamiczne i ich wªa-

sno±ci

W przeciwie«stwie do niezmienniczych porz¡dków losowych, które niemal zawsze s¡
rozumiane jako niezale»ne obiekty, multiporz¡dki b¦dziemy cz¦sto traktowa¢ jako faktory
innych ukªadów dynamicznych. Z tego powodu wprowadzamy de�nicj¦ multiuporz¡dko-
wanego ukªadu dynamicznego.

De�nicja 2.2.1. Niech G b¦dzie grup¡ przeliczaln¡ i niech (X,µ,G) b¦dzie teoriomiaro-
wym ukªadem dynamicznym z dziaªaniem G. Je»eli istnieje multiporz¡dek (Õ, ν, G) na G
b¦d¡cy faktorem ukªadu (X,µ,G) przez przeksztaªcenie φ, to ukªad (X,µ,G) b¦dziemy
nazywa¢ multiuporz¡dkowanym i oznacza¢ go b¦dziemy za pomoc¡ czwórki (X,µ,G, φ).

W tym momencie mo»e nasun¡¢ si¦ pytanie, jak bardzo powszechnymi obiektami s¡
multiuporz¡dkowane ukªady dynamiczne (i czy w ogóle takie ukªady istniej¡). Okazuje
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2.2. Multiuporz¡dkowane ukªady dynamiczne i ich wªasno±ci

si¦, »e w przypadku dziaªa« grup ze ±redni¡, s¡ one dosy¢ pospolite, gdy» ka»de wolne6

dziaªanie grupy ze ±redni¡ na bezatomowej przestrzeni miarowej tworzy ukªad multiupo-
rz¡dkowany (co zostanie pokazane w dalszej cz¦±ci tego podrozdziaªu). Ponadto dowolny
teoriomiarowy ukªad dynamiczny mo»na bardzo ªatwo �uzupeªni¢� do ukªadu multiupo-
rz¡dkowanego.

Uwaga 2.2.2. Niech (X,µ,G) b¦dzie teoriomiarowym ukªadem dynamicznym z dziaªaniem
przeliczalnej grupy G i niech (Õ, ν, G) b¦dzie dowolnym multiporz¡dkiem na G. Dowolne
poª¡czenie7 (X × Õ, µ∨ ν,G, φ), z dziaªaniem G na X × Õ zadanym wzorem g((x,≺)) =
(g(x), g(≺)), jest multiuporz¡dkowanym ukªadem dynamicznym. W tym przypadku rol¦
faktor-odwzorowania φ peªni po prostu rzut na drug¡ wspóªrz¦dn¡.

W pracy wiele kluczowych rezultatów zostanie udowodnionych najpierw dla ukªadów
multiuporz¡dkowanych, a nast¦pnie b¦d¡ one uogólnione dla dowolnych ukªadów.

Od tej pory interesowa¢ nas b¦d¡ niemal wyª¡cznie dziaªania przeliczalnych grup ze
±redni¡. Wiele istotnych wªasno±ci multiuporz¡dkowanych ukªadów dynamicznych z dzia-
ªaniem takich grup wynika z ich orbitalnej równowa»no±ci z pewnym szczególnym dziaªa-
niem Z. Zanim jednak podamy i udowodnimy te wªasno±ci, przypomnimy pewne podsta-
wowe de�nicje i fakty dotycz¡ce samej orbitalnej równowa»no±ci.

De�nicja 2.2.3. Niech Γ i G b¦d¡ dwiema grupami przeliczalnymi i niech (X,µ,Γ) oraz
(Y, ν,G) b¦d¡ dwoma teoriomiarowymi ukªadami dynamicznymi z dziaªaniami odpowied-
nio Γ oraz G. Mówimy, »e ukªady (X,µ,Γ) i (Y, ν,G) s¡ orbitalnie równowa»ne, je»eli
istnieje mierzalna bijekcja ψ : (X,µ) → (Y, ν) zachowuj¡ca miar¦, która przeksztaªca
Γ-orbity w G-orbity, tzn., »e dla µ-prawie ka»dego x ∈ X i ka»dego γ ∈ Γ istnieje element
gx,γ ∈ G, taki »e

ψ(γ(x)) = gx,γ(ψ(x)) (2.8)

oraz »e {gx,γ : γ ∈ Γ} = G.

Wzór (2.8) mo»emy równowa»nie zapisa¢ w postaci

γ(x) = ψ−1(gx,γ(ψ(x))),

co oznacza, »e odwzorowanie identyczno±ciowe id : X → X wyznacza orbitaln¡ rów-
nowa»no±¢ mi¦dzy dziaªaniem Γ na (X,µ) oraz dziaªaniem G na tej samej przestrzeni,
zde�niowanym przy pomocy wzoru

g(x) = ψ−1(g(ψ(x))),

które jest izomor�czne z uprzednio zadanym dziaªaniem G na (Y, ν). St¡d mo»emy ogra-
niczy¢ rozwa»ania dotycz¡ce orbitalnej równowa»no±ci do dziaªa« dwóch ró»nych grup Γ
i G na tej samej przestrzeni miarowej (X,µ). Wówczas rol¦ przeksztaªcenia ψ zawsze peªni
odwzorowanie identyczno±ciowe, a o ukªadach (X,µ,Γ) oraz (X,µ,G) b¦dziemy mówi¢ po

6Niech (X,µ,G) b¦dzie teoriomiarowym ukªadem dynamicznym z dziaªaniem grupy G. Mówi-
my, »e dziaªanie G na X jest wolne, je»eli µ-prawie ka»dy x ∈ X ma trywialny stabilizator, czyli
{g ∈ G : g(x) = x} = {e}.

7Poª¡czeniem dwóch teoriomiarowych ukªadów dynamicznych (X,µ,G) oraz (Y, ν,G) nazywamy do-
woln¡ miar¦ na X × Y (zazwyczaj oznaczan¡ przez µ ∨ ν), niezmiennicz¡ na dziaªanie produktowe G,
która ma peªne rzuty na obie wspóªrz¦dne. Szczególnym przykªadem poª¡czenia jest oczywi±cie miara
produktowa µ× ν.
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prostu, »e maj¡ takie same orbity. W takim przypadku, µ-prawie ka»dy x ∈ X wyznacza
relacj¦ Rx pomi¦dzy elementami grup Γ i G zadan¡ wzorem

γ Rx g ⇐⇒ γ(x) = g(x), (2.9)

która ma peªne rzuty na ka»d¡ ze wspóªrz¦dnych. Je»eli dziaªania obu grup Γ i G s¡ wolne,
to relacja Rx jest bijekcj¡, któr¡ b¦dziemy oznacza¢ przez bix, a wzór (2.9) przyjmuje
posta¢

g = bix(γ) ⇐⇒ γ(x) = g(x). (2.10)

Zauwa»my, »e skoro dziaªania G i Γ s¡ wolne, to bix przeksztaªca jedno±ci obu grup
na siebie, jest wi¦c zakotwiczona. Zatem, x 7→ bix jest mierzalnym odwzorowaniem z X
w przestrze« Bi(Γ, G) wszystkich zakotwiczonych bijekcji z Γ w G. Przypomnijmy jeszcze,
»e do tego by dziaªanie Z na przestrzeni miarowej (X,µ) byªo wolne, potrzeba i wystarcza
by orbity µ-prawie wszystkich punktów z X byªy niesko«czone. St¡d te», je»eli dziaªanie Z
jest orbitalnie równowa»ne z dziaªaniem wolnym grupy G, to automatycznie ono samo jest
wolne.

Sformuªujemy teraz i udowodnimy dwa istotne twierdzenia dotycz¡ce orbitalnej rów-
nowa»no±ci w przypadku multiuporz¡dkowanych ukªadów dynamicznych. Twierdzenia te
pozwol¡ nam wywnioskowa¢ pewne istotne wªasno±ci zarówno multiporz¡dków jak i ukªa-
dów multiuporz¡dkowanych.

Twierdzenie 2.2.4. Niech (X,µ,G) b¦dzie teoriomiarowym ukªadem dynamicznym z dzia-
ªaniem przeliczalnej grupy G. Niech T : X → X b¦dzie bijekcj¡ zachowuj¡c¡ miar¦ µ
i niech (X,µ, T ) b¦dzie ukªadem z dziaªaniem Z, które jest zadane przez kolejne iteracje T
(Z ∋ n 7→ T n). Niech (X,µ, T ) b¦dzie orbitalnie równowa»ne z (X,µ,G) (przez odwzo-
rowanie identyczno±ciowe). Wówczas przeksztaªcenie x 7→ bix zadane wzorem (2.10) jest
teoriomiarowym faktor-odwzorowaniem z (X,µ,G) w multiporz¡dek (Õ, ν, G), gdzie ν jest
obrazem miary µ przez to odwzorowanie, a dziaªanie G na Õ jest zadane wzorem (2.3).

Dowód. Skoro oba dziaªania s¡ wolne, to dla µ-prawie wszystkich x ∈ X bijekcja bix jest
zakotwiczona. Pozostaje wi¦c jedynie pokaza¢, »e odwzorowanie x 7→ bix speªnia równo±¢

big(x) = (g(bix))

dla µ-prawie wszystkich x ∈ X. Korzystaj¡c ze wzoru (2.3), dla ka»dego i ∈ Z mamy

(g(bix))(i) = bix(i+ k) · g−1,

gdzie k ∈ Z jest unikaln¡ liczb¡ speªniaj¡c¡ bix(k) = g. Skoro oba dziaªania s¡ wolne,
to na mocy (2.10) h = big(x)(i) oraz h′ = bix(i + k) s¡ (µ-prawie na pewno) unikalnymi
elementami G, które speªniaj¡ poni»sze warunki:

(i) T i(g(x)) = hg(x),

(ii) T i+k(x) = h′(x).

Dodatkowo, poniewa» g = bix(k), mamy równie»

(iii) T k(x) = g(x).

�¡cz¡c (i) i (iii), otrzymujemy, »e T i+k(x) = hg(x), co razem z (ii) daje równo±¢
hg(x) = h′(x). Poniewa» dziaªanie G jest wolne, wi¦c dla µ-prawie ka»dego x ∈ X otrzy-
mujemy h′ = hg b¡d¹ równowa»nie h′g−1 = h. Oznacza to, »e dla µ-prawie wszystkich
x ∈ X i dowolnego i ∈ Z zachodzi bix(i+ k) · g−1 = big(x)(i), co byªo do pokazania. ■
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Wniosek 2.2.5. Niech (X,µ,G) b¦dzie ukªadem dynamicznym z dziaªaniem przeliczalnej
grupy ze ±redni¡ G, takim »e µ jest miar¡ bezatomow¡. Je»eli dziaªanie G jest wolne, to
(X,µ,G) posiada multiporz¡dek jako faktor (czyli jest ukªadem multiuporz¡dkowanym).

Dowód. Na mocy Twierdzenia Ornsteina-Weissa [25, Twierdzenie 6], ka»dy teoriomiarowy
ukªad dynamiczny z dziaªaniem przeliczalnej grupy ze ±redni¡ G i miar¡ bezatomow¡ jest
orbitalnie równowa»ny z pewnym ukªadem dynamicznym z dziaªaniem Z. Je»eli wi¦c
dziaªanie G jest wolne, to teza wynika bezpo±rednio z Twierdzenia 2.2.4. ■

Wniosek 2.2.6. Na ka»dej przeliczalnej grupie ze ±redni¡ G istnieje multiporz¡dek
(Õ, ν, G) o entropii zero.

Dowód. Wystarczy zastosowa¢ Wniosek 2.2.5 do ukªadu dynamicznego o entropii zero
z wolnym dziaªaniem G (istnienie takiego ukªadu dla dowolnej przeliczalnej grupy ze
±redni¡ wynika np. z [10, Twierdzenie 6.1]). ■

Twierdzenie 2.2.7. Niech (X,µ,G, φ) b¦dzie ukªadem multiuporz¡dkowanym, którego
faktorem jest multiporz¡dek (Õ, ν, G). Wtedy (X,µ,G) jest orbitalnie równowa»ny z ukªa-
dem (X,µ, S) z dziaªaniem Z zadanym przez iteracje przeksztaªcenia S : X → X, zde�-
niowanego wzorem

S(x) = 1≺(x), gdzie ≺= φ(x) (2.11)

(innymi sªowy S(x) = g(x), gdzie g = 1φ(x) = 1≺). Przeksztaªcenie S nazywa¢ b¦dziemy
przeksztaªceniem nast¦pnika (ang. successor map). Dodatkowo, dla ka»dego k ∈ Z mamy

Sk(x) = k≺(x). (2.12)

Ponadto przeksztaªcenie S̃ : Õ → Õ zadane wzorem

S̃(≺) = 1≺(≺) (2.13)

(innymi sªowy S̃(≺) = g(≺), gdzie g = 1≺ i g(≺) jest zadane przez wzór (2.1)) zachowuje
miar¦ ν oraz (Õ, ν, S̃) jest faktorem teoriomiarowym ukªadu (X,µ, S) przez odwzorowa-
nie φ.

Dowód. Poniewa» dziaªanie G na X zachowuje miar¦ µ, wi¦c odwzorowanie S : X → X
te» zachowuje µ. Do pokazania orbitalnej równowa»no±ci mi¦dzy (X,µ,G) i (X,µ, S)
wystarczy udowodni¢, »e ze wzoru (2.11) wynika (2.12) (poniewa» {k≺ : k ∈ Z} = G,
wi¦c z (2.12) wynika, »e orbity {Sk(x) : k ∈ Z} oraz {g(x) : g ∈ G} s¡ równe dla µ-prawie
ka»dego x ∈ X). Przeprowadzimy rozumowanie indukcyjne dla k ≥ 0. Wzór (2.12) jest
oczywi±cie prawdziwy dla k = 0 (S0 = id, wi¦c S0(x) = e(x)) oraz, na mocy (2.11), dla
k = 1. Zaªó»my, »e zachodzi on dla pewnego k ≥ 1. Ustalmy µ-typowy x ∈ X. Niech
φ(x) =≺ oraz g = k≺. Poniewa» φ jest faktor-odwzorowaniem (czyli dla ka»dego g ∈ G
oraz x ∈ X zachodzi φ(g(x)) = g(φ(x))), to mamy

Sk+1(x) = S(k≺(x)) = 1φ(k
≺(x))(k≺(x)) = 1φ(g(x))(g(x)) =

1g(φ(x))(g(x)) = 1g(≺)(g(x)).

Stosuj¡c (2.6) oraz (2.7), otrzymujemy

1g(≺) = (k + 1)≺ · g−1.
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Zatem,
Sk+1(x) =

(
(k + 1)≺ · g−1

)
(g(x)) = (k + 1)≺(x),

czyli wzór (2.12) zachodzi dla k + 1.
Niech teraz U : X → X b¦dzie zde�niowane wzorem U(x) = (−1)≺(x), gdzie, jak

poprzednio, ≺= φ(x). Stosuj¡c rozumowanie indukcyjne, analogiczne jak dla przeksztaª-
cenia S, otrzymujemy, »e dla ka»dego k ≥ 0 zachodzi wzór

Uk(x) = (−k)≺(x).

Poka»emy, »e U jest odwzorowaniem odwrotnym do S. Ponownie ustalmy µ-typowy
x ∈ X. Niech x′ = U(x) i niech ≺′= φ(x′). Zatem x =

(
(−1)≺

)−1
(x′) oraz, poniewa» φ

komutuje z przeksztaªceniami x 7→ g(x) dla wszystkich g ∈ G, mamy równie»

≺′= φ(x′) = φ(U(x)) = φ((−1)≺(x)) = (−1)≺(φ(x)) = (−1)≺(≺)

b¡d¹ równowa»nie
≺=

(
(−1)≺

)−1
(≺′).

Stosuj¡c wzór (2.7) dla g = (−1)≺, otrzymujemy(
(−1)≺

)−1
= 1g(≺) = 1(−1)

≺(≺) = 1≺
′
.

Sk¡d wynika, »e
x = 1≺

′
(x′) = 1φ(x

′)(x′) = S(x′) = S(U(x)).

Stosuj¡c analogiczn¡ argumentacj¦, otrzymujemy równie», »e x = U(S(x)). Zatem U jest
odwzorowaniem odwrotnym do S (w szczególno±ci S jest odwracalne) oraz wzór (2.12) za-
chodzi dla wszystkich k < 0. To ko«czy dowód orbitalnej równowa»no±ci mi¦dzy (X,µ,G)
oraz (X,µ, S).

Poniewa» (Õ, ν, G) jest oczywi±cie swoim wªasnym faktorem, mo»emy zastosowa¢ wy-
»ej dowiedzion¡ ju» cz¦±¢ twierdzenia, wstawiaj¡c (Õ, ν, G) w miejsce (X,µ,G). Otrzymu-
jemy wtedy, »e multiporz¡dek (Õ, ν, G) jest orbitalnie równowa»ny z ukªadem (Õ, ν, S̃),
w którym dziaªanie Z jest zadane przez iteracje przeksztaªcenia S̃. W szczególno±ci, wy-
nika st¡d, »e S̃ zachowuje miar¦ ν.

Pozostaje pokaza¢, »e (Õ, ν, S̃) jest faktorem (X,µ, S) przez odwzorowanie φ. Ustalmy
µ-typowy x ∈ X. Niech ≺= φ(x). Stosuj¡c wªasno±¢, »e φ komutuje z wszystkimi g ∈ G,
otrzymujemy, »e

φ(S(x)) = φ(1≺(x)) = 1≺(φ(x)) = 1≺(≺) = S̃(φ(x)).

Zatem φ jest w istocie faktor-odwzorowaniem z (X,µ, S) w (Õ, ν, S̃), co ko«czy dowód. ■

Uwaga 2.2.8. Podkre±lmy, »e w Twierdzeniu 2.2.7 nie zakªadamy, i» dziaªanie G na (X,µ)
b¡d¹ (Õ, ν) ma by¢ wolne.

Uwaga 2.2.9. Dla ukªadów ergodycznych z dziaªaniem przeliczalnych grup ze ±redni¡, cz¦±¢
Twierdzenia 2.2.7 dotycz¡ca orbitalnej równowa»no±ci wynika wprost z Twierdzenia Dye'a
[15, Twierdzenie 9]. Specjaln¡ wªasno±ci¡ odwzorowania S jest jednak to, »e przy orbitalnej
równowa»no±ci, zachowuje on faktor b¦d¡cy multiporz¡dkiem. W konsekwencji, zachowuje
on równie» entropi¦ warunkow¡ wzgl¦dem multiporz¡dku oraz sigma-ciaªo Pinskera pod
warunkiem multiporz¡dku, co zostanie pokazane w rozdziale 3.
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Fakt 2.2.10. Niech (X,µ,G) b¦dzie ukªadem dynamicznym z dziaªaniem grupy G, które
jest wolne i niech (X,µ, T ) b¦dzie ukªadem z dziaªaniem Z danym przez iteracje prze-
ksztaªcenia zachowuj¡cego miar¦ T , takim »e oba ukªady s¡ orbitalnie równowa»ne. Na mo-
cy Twierdzenia 2.2.4, istnieje faktor-odwzorowanie φ z (X,µ,G) w pewien multiporz¡dek
(Õ, ν, G). Z Twierdzenia 2.2.7 wynika, »e (X,µ,G) jest orbitalnie równowa»ny z (X,µ, S),
gdzie S jest przeksztaªceniem nast¦pnika zde�niowanym za pomoc¡ wzoru (2.11). Wówczas
(z dokªadno±ci¡ do miary µ) odwzorowania T i S s¡ równe.

Dowód. Ustalmy (µ-typowy) punkt x ∈ X. Niech g = bix(1). Na mocy (2.10) mamy
g(x) = T (x). Jednak bix(1) = 1≺(x), gdzie ≺= φ(x) (≺= ρ(bix), gdzie ρ jest zde�niowane
jak w Twierdzeniu 2.1.13). Z (2.11) mamy wówczas, »e 1≺(x) = S(x). Zatem T (x) = S(x).
Z dowolno±ci x ∈ X wynika, »e T = S. ■

Wniosek 2.2.11. Dla ka»dej przeliczalnej grupy ze ±redni¡ G istnieje multiporz¡dek
(Õ, ν, G) o �podwójnej entropii zero�, tzn. h(ν,G) = h(ν, S̃) = 0, gdzie h(ν,G) oznacza
entropi¦ dynamiczn¡ (Koªmogorova-Sinaia) miary ν pod dziaªaniem G, a h(ν, S̃) ozna-
cza entropi¦ dynamiczn¡ (Koªmogorowa-Sinaia) miary ν pod dziaªaniem Z zadanym przez
iteracje przeksztaªcenia S̃.

Dowód. Niech (X,µ,G) b¦dzie ukªadem dynamicznym z wolnym dziaªaniem przeliczalnej
grupy ze ±redni¡ G, takim »e h(µ,G) = 0 (istnienie takiego ukªadu mo»na uzasadni¢ tak
samo jak w dowodzie Wniosku 2.2.6). Z Twierdzenia Ornsteina-Weissa [25, Theorem 6] wy-
nika, »e ukªad (X,µ,G) jest orbitalnie równowa»ny z pewnym dziaªaniem Z na (X,µ). Na
mocy Twierdzenia Dye'a [15, Twierdzenie 9], wszystkie ergodyczne dziaªania Z s¡ parami
orbitalnie równowa»ne. Zatem istnieje ukªad (X,µ, T ) o entropii zero, który jest orbital-
nie równowa»ny z (X,µ,G). Na mocy Twierdzenia 2.2.4, ukªad (X,µ,G) posiada faktor
(Õ, ν, G) b¦d¡cy multiporz¡dkiem. Oczywi±cie h(ν,G) = 0 (gdy» (Õ, ν, G) jest faktorem
ukªadu o entropii zero). Ponadto ukªad (Õ, ν, S̃) jest faktorem (X,µ, S). Z Faktu 2.2.10
wynika, »e T = S, czyli h(µ, S) = 0 i w konsekwencji h(ν, S̃) = 0. ■

Rozdziaª ten zako«czymy odroczonym dowodem Twierdzenia 2.1.8. Poprzedzimy go
jednak pewnym u»ytecznym lematem.

Lemat 2.2.12. Niech (X,µ, T ) b¦dzie ergodycznym ukªadem dynamicznym z dziaªaniem Z
danym przez iteracje przeksztaªcenia T : X → X, zachowuj¡cego miar¦ µ. Niech (X,µ,G)
b¦dzie ukªadem dynamicznym z dziaªaniem przeliczalnej grupy G, który jest orbitalnie rów-
nowa»ny z (X,µ, T ). Wówczas, dla µ-prawie ka»dego x ∈ X, ka»dego g ∈ G i dowolnego
ε > 0, istnieje liczba n0 ∈ N, taka »e dla ka»dego n ≥ n0,

|g(O[0,n]
T (x)) △ O

[0,n]
T (x)| < ε(n+ 1),

gdzie O
[0,n]
T (x) = {T k(x) : k ∈ [0, n]} = {x, T (x), T 2(x), . . . T n(x)}.

Dowód. Ustalmy x ∈ X, g ∈ G oraz ε > 0. Zbiory Xk = {x ∈ X : g(x) = T k(x)},
k ∈ Z, tworz¡ przeliczalne rozbicie mierzalne przestrzeni X. Zatem istnieje liczba m ∈ N,
taka »e µ(X[0,m]) > 1 − ε

8
, gdzie X[0,m] =

⋃
k∈[0,m]Xk. Dla ka»dego n ∈ N kªadziemy

Kn = {k ∈ [0, n] : T k(x) ∈ X[0,m]}. Zauwa»my, »e

|Kn|
n+ 1

=
1

n+ 1

n∑
k=0

1X[0,m]

(
T k(x)

)
.
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Zatem, na mocy Twierdzenia Ergodycznego Birkho�a, istnieje liczba n0 ∈ N, taka »e
dla ka»dego n ≥ n0 oraz dla µ-prawie ka»dego x ∈ X zachodzi |Kn|

n+1
> 1 − ε

4
b¡d¹

równowa»nie |[0, n] \ Kn| < ε
4
(n + 1). Zauwa»my ponadto, »e g(OKn

T (x)) ⊂ O
[0,n+m]
T (x),

gdzie OKn
T (x) = {T k(x) : k ∈ Kn}. Dodatkowo, je±li we¹miemy n0 ≥ 4m

ε
, to otrzymamy

|g(O[0,n]
T (x)) \O[0,n]

T (x)| ≤ |g(OKn
T (x)) \O[0,n]

T (x)|+ |g(O[0,n]
T (x)) \ g(OKn

T (x))| ≤

|O[n+1,n+m]
T (x)|+ |O[0,n]\Kn

T (x)| ≤ m+ |[0, n] \ |Kn|| <
ε

4
(n+ 1) +

ε

4
(n+ 1) =

ε

2
(n+ 1).

Poniewa» przeksztaªcenie x 7→ g(x) jest odwracalne (odwzorowaniem odwrotnym jest
x 7→ g−1(x)), wi¦c zbiory O[0,n]

T (x) oraz g(O[0,n]
T (x)) maj¡ t¦ sam¡ liczno±¢. St¡d wynika,

»e
|O[0,n]

T (x) \ g(O[0,n]
T (x))| = |g(O[0,n]

T (x)) \O[0,n]
T (x)| < ε

2
(n+ 1).

Ostatecznie zatem
|g(O[0,n]

T (x)) △ O
[0,n]
T (x)| < ε(n+ 1).

■

Uwaga 2.2.13. Lemat 2.2.12 mo»na sformuªowa¢ ogólniej, bior¡c w miejsce (X,µ,Z) ukªad
(X,µ,Γ) z dziaªaniem przeliczalnej grupy ze ±redni¡ Γ, a w miejsce przedziaªów [0, n],
zbiory Fn z ci¡gu Følnera (Fn)n∈N na G, dla którego zachodzi Twierdzenie Ergodyczne
Lindenstraussa [21]. Dowód uogólnionej wersji przebiega analogicznie.

Dowód Twierdzenia 2.1.8. Niech (Õ, ν, G) b¦dzie multiporz¡dkiem na grupie przeliczal-
nej G. Wystarczy udowodni¢ twierdzenie w przypadku, gdy ν jest miar¡ ergodyczn¡ (st¡d,
przez rozkªad ergodyczny, teza b¦dzie wynika¢ dla dowolnej miary G-niezmienniczej). Za-
ªó»my wi¦c, »e ν jest miar¡ ergodyczn¡. Istnieje ergodyczny ukªad dynamiczny (X,µ,G)
z dziaªaniem wolnym G, którego faktorem jest (Õ, ν, G) (przykªadowo mo»na wzi¡¢ poª¡-
czenie ergodyczne8 multiporz¡dku z dowolnym G-procesem Bernoulliego, wówczas rol¦ φ
peªni rzut na wspóªrz¦dn¡ b¦d¡c¡ multiporz¡dkiem). Niech S : X → X b¦dzie prze-
ksztaªceniem nast¦pnika zde�niowanym wzorem (2.11). Na mocy Twierdzenia 2.2.7, ukªad
(X,µ, S) z dziaªaniem Z danym przez iteracje S jest orbitalnie równowa»ny z (X,µ,G).
Mo»emy wi¦c zastosowa¢ Lemat 2.2.12. Wynika z niego, »e dla µ-prawie ka»dego x ∈ X,
dla ka»dego g ∈ G i dowolnego ε > 0 oraz dla dostatecznie du»ego n ∈ N, zachodzi
nierówno±¢

|g(O[0,n]
S (x)) △ O

[0,n]
S (x)| < ε(n+ 1). (2.14)

Na mocy (2.12), mamy O[0,n]
S (x) = {Sk(x) : k ∈ [0, n]} = {k≺(x) : k ∈ [0, n]≺}, gdzie

≺= φ(x). Zatem wzór (2.14) przyjmuje posta¢

|g([0, n]≺(x)) △ [0, n](x)| < ε(n+ 1). (2.15)

Poniewa» dziaªanie G na (X,µ) jest wolne, wi¦c we wzorze (2.15) mo»emy pomin¡¢ x,
otrzymuj¡c

|g([0, n]≺) △ [0, n]| < ε(n+ 1). (2.16)

Zatem, odcinek [0, n]≺ jest (g, ε)-niezmienniczy. Wynika st¡d, »e dla µ-prawie ka»dego
x ∈ X, ci¡g odcinków porz¡dkowych [0, n]φ(x) jest ci¡giem Følnera. Poniewa» ν(φ(X)) = 1,
wi¦c (Õ, ν, G) jest følnerowski. ■

8Znanym faktem jest, »e je»eli miary µ i ν s¡ ergodyczne, to istnieje poª¡czenie µ ∨ ν, które równie»
jest ergodyczne (zobacz na przykªad [29, 18, Proposition 1.4] - ten sam dowód stosuje si¦ w przypadku
dziaªa« dowolnych grup).
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Rozdziaª 3

Entropia w ukªadach

multiuporz¡dkowanych

Rozdziaª ten po±wi¦cony jest przedstawieniu pewnych wa»nych i interesuj¡cych wªa-
sno±ci entropii multiporz¡dków i ukªadów multiuporz¡dkowanych oraz obiektów pocho-
dz¡cych od entropii, takich jak sigma-ciaªo Pinskera. Najpierw udowodnimy wzór na en-
tropi¦ liczon¡ wzdªu» multiporz¡dku. Nast¦pnie udowodnimy twierdzenie mówi¡ce, »e
orbitalna równowa»no±¢ z dziaªaniem Z zadanym przez iteracje przeksztaªcenia nast¦pni-
ka S, zde�niowanego w podrozdziale 2.2, zachowuje entropi¦. Pokazany równie» zostanie
zwi¡zek mi¦dzy tym twierdzeniem a podobnym twierdzeniem udowodnionym przez D. Ru-
dolpha i B. Weissa [27, Theorem 2.6] dotycz¡cym zachowywania entropii przez orbitaln¡
równowa»no±¢ mi¦dzy dziaªaniami grup ze ±redni¡ o wspólnym faktorze. Na ko«cu udo-
wodnimy najwa»niejszy wynik tego rozdziaªu, czyli charakteryzacj¦ sigma-ciaªa Pinskera
w ukªadach z dziaªaniem grup ze ±redni¡ (niekoniecznie multiuporz¡dkowanych) przy po-
mocy multiporz¡dków.

3.1 Entropia teoriomiarowa dla dziaªa« przeliczalnych

grup ze ±redni¡

Zacznijmy od przypomnienia podstawowych de�nicji dotycz¡cych entropii w ukªadach
z dziaªaniem przeliczalnych grup ze ±redni¡. W caªym podrozdziale, (X,ΣX , µ,G) b¦dzie
oznacza¢ teoriomiarowy ukªad dynamiczny z dziaªaniem przeliczalnej grupy ze ±redni¡ G,
a P oznacza¢ b¦dzie sko«czone, ΣX-mierzalne rozbicie przestrzeni X (rozbicie X na sko«-
czenie wiele parami rozª¡cznych, ΣX-mierzalnych1 zbiorów P ∈ P). Dla D ⊂ G kªadziemy

PD =
∨
g∈G

g−1(P).2 (3.1)

W przypadku gdy D jest zbiorem przeliczalnym, symbolem PD b¦dziemy zamiennie ozna-
cza¢ zarówno rozbicie (3.1) jak i sigma-ciaªo σ(PD) (najmniejsze sigma-ciaªo, wzgl¦dem
którego mierzalne s¡ wszystkie atomy PD3).

1W dalszej cz¦±ci pracy, tam gdzie nie b¦dzie to powodowa¢ nie±cisªo±ci, o rozbiciach ΣX -mierzalnych
b¦dziemy mówi¢ krócej, »e s¡ po prostu mierzalne.

2Je»eli P i Q s¡ dwoma rozbiciami X, to poª¡czeniem P i Q nazywamy rozbicie P ∨ Q =
{P ∩Q : P ∈ P, Q ∈ Q}. Analogicznie de�niujemy poª¡czenie przeliczalnie wielu rozbi¢

∨
i Pi.

3Mówimy, »e rozbicie P jest mierzalne wzgl¦dem sigma-ciaªa Θ (albo, »e Θ jest rozdrobnieniem P),
co oznaczamy przez P ≼ Θ, je»eli dla ka»dego P ∈ P, istnieje zbiór A ∈ Θ, taki »e A ⊂ P .
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Rozdziaª 3. Entropia w ukªadach multiuporz¡dkowanych

Je»eli (X,µ,G, φ) jest ukªadem multiuporz¡dkowanym, którego faktorem jest multipo-
rz¡dek (Õ, ν, G), to dla zadanego ≺∈ Õ, sigma-ciaªa P−≺ = P(−∞,−1]≺ oraz P+

≺ = P [1,+∞]≺

nazywa¢ b¦dziemy odpowiednio przeszªo±ci¡ oraz przyszªo±ci¡ rozbicia P wzdªu» porz¡d-
ku ≺.

Entropi¡ (statyczn¡) rozbicia P nazywamy liczb¦

H(µ,P) = −
∑
P∈P

µ(P) log µ(P).

Je»eli Θ jest G-niezmienniczym pod-sigma-ciaªem ΣX , to entropi¡ warunkow¡ rozbi-
cia P pod warunkiem Θ nazywamy liczb¦

H(µ,P|Θ) = inf
Q

(
H(µ,P ∨Q)−H(µ,Q)

)
,

gdzie in�mum jest wzi¦te po wszystkich sko«czonych rozbiciach Q przestrzeni X, mie-
rzalnych wzgl¦dem Θ.

Niech (Fn)n∈N b¦dzie (dowolnym) ci¡giem Følnera w G. Wówczas, entropia dynamicz-
na procesu generowanego przez rozbicie P zadana jest wzorem

h(µ,G,P) = lim
n→∞

1

|Fn|
H(µ,PFn).

Podobnie, entropia warunkowa rozbicia P pod warunkiem sigma-ciaªa Θ jest zadana wzo-
rem

h(µ,G,P|Θ) = lim
n→∞

1

|Fn|
H(µ,PFn|Θ).

Nale»y tu nadmieni¢, »e warto±ci h(µ,G,P) oraz h(µ,G,P|Θ) nie zale»¡ od wyboru ci¡gu
Følnera (Fn)n∈N.

Wreszcie, entropia dynamiczna Koªmogorowa-Sinaia ukªadu dynamicznego (X,µ,G),
oznaczana wzorem h(µ,G), jest zde�niowana jako supremum warto±ci h(µ,G,P) wzi¦te
po wszystkich sko«czonych, mierzalnych rozbiciach P przestrzeni X.

3.2 Entropia warunkowa wzdªu» multiporz¡dku

Twierdzenie 3.2.1. Niech (X,µ,G, φ) b¦dzie multiuporz¡dkowanym ukªadem dynamicz-
nym z dziaªaniem przeliczalnej grupy ze ±redni¡ G i niech P b¦dzie sko«czonym mie-
rzalnym rozbiciem X. Niech {µ≺ :≺∈ Õ} b¦dzie dezintegracj¡4 miary µ ze wzgl¦du na
ν = φ(µ). Niech ΣÕ b¦dzie G-niezmienniczym pod-sigma-ciaªem ΣX uzyskanym przez
podniesienie zbiorów borelowskich w Õ przez faktor-odwzorowanie φ. Wówczas

h(µ,G,P|ΣÕ) =
∫
Õ
H(µ≺,P|P−≺ )dν(≺) =

∫
Õ
H(µ≺,P|P+

≺ )dν(≺).5 (3.2)

4Niech φ b¦dzie przeksztaªceniem mierzalnym z przestrzeni miarowej (X,ΣX , µ) w przestrze«
(Y,ΣY , ν), gdzie ν = φ(µ). Dezintegracj¡ miary µ wzgl¦dem ν, nazywamy rodzin¦ miar probabilistycz-
nych {µy : y ∈ Y } na X, tak¡ »e dla ka»dego zbioru mierzalnego A ∈ ΣX mamy µ(A) =

∫
Y
µy(A)dν(y)

(patrz np. [8, III.70]).
5W dalszej cz¦±ci pracy, tam gdzie nie b¦dzie to powodowa¢ nie±cisªo±ci, zamiast pisa¢

∫
Õ . . . dν(≺),

b¦dziemy pisa¢ krócej
∫
. . . dν.
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3.2. Entropia warunkowa wzdªu» multiporz¡dku

Uwaga 3.2.2. Je»eli multiporz¡dek (Õ, ν, G) ma entropi¦ zero, to

h(µ,G,P|ΣÕ) = h(µ,G,P).

W takim wypadku, wzór (3.2) mo»e sªu»y¢ do obliczania entropii bezwarunkowej rozbi-
cia P .
Uwaga 3.2.3. Je»eli (X,µ,G) jest ukªadem dynamicznym z dziaªaniem przeliczalnej gru-
py ze ±redni¡ G, to doª¡czaj¡c do (X,µ,G) dowolny multiporz¡dek (Õ, ν, G) o entropii
zero, otrzymujemy ukªad multiuporz¡dkowany (X ∨ Õ, µ × ν,G, φ) (patrz Uwaga 2.2.2)
o takiej samej entropii jak (X,µ,G). St¡d, entropi¦ dowolnego, sko«czonego, mierzalne-
go rozbicia P przestrzeni X mo»emy obliczy¢ ze wzoru (3.2) dla miary µ × ν i rozbicia
{P × Õ : P ∈ P} (której entropia jest oczywi±cie równa entropii P).
Uwaga 3.2.4. Wzór analogiczny do (3.2) zachodzi równie» dla losowych porz¡dków nie-
zmienniczych (zobacz [1, Theorem 3.1]). Mianowicie, je»eli (X,µ,G) jest ukªadem z dzia-
ªaniem przeliczalnej grupy G i je»eli (O,ΣO, ν) jest losowym porz¡dkiem niezmienniczym
na G (niezwi¡zanym w »aden sposób z X), to entropia dowolnego sko«czonego, mierzal-
nego rozbicia P przestrzeni X jest równa

h(µ,P , G) =
∫
O
H(µ,P|P−≺ )dν(≺).

W dowodzie Twierdzenia 3.2.1 wykorzystane zostan¡ nast¦puj¡ce dwa lematy.

Lemat 3.2.5. Niech G b¦dzie przeliczaln¡ grup¡ ze ±redni¡ i niech (Fm)m∈N b¦dzie ci¡giem
Følnera na G. Ustalmy n ∈ N oraz ε > 0. Istnieje m0 ∈ N, takie »e dla ka»dego m ≥ m0

istnieje zbiór Õ′m ⊂ Õ speªniaj¡cy ν(Õ′m) > 1− ε, taki »e dla ka»dego ≺∈ Õ mamy

|[Fm, Fm + n]≺ \ Fm| ≤ ε|Fm| oraz |[Fm − n, Fm]
≺ \ Fm| ≤ ε|Fm|

(dla wyja±nienia oznacze« [Fm, Fm + n]≺ oraz [Fm − n, Fm]
≺ patrz wzór (2.5)).

Dowód. Poniewa» dla ka»dego≺∈ Õ mamy |[Fm, Fm+n]
≺| = |[Fm−n, Fm]

≺|, wi¦c wystar-
czy pokaza¢ tylko pierwsz¡ nierówno±¢. Ponadto lemat wystarczy udowodni¢ w przypadku
gdy ν jest miar¡ ergodyczn¡. Wówczas, poprzez rozkªad ergodyczny, b¦dzie on równie»
zachodzi¢ dla ka»dej miary niezmienniczej. Zaªó»my zatem, »e ν jest miar¡ ergodyczn¡.

Niech K oznacza rodzin¦ wszystkich podzbiorów G o liczno±ci n + 1, zawieraj¡cych
jedno±¢ e. Ustalmy δ = ε

2(n+1)
i dla ka»dego K ∈ K poªó»my ÕK = {≺∈ Õ : [0, n]≺ = K}.

Zauwa»my, »e zbiory ÕK s¡ parami rozª¡czne dla K ∈ K. Zatem Õ mo»na zapisa¢ jako
przeliczaln¡ sum¦ zbiorów rozª¡cznych Õ =

⋃
K∈K ÕK . Istnieje wi¦c sko«czony podzbiór

K′ ⊂ K, taki »e dla ÕK′ =
⋃

K∈K′ ÕK zachodzi

ν(ÕK′) =
∑
K∈K

ν(ÕK) > 1− δ.

Niech teraz L =
⋃

K∈K′ K. Oczywi±cie L jest sko«czonym podzbiorem G. Istnieje zatem
m0 ∈ N, takie »e dla ka»dego m ≥ m0, zbiór Fm jest (K, δ

|L|)-niezmienniczy. Wówczas
L-rdze« zbioru Fm, czyli zbiór (Fm)L = {g ∈ Fm : Lg ⊂ Fm}, speªnia nierówno±¢

|Fm \ (Fm)L| < δ|Fm|.6 (3.3)

6Wykorzystujemy tu prosty do udowodnienia fakt, »e je»eli zbiór F jest (K, ε)-niezmienniczy, to
K-rdze« FK ma liczno±¢ co najmniej (1− |K|ε)|F | (zob. [10, Lemat 2.6]).
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Rozdziaª 3. Entropia w ukªadach multiuporz¡dkowanych

Na mocy twierdzenia ergodycznego dla dziaªa« grup ze ±redni¡, je»eli m jest dostatecznie
du»e, to istnieje zbiór Õ′m ⊂ Õ speªniaj¡cy ν(Õ′m) > 1 − ε, taki »e dla ka»dego ≺∈ Õ′m
mamy

|{g ∈ Fm : g(≺) ∈ ÕK′}| > (1− δ)|Fm|. (3.4)

St¡d, ª¡cz¡c wzory (3.4) oraz (3.3), otrzymujemy

|{g ∈ (Fm)L : g(≺) ∈ ÕK′}| =
|{g ∈ Fm : g(≺) ∈ ÕK′}| − |{g ∈ Fm \ (Fm)L : g(≺) ∈ ÕK′}| >

(1− δ)|Fm| − |Fm \ (Fm)L| > (1− δ)|Fm| − δ|Fm| = (1− 2δ)|Fm|.

Kªadziemy teraz F ′m = {g ∈ (Fm)L : g(≺) ∈ ÕK′}. Wówczas, z powy»szego wzoru wynika
nierówno±¢

|Fm \ F ′m| = |Fm| − |F ′m| < 2δ|Fm|. (3.5)

Zauwa»my, »e g(≺) ∈ ÕK′ wtedy i tylko wtedy, gdy [0, n]g(≺) ∈ K′. St¡d, stosuj¡c
wzory (2.6) i (2.7), dla g = k≺ otrzymujemy

[0, n]g(≺) = [k, k + n]≺ · g−1 = [g, g + n]≺ · g−1.

Poniewa» [g, g + n]≺ = Kg dla pewnego K ∈ K′, wi¦c [g, g + n]≺ ⊂ Lg. Je»eli ponadto
g ∈ (Fm)L, to Lg ⊂ Fm i, w konsekwencji, [g, g + n]≺ ⊂ Fm. Zatem, dla zbioru Fm

zachodz¡ inkluzje [F ′m, F
′
m + n]≺ ⊂ Fm oraz

[Fm, Fm + n]≺ \ Fm ⊂ [Fm, Fm + n]≺ \ [F ′m, F ′m + n]≺ ⊂ (3.6)

[(Fm \ F ′m), (Fm \ F ′m) + n]≺.

Ostatecznie, ª¡cz¡c (3.6) oraz (3.5), otrzymujemy

|[Fm, Fm + n]≺ \ Fm| ≤ |[(Fm \ F ′m), (Fm \ F ′m) + n]≺| ≤
(n+ 1)|Fm \ F ′m| < (n+ 1)2δ|Fm| = ε|Fm|,

co byªo do pokazania. ■

Lemat 3.2.6. Niech (Õ, ν, G) b¦dzie multiporz¡dkiem na grupie ze ±redni¡ G oraz niech
J : Õ → R b¦dzie mierzaln¡ funkcj¡ ograniczon¡. Wówczas, dla ka»dego j ∈ Z zachodzi∫

J(j≺(≺))dν =

∫
J(≺)dν.

Dowód. Na mocy Twierdzenia 2.2.7, przeksztaªcenie nast¦pnika S̃ na Õ zachowuje mia-
r¦ ν. Ponadto dla ka»dego ≺∈ Õ oraz ka»dego j ∈ Z mamy S̃j(≺) = j≺(≺). St¡d, dla
dowolnego j ∈ Z zachodzi∫

J(j≺(≺))dν =

∫
J(S̃j(≺))dν =

∫
J(≺)dν.

■

Dowód Twierdzenia 3.2.1. Zde�niujemy pomocnicze wyra»enie na entropi¦:

h̄(µ,G,P) = lim
n→∞

1

n+ 1

∫
H(µ≺,P [0,n]≺)dν. (3.7)

29



3.2. Entropia warunkowa wzdªu» multiporz¡dku

Najpierw poka»emy, »e h̄(µ,G,P) =
∫
H(µ,P|P−≺ )dν =

∫
H(µ,P|P+

≺ )dν.
Ustalmy ν-typowy ≺∈ Õ. Dla ka»dego n ∈ N zachodzi równo±¢

H(µ≺,P [0,n]≺) =

H(µ,P [0]≺) +H(µ,P [1]≺ |P [0]≺) +H(µ,P [2]≺|P [0,1]≺) + . . . (3.8)

+H(µ,P [n]≺|P [0,n−1]≺).

Ustalmy chwilowo j ∈ [0, n] i rozwa»my j-ty element powy»szej sumy

H(µ≺,P [j]≺|P [0,j−1]≺).

Poniewa» µ jest miar¡ G-niezmiennicz¡, wi¦c dezintegracja {µ≺ :≺∈ Õ} równie» musi
by¢ niezmiennicza w tym sensie, »e dla ka»dego g ∈ G i dowolnego zbioru mierzalnego
A ⊂ X, zachodzi

µ≺(A) = µg(≺)(g(A)).
7 (3.9)

St¡d otrzymujemy, »e

H(µ≺,P [j]≺ |P [0,j−1]≺) = H(µg(≺), g(P [j]≺)|g(P [0,j−1]≺)).

Zauwa»my, »e dla ka»dego D ⊂ G i dowolnego g ∈ G zachodzi

g(PD) =
∨
h∈D

(
gh−1

)
(P) =

∨
h∈D

(hg−1)−1 = PDg−1

. (3.10)

Zatem mamy
H(µ≺,P [j]≺ |P [0,j−1]≺) = H(µ≺,P [j]≺g−1|P [0,j−1]≺g−1

).

Niech teraz g = j≺. Na mocy (2.6) i (2.7), dla ka»dego i ∈ [0, n] mamy

i · g−1 = (i− j)g(≺) = (i− j)j
≺(≺).

Zatem
H(µ≺,P [j]≺|P [0,j−1]≺) = H(µj≺(≺),P [0]j

≺(≺)|P [−j,−1]j≺(≺)

). (3.11)

Zde�niujemy teraz funkcj¦ mierzaln¡ J : Õ → [0,∞) wzorem

J(≺) = H(µ≺,P [0]≺ |P [−j,−1]≺).

Wówczas, wzór (3.11) mo»emy zapisa¢ w postaci

H(µ≺,P [j]≺|P [0,j−1]≺) = J(j≺(≺)).

Oczywi±cie J jest ograniczona przez log |P|. Mo»emy wi¦c skorzysta¢ z Lematu 3.2.6,
otrzymuj¡c: ∫

H(µ≺,P [0]≺|P [−j,−1]≺)dν =

∫
H(µ≺,P [j]≺|P [0,j−1]≺)dν. (3.12)

7Korzystamy tu z ªatwego do udowodnienia faktu, »e dezintegracja miary µ wzgl¦dem przeksztaªcenia
mierzalnego φ jest wyznaczona jednoznacznie . Poniewa» miara µ jest niezmiennicza, mo»na pokaza¢, »e
dla ka»dego g ∈ G odwzorowanie Õ ∋≺ 7→ µg(≺) ◦ g zadawaªoby inn¡ dezintegracj¦ miary µ. Poniewa»
jednak, z dokªadno±ci¡ do miary ν, dezintegracja jest wyznaczona jednoznacznie, wi¦c dla ν-prawie ka»-
dego ≺∈ Õ musi zachodzi¢ µ≺ = µg(≺) ◦ g. Skoro za± elementów g ∈ G jest przeliczalnie wiele, wi¦c dla

ν-prawie ka»dego ≺∈ Õ, równo±¢ µ≺ = µg(≺) ◦ g zachodzi dla wszystkich g ∈ G.
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Rozdziaª 3. Entropia w ukªadach multiuporz¡dkowanych

Rozwijaj¡c teraz we wzorze (3.7) entropi¦ H(µ≺,P [0,n]≺) wedªug formuªy (3.8) i stosu-
j¡c równo±¢ (3.12) oraz twierdzenie Lebesgue'a o zbie»no±ci monotonicznej, otrzymujemy

h̄(µ,P , φ) =
∫

lim
n→∞

1

n+ 1

n∑
j=0

H(µ≺,P|P [−j,−1]≺) dν

(poniewa» 0≺ = e, wi¦c P [0]≺ = P). Zauwa»my ponadto, »e dla ka»dego ≺∈ Õ, ci¡g war-
to±ci H(µ,P|P [−j,−1]≺), indeksowany j ∈ N, jest nierosn¡cy oraz zbiega do H(µ≺,P|P−≺ )
(zob. [9, Lemat 1.7.11]). Zatem, z monotoniczno±ci, ci¡g ±rednich arytmetycznych
1

n+1

∑n
j=0H(µ≺,P|P [−j,−1]≺) równie» zbiega do tej samej warto±ci H(µ≺,P|P−≺ ). Otrzy-

mujemy tym samym, »e

h̄(µ,G,P) =

∫
H(µ≺,P|P−≺ )dν. (3.13)

W identyczny sposób dowodzi si¦, »e zachodzi równo±¢

h̄(µ,G,P) =

∫
H(µ≺,P|P+

≺ )dν. (3.14)

Pozostaje nam pokaza¢, »e h̄(µ,G,P) = h(µ,G,P|ΣÕ). Udowodnimy osobno dwie
nierówno±ci.

Ustalmy ci¡g Følnera (Fm)m∈N oraz ci¡g liczb dodatnich (εm)m∈N zbie»ny do 0. Ustal-
my równie» m ∈ N. Oznaczmy przez K zbiór F−1m oraz przez ε liczb¦ εm. Z wªasno±ci
Følnera multiporz¡dku Õ wynika, »e istniej¡ zbiór Õ′ ⊂ Õ speªniaj¡cy ν(Õ′) > 1 − ε,
oraz n0 ∈ N, takie »e dla ka»dego ≺∈ Õ′ i ka»dego n ≥ n0 odcinek [0, n]≺ jest (K, ε

|K|))-
niezmienniczy. Wówczas K-rdze« ([0, n]≺)K ma liczno±¢ co najmniej (1−ε)(n+1). Zatem
dla ka»dego ≺∈ Õ′ mamy

H(µ≺,P [0,n]≺) ≤ H(µ≺,P([0,n]≺)K ) + εm(n+ 1) log |P|. (3.15)

St¡d otrzymujemy∫
H(µ≺,P [0,n]≺)dν =

∫
Õ′
H(µ≺,P [0,n]≺)dν +

∫
Õ\Õ′

H(µ≺,P [0,n]≺)dν ≤∫
Õ′
H(µ≺,P [0,n]≺)dν + ε(n+ 1) log |P| ≤ (3.16)∫
H(µ≺,P([0,n]≺)K )dν + 2ε(n+ 1) log |P|.

Zauwa»my, »e dla ka»dego ≺∈ Õ element h ∈ ([0, n]≺)K nale»y do zbioru Kg−1 dla
pewnego g ∈ [0, n]≺ wtedy i tylko wtedy, gdy g ∈ Kh. Poniewa» za± Kh ⊂ [0, n]≺, wi¦c
takich elementów g ∈ [0, n]≺ jest dokªadnie |K|. Zatem rodzina {K−1g : g ∈ [0, n]≺} jest
tak zwanym |K|-pokryciem zbioru ([0, n]≺)K . Stosuj¡c Nierówno±¢ Shearera (zob. [11,
Sekcja 2]), otrzymujemy nast¦puj¡ce oszacowanie

H(µ≺,P([0,n]≺)K ) ≤ 1

|K|
∑

g∈[0,n]≺
H(µ≺,PK−1g). (3.17)

Wstawiaj¡c (3.17) do (3.16), dostajemy∫
H(µ≺,P [0,n]≺)dν ≤

∫
1

|K|
∑

g∈[0,n]≺
H(µ≺,PK−1g)dν + 2ε(n+ 1) log |P|. (3.18)
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Z niezmienniczo±ci dezintegracji (3.9) mamy

H(µ≺,PK−1g) = H(µg(≺), g(PK−1g)).

Na mocy (3.10) zachodzi ponadto równo±¢ g(PK−1g) = PK−1
. Oznaczywszy g ∈ [0, n]≺

przez j≺, gdzie j ∈ [0, n], mo»emy nierówno±¢ (3.18) zapisa¢ w postaci∫
H(µ≺,P [0,n]≺)dν ≤ 1

|K|
∑

j∈[0,n]

∫
H(µj≺(≺), j

≺(PK−1

))dν + 2ε(n+ 1) log |P|. (3.19)

Stosuj¡c teraz Lemat 3.2.6 dla funkcji J(≺) = H(µ≺,PK−1
), otrzymujemy∫

H(µj≺(≺), j
≺(PK−1

))dν =

∫
H(µ≺,PK−1

)dν,

gdzie wyra»enie po prawej stronie równo±ci nie zale»y od j. Sumowanie po j ∈ [0, n]
w (3.19) mo»na wi¦c zast¡pi¢ mno»eniem przez (n+ 1). Podzieliwszy obie strony nierów-
no±ci (3.19) przez (n+ 1), dostajemy

1

n+ 1

∫
H(µ≺,P [0,n]≺)dν ≤ 1

|K|

∫
H(µ≺,PK−1

)dν + 2ε log |P| =

1

|K|
H(µ,PK−1|ΣÕ) + 2ε log |P|,

gdzie ostatnia równo±¢ wynika ze wzoru na entropi¦ warunkow¡ (pod warunkiem pod-
sigma-ciaªa niezmienniczego) obliczan¡ przez dezintegracj¦ miary (zob. na przykªad [9,
wzór (1.5.4)]). Zast¡piwszy teraz z powrotem K przez Fm oraz ε przez εm otrzymujemy

1

n+ 1

∫
H(µ≺,P [0,n]≺)dν ≤ 1

|Fm|
H(µ,PFm|ΣÕ) + 2εm log |P|. (3.20)

Przechodz¡c teraz po lewej stronie nierówno±ci (3.20) do granicy z n→ ∞ oraz po prawej
stronie do granicy z m→ ∞ otrzymujemy

h̄(µ,G,P) ≤ h(µ,G,P|ΣÕ). (3.21)

Udowodnimy teraz przeciwn¡ nierówno±¢. Niech (Fm)m∈N b¦dzie ci¡giem Følera na G.
Ustalmy m ∈ N, n ∈ N oraz ε > 0. Dla ka»dego ≺∈ Õ, rodzina zbiorów

{[g, g + n]≺ : g ∈ [Fm − n, Fm]
≺}

jest (n + 1)-pokryciem zbioru Fm. Mo»emy wi¦c, i w tym przypadku, skorzysta¢ z Nie-
równo±ci Shearera, otrzymuj¡c

H(µ≺,PFm) ≤ 1

n+ 1

∑
g∈[Fm−n,Fm]≺

H(µ≺,P [g,g+n]≺).

Na mocy Lematu 3.2.5, je»eli m jest dostatecznie du»e, to istnieje zbiór Õ′m ⊂ Õ speªnia-
j¡cy ν(Õ′m) > 1− ε, taki »e dla ka»dego ≺∈ Õ′m zachodzi

|[Fm − n, Fm]
≺ \ Fm| ≤ ε|Fm|.
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Zatem,

H(µ≺,PFm) ≤
1

n+ 1

(∑
g∈Fm

H(µ≺,P [g,g+n]≺) +
∑

g∈[Fm−n,Fm]≺\Fm

H(µ≺,P [g,g+n]≺)
)
≤

1

n+ 1

∑
g∈Fm

H(µ≺,P [g,g+n]≺) + ε|Fm| log |P|.

Ze wzorów (3.9) oraz (3.10) mamy, »e dla ka»dego g ∈ G zachodzi

H(µ≺,P [g,g+n]≺) = H(µg(≺), g(P [g,g+n]≺)) = H(µg(≺),P [g,g+n]≺·g−1

).

Stosuj¡c wzory (2.6) i (2.7), dostajemy ponadto, »e [g, g + n]≺ · g−1 = [0, n]g(≺). St¡d
otrzymujemy nierówno±¢

H(µ≺,PFm) ≤ 1

n+ 1

∑
g∈Fm

H(µg(≺),P [0,n]g(≺)

) + ε|Fm| log |P|. (3.22)

Korzystaj¡c ponownie ze wzoru na entropi¦ warunkow¡ liczon¡ przez dezintegracj¦ miary,
otrzymujemy

H(µ,PFm |ΣÕ) =
∫
H(µ≺,PFm)dν =∫

Õ′
m

H(µ≺,PFm)dν +

∫
Õ\Õ′

m

H(µ≺,PFm)dν ≤ (3.23)∫
Õ′

m

H(µ≺,PFm)dν + ε|Fm| log |P|.

Ze wzoru (3.22) oraz G-niezmienniczo±ci miary ν mamy ponadto∫
Õ′

m

H(µ≺,PFm)dν ≤
∫
Õ′

m

1

n+ 1

∑
g∈Fm

H(µg(≺),P [0,n]g(≺)

) + ε|Fm| log |P| =

1

n+ 1

∑
g∈Fm

∫
Õ′

m

H(µ≺,P [0,n]≺) + ε|Fm| log |P| ≤ (3.24)

|Fm|
n+ 1

∫
H(µ≺,P [0,n]≺) + ε|Fm| log |P|.

Wstawiaj¡c (3.2) do wzoru (3.23), dostajemy

H(µ,PFm |ΣÕ) ≤
|Fm|
n+ 1

∫
H(µ≺,P [0,n]≺) + 2ε|Fm| log |P|. (3.25)

Po podzieleniu obu stron nierówno±ci (3.25) przez |Fm| i przej±ciu do granicy z m → ∞,
otrzymujemy ostatecznie

h(µ,P|ΣÕ) ≤ h̄(µ,G,P) + 2ε log |P|. (3.26)

Poniewa» jednak ε > 0 byª dowolny, wi¦c wyra»enie 2ε log |P| po prawej stronie nierów-
no±ci mo»e zosta¢ pomini¦te. Pokazali±my tym samym, »e h(µ,P|ΣÕ) ≤ h̄(µ,G,P), co
ko«czy dowód. ■
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3.3 Zachowywanie entropii warunkowej przez orbitaln¡

równowa»no±¢ zadan¡ przez multiporz¡dek

Podrozdziaª ten jest po±wi¦cony dowodowi twierdzenia mówi¡cego, »e w ukªadzie mul-
tiuporz¡dkowanym, orbitalna równowa»no±¢ z dziaªaniem Z zadanym przez iteracje prze-
ksztaªcenia nast¦pnika S, która zostaªa omówiona w podrozdziale 2.2, zachowuje entropi¦
warunkow¡ pod warunkiem wspólnego faktora b¦d¡cego multiporz¡dkiem. W dowodzie
twierdzenia wykorzystamy udowodniony w poprzednim podrozdziale wzór na entropi¦ wa-
runkow¡ obliczan¡ wzdªu» multiporz¡dku. Twierdzenie to jest szczególnym przypadkiem
znanego twierdzenia udowodnionego przez D. Rudolpha i B. Weissa [27, Twierdzenie 2.6].
Jak si¦ jednak okazuje, przy pewnej (nieznacznej) mody�kacji zaªo»e« oba twierdzenia s¡
równowa»ne, co zostanie pokazane w kolejnym podrozdziale.

Twierdzenie 3.3.1. Niech (X,µ,G, φ) b¦dzie ukªadem multiuporz¡dkowanym z multi-
porz¡dkiem (Õ, ν, G) b¦d¡cym faktorem (X,µ,G). Niech S b¦dzie przeksztaªceniem na-
st¦pnika zde�niowanym wzorem (2.11). Dla ka»dego sko«czonego, mierzalnego rozbicia P
przestrzeni X zachodzi wzór

h(µ,G,P|ΣÕ) = h(µ,Z,P|ΣÕ), (3.27)

gdzie h(µ,G,P|ΣÕ) jest entropi¡ warunkow¡ (pod warunkiem ΣÕ) procesu
(X,µ,P , G) generowanego przez rozbicie P pod dziaªaniem grupy G, a h(µ,Z,P|ΣÕ) jest
entropi¡ warunkow¡ procesu (X,µ,P , S) generowanego przez rozbicie P pod dziaªaniem Z
zadanym przez iteracje przeksztaªcenia S.

Dowód. Niech P b¦dzie sko«czonym mierzalnym rozbiciem przestrzeni X. Dla ka»dego
n ∈ Z symbolem P(−∞,−n]S oznacza¢ b¦dziemy poª¡czenie

∨
k≥n S

k(P). Rozpoczniemy od
pokazania, »e dla ν-prawie ka»dego ≺∈ Õ zachodzi równo±¢

P(−∞,−n]S |φ−1(≺) = P(−∞,−n]≺|φ−1(≺). (3.28)

Ustalmy≺∈ Õ oraz k ∈ Z. Dla ka»dego zbioru mierzalnego A ⊂ X, na mocy wzoru (2.12),
mamy

Sk(A) ∩ φ−1(≺) = Sk
( ⋃
≺′∈Õ

A ∩ φ−1(≺′)
)
∩ φ−1(≺) =( ⋃

≺′∈Õ

Sk(A ∩ φ−1(≺′))
)
∩ φ−1(≺) =

( ⋃
≺′∈Õ

k≺
′
(A ∩ φ−1(≺′))

)
∩ φ−1(≺) =( ⋃

≺′∈Õ

(
k≺

′
(A) ∩ φ−1(k≺′

(≺′))
))

∩ φ−1(≺).

Jedynym porz¡dkiem ≺′∈ Õ, dla którego wyra»enie k≺
′
(A) ∩ φ−1(k≺′

(≺′)) ma niepusty
przekrój z φ−1(≺) jest ten, dla którego k≺

′
(≺′) =≺. Na mocy wzoru (2.12) (zastosowane-

go dla przeksztaªcenia nast¦pnika S̃ zde�niowanego dla multiporz¡dku traktowanego jako
swoje wªasne rozszerzenie) mamy k≺

′
(≺′) = S̃k(≺′). Zatem równo±¢ k≺

′
(≺′) =≺ zacho-

dzi wtedy i tylko wtedy, gdy ≺′= S̃−k(≺) = (−k)≺(≺) (ponownie u»yli±my wzoru (2.12)
dla S̃). Stosuj¡c wzór (2.6), dla g = (−k)≺, otrzymujemy ponadto, »e

k≺
′
= k(−k)

≺(≺) = (k − k)≺ ·
(
(−k)≺

)−1
=

(
(−k)≺

)−1
.
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Ostatecznie zachodzi wi¦c równo±¢

Sk(A) ∩ φ−1(≺) =
(
(−k)≺

)−1
(A) ∩ φ−1(A). (3.29)

Wynika st¡d, »e Sk(P)|φ−1(P) =
(
(−k)≺

)−1|φ−1(≺) oraz, »e dla ka»dego n ∈ Z zachodzi

P(−∞,−n]S |φ−1(≺) =
∨
k≥n

Sk(P)|φ−1(≺) =∨
k≥n

(
(−k)≺

)−1
(P)|φ−1(≺) = P(−∞,−n]≺ |φ−1(≺).

W szczególno±ci
P(−∞,−1]S |φ−1(≺) = P−≺ |φ−1(≺). (3.30)

Stosuj¡c równo±¢ (3.30) we wzorze (3.2) na entropi¦ warunkow¡ z Twierdzenia 3.2.1,
otrzymujemy

h(µ,G,P|ΣÕ) =
∫
H(µ≺,P|P−≺ )dν =

∫
H(µ≺,P|P(−∞,−1]S)dν.

Ze wzoru na entropi¦ warunkow¡ obliczan¡ przez dezintegracj¦ miary µ8 mamy natomiast∫
H(µ≺,P|P(−∞,−1]S)dν = H(µ,P|P(−∞,−1]S) = h(µ,Z,P|ΣÕ).

Ostatecznie wi¦c, otrzymali±my, »e h(µ,G,P|ΣÕ) = h(µ,Z,P|ΣÕ). ■

Wniosek 3.3.2. Niech (X,µ,G, φ) b¦dzie ukªadem multiuporz¡dkowanym z multiporz¡d-
kiem (Õ, ν, G) b¦d¡cym faktorem (X,µ,G) przez odwzorowanie φ. Na mocy twierdze-
nia 2.2.7, ukªad (X,µ,G) jest orbitalnie równowa»ny z ukªadem (X,µ, S), gdzie S jest
przeksztaªceniem nast¦pnika zde�niowanym wzorem (2.11). Z Twierdzenia 2.2.7 wynika
równie», »e multiporz¡dek (Õ, ν), rozwa»any teraz jako ukªad z dziaªaniem Z zadanym
przez iteracje przeksztaªcenia S̃ zde�niowanego wzorem 2.13, tak»e jest faktorem (X,µ, S)
poprzez to samo odwzorowanie φ. Wiadomym jest, »e dwa ukªady orbitalnie równowa»-
ne mog¡ mie¢ ró»ne entropie. Jednak»e, w tym przypadku, je»eli h(µ, S) < ∞ (wówczas
mamy równie» h(ν, S̃) <∞), to z Twierdzenia 3.3.1 wynika, »e

h(µ,G)− h(µ, S) = h(ν,G)− h(ν, S̃), . (3.31)

Innymi sªowy, to multiporz¡dek b¦d¡cy wspólnym faktorem ukªadów (X,µ,G) i (X,µ, S)
jest odpowiedzialny za ró»nic¦ ich entropii.

Przykªad 3.3.3. W ogólno±ci nie zachodzi równo±¢ pomi¦dzy h(µ,G) oraz h(µ, S). W isto-
cie, niech (X1, µ1, T1) oraz (X2, µ2, T2) b¦d¡ dwoma ukªadami z dziaªaniami Z zadanymi
przez iteracje odpowiednio T1 i T2, gdzie miary µ1 i µ2 s¡ ergodyczne i bezatomowe. Za-
ªó»my ponadto, »e h(µ1, T1) < h(µ2, T2). Na mocy Twierdzenia Dye'a [15, Twierdzenie 9]
oba ukªady s¡ orbitalnie równowa»ne. Mo»emy ponadto zaªo»y¢, »e X1 = X2 := X oraz »e
µ1 = µ2 := µ oraz »e orbitalna równowa»no±¢ jest zadana przez odwzorowanie identycz-
no±ciowe (patrz komentarz pod De�nicj¡ 2.8). Na mocy Wniosku 2.2.10, ukªad (X,µ, T1)
posiada faktor b¦d¡cy multiporz¡dkiem oraz zwi¡zane z nim przeksztaªcenie nast¦pnika S
jest równe T2. Zachodzi wi¦c h(µ1, T1) > h(µ1, S).

8Zobacz na przykªad [26, strona 255]. Zaprezentowany tam dowód stosuje si¦ bez zmian dla przypadku
warunkowania dodatkowym sigma-ciaªem niezmienniczym.
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3.4 Dowód Twierdzenia Rudolpha-Weissa przy u»yciu

multiporz¡dków

Jak wspomnieli±my w poprzednim podrozdziale, Twierdzenie 3.3.1 wynika z ogólniej-
szego twierdzenia udowodnionego przez D. Rudolpha i B. Weissa, którego tre±¢ podajemy
poni»ej.

Twierdzenie 3.4.1. [27, Twierdzenie 2.6] Niech (X,µ,G) oraz (X,µ,Γ) b¦d¡ dwoma
orbitalnie równowa»nymi ukªadami dynamicznymi z wolnymi dziaªaniami grup ze ±red-
ni¡ G oraz Γ. Niech (Y, ν,G) b¦dzie faktorem (X,µ,G) i niech ΣY b¦dzie zwi¡zanym z nim
G-niezmienniczym sigma-ciaªem na X. Zaªó»my, »e zmiana orbit mi¦dzy dziaªaniami G
na X oraz Γ na X jest ΣY -mierzalna, tzn. »e dla dowolnych γ ∈ Γ oraz g ∈ G, zbiór
{x ∈ X : g(x) = γ(x)} nale»y do ΣY . Wówczas ΣY jest Γ-niezmiennicze oraz zachodzi

h(µ,G|ΣY ) = h(µ,Γ|ΣY ). (3.32)

Sformuªujemy teraz nieco zmody�kowan¡ wersj¦ Twierdzenia 3.4.1, któr¡ udowodnimy
wykorzystuj¡c nasze Twierdzenie 3.3.1.

Twierdzenie 3.4.2. Niech (X,µ,G) oraz (X,µ,Γ) b¦d¡ dwoma orbitalnie równowa»nymi
ukªadami dynamicznymi z dziaªaniem grup ze ±redni¡ G oraz Γ. Niech ΣY b¦dzie pod-
sigma-ciaªem na X, niezmienniczym na dziaªania obu grup G oraz Γ i niech (Y, ν) b¦dzie
odpowiadaj¡cym mu faktorem. Zaªó»my ponadto, »e dziaªania obu grup na (Y, ν) s¡ wolne.
Zachodzi wówczas równo±¢

h(µ,G|ΣY ) = h(µ,Γ|ΣY ). (3.33)

Wzgl¦dem Twierdzenia 3.4.1, w Twierdzeniu 3.4.2 wprowadzono dwie mody�kacje
w zaªo»eniach.

(i) W Twierdzeniu 3.4.1 zakªadamy, »e dziaªania obu grup G i Γ na (X,µ) s¡ wolne.
Natomiast, w Twierdzeniu 3.4.2 zakªadamy, »e wolne s¡ dziaªania grup G i Γ na
wspólnym faktorze (Y, ν) ukªadów (X,µ,G) i (X,µ,Γ). Jest to oczywi±cie mocniejsze
zaªo»enie.

(ii) Zaªo»enie o ΣY -mierzalno±ci zmiany orbit wyst¦puj¡ce w Twierdzeniu 3.4.1 zast¦pu-
jemy w Twierdzeniu 3.4.2, zaªo»eniem, »e ΣY jest niezmiennicze wzgl¦dem dziaªa«
obu grup G i Γ. Na pierwszy rzut oka drugie zaªo»enie jest sªabsze.

Kolejny lemat pokazuje, »e cho¢ w ±wietle zmiany ii, zaªo»enia w Twierdzeniu 3.4.2 s¡
sªabsze, to w poª¡czeniu ze zmian¡ (i), ostatecznie tak nie jest.

Lemat 3.4.3. Niech (X,µ,G) oraz (X,µ,Γ) b¦d¡ dwoma orbitalnie równowa»nymi ukªa-
dami dynamicznymi z dziaªaniami grup ze ±redni¡ G oraz Γ. Zachodz¡ wówczas poni»sze
implikacje.

a) Je»eli (Y, ν,G) jest faktorem (X,µ,G) (czyli zwi¡zane z nim sigma-ciaªo ΣY jest G-
niezmienniczym pod-sigma-ciaªem na X) i zmiana orbit mi¦dzy dziaªaniami G oraz Γ
jest ΣY -mierzalna, to wówczas ΣY jest Γ-niezmiennicze (czyli (Y, ν,Γ) jest faktorem
(X,µ,Γ)).
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b) Je»eli ΣY jest pod-sigma-ciaªem na X, niezmienniczym wzgl¦dem dziaªa« obu grup G
i Γ, takim »e dziaªanie przynajmniej jednej z tych grup, na zwi¡zanym z ΣY fakto-
rze (Y, ν) jest wolne, to wówczas zmiana orbit mi¦dzy (X,µ,G) i (X,µ,Γ) jest ΣY -
mierzalna.

Dowód. a) Ustalmy dowolne A ∈ ΣY oraz γ ∈ Γ. Je»eli (Y, ν,G) jest faktorem (X,µ,G),
to prawdziwa jest równo±¢

γ−1(A) = {x ∈ X : γ(x) ∈ A} =
⋃
g∈G

(
{x ∈ X : γ(x) = g(x)} ∩ g−1(A)

)
.

Z zaªo»enia zmiana orbit jest ΣY -mierzalna, wi¦c {x ∈ X : γ(x) = g(x)} nale»y
do ΣY . Z G-niezmienniczo±ci ΣY , równie» g−1(A) nale»y do ΣY . Zatem γ−1(A) ∈ ΣY .
Z dowolno±ci A oraz γ ∈ Γ mamy wi¦c, »e ΣY jest Γ-niezmiennicze.

b) Zaªó»my, »e ΣY jest pod-sigma-ciaªem na X, które jest jednocze±nie G-niezmiennicze
oraz Γ-niezmiennicze. Niech π b¦dzie faktor-odwzorowaniem z (X,µ) w (Y, ν) (za-
uwa»my, »e jest ono takie samo dla dziaªa« obu grup). Zaªó»my, »e dziaªanie jednej
z grup (niech b¦dzie to G) na (Y, ν) jest wolne. Ustalmy γ ∈ Γ oraz y ∈ Y . Niech x
oraz x′ b¦d¡ dwoma punktami nale»¡cymi do tego samego wªókna π−1(y). Zaªó»my
ponadto, »e pewne dwa elementy g, g′ ∈ G speªniaj¡ jednocze±nie g(x) = γ(x) oraz
g′(x′) = γ(x′). Poka»emy, »e w takiej sytuacji musi zachodzi¢ g = g′. Oznacza¢ to
b¦dzie, »e zmiana orbit jest staªa na wªóknach π, czyli »e jest ΣY -mierzalna. W istocie,
mamy (wielokrotnie u»yjemy tu wªasno±ci faktor-odwzorowania π)

g′(y) = g′(π(x′)) = π(g′(x′)) = π(γ(x′)) = γ(π(x′)) = γ(y) =

γ(π(x)) = π(γ(x)) = π(g(x)) = g(π(x)) = g(y).

Poniewa» dziaªanie G na (Y, ν) jest wolne, wi¦c z powy»szych równo±ci wynika, »e
g = g′.

■

Z podpunktu a) Lematu 3.4.3 wynika, »e Twierdzenie 3.4.2 jest szczególnym przy-
padkiem Twierdzenia 3.4.1, gdy» ΣY -mierzalno±¢ zmiany orbit oraz niezmienniczo±¢ ΣY

wzgl¦dem dziaªania jednej z grup implikuj¡ niezmienniczo±¢ tego sigma-ciaªa wzgl¦dem
dziaªania drugiej grupy. Do zachodzenia przeciwnej implikacji, jak w podpunkcie b), ko-
nieczne jest jednak dodatkowe zaªo»enie, »e dziaªanie przynajmniej jednej grupy na fak-
torze (Y, ν) jest wolne, co pokazuje poni»szy przykªad.

Przykªad 3.4.4. Niech (X,µ, T ) b¦dzie dowolnym ukªadem dynamicznym z wolnym dzia-
ªaniem Z (danym przez iteracje przeksztaªcenia T ) i niech ukªad (Y, ν, ϕ) b¦dzie zadany
nast¦puj¡co: Y = {0, 1}, ν({0}) = ν({1}) = 1

2
i ϕ(y) = 1 − y. Na Y × X rozwa»my

nast¦puj¡ce przeksztaªcenie (produkt sko±ny):

Tϕ(y, x) =

{
(ϕ(y), x), gdy y = 0,

(ϕ(y), T (x)), gdy y = 1,

które zadaje dziaªanie grupy Z na Y ×X. Rozwa»my równie» dziaªanie grupy produktowej
Z2 × Z na tej samej przestrzeni Y ×X, zadane wzorem

(m,n)(y, x) = (ϕm(y), T n(x)), m ∈ Z2, n ∈ Z.
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Oba podane dziaªania s¡ wolne oraz maj¡ takie same orbity. Na {0}×X mamy Tϕ(y, x) =
(1, 0)(y, x), podczas gdy na {1} ×X mamy Tϕ(y, x) = (1, 1)(y, x). Trywialne sigma-ciaªo
Σtriv na Y ×X jest oczywi±cie niezmiennicze wzgl¦dem obu podanych dziaªa«, jednak»e
oba zbiory {0} ×X oraz {1} ×X nie s¡ Σtriv-mierzalne, wi¦c zmiana orbit nie jest Σtriv-
mierzalna. Oczywi±cie »adne z wymienionych dziaªa« nie jest wolne na jednopunktowym
faktorze generowanym przez sigma-ciaªo Σtriv

Twierdzenie 3.4.1 jest zatem bardziej ogólne ni» Twierdzenie 3.4.2. Przykªad (bardzo
prosty) ukªadów, które speªniaj¡ zaªo»enia Twierdzenia 3.4.1, lecz nie speªniaj¡ zaªo»e«
Twierdzenia 3.4.2 podany jest poni»ej.

Przykªad 3.4.5. Rozwa»my dwie kopie tego samego ukªadu (X,µ,G) z wolnym dziaªa-
niem przeliczalnej grupy ze ±redni¡ G (czyli dwa ukªady (X,µ,G) oraz (X,µ,Γ), gdzie
G = Γ i oba dziaªania s¡ takie same). Niech ΣY = {X,∅} b¦dzie trywialnym sigma-
ciaªem (które oczywi±cie generuje trywialny faktor (Y,ΣY , ν) obu zadanych ukªadów).
Oczywi±cie, w tym przypadku zbiory {x ∈ X : g(x) = g′(x)} s¡ albo równe X (gdy
g = g′), albo ∅ (gdy g ̸= g′). Zatem zmiana orbit jest ΣY -mierzalna i speªnione s¡ zaªo-
»enia Twierdzenia 3.4.1. Nie s¡ speªnione jednak zaªo»enia Twierdzenia 3.4.2, gdy» »adne
dziaªanie nietrywialnej grupy na (Y,ΣY , ν) nie jest wolne.

Udowodnimy teraz Twierdzenie 3.4.2 przy pomocy multiporz¡dków. W dowodzie po-
sªu»ymy si¦ nast¦puj¡cym lematem.

Lemat 3.4.6. Niech (X,µ,G) b¦dzie ukªadem dynamicznym z dziaªaniem przeliczalnej
grupy ze ±redni¡ G. Niech (Y, ν,G) b¦dzie faktorem (X,µ,G) przez przeksztaªcenie
π : X → Y . Zaªó»my te», »e dziaªanie G na (Y, ν) jest wolne. Niech (Y, ν,Γ) b¦dzie
ukªadem z dziaªaniem przeliczalnej grupy ze ±redni¡ Γ na (Y, ν), które ma takie same or-
bity co (Y, ν,G). Wówczas istnieje jednoznacznie wyznaczony ukªad (X,µ,Γ), który jest
rozszerzeniem (Y, ν,Γ) przez przeksztaªcenie π i maj¡cy takie same orbity co (X,µ,G).
Dziaªanie Γ na tym rozszerzeniu zadane jest wzorem

γ(x) = g(x), (3.34)

gdzie g jest (unikalnym) elementem G, takim »e g(π(x)) = γ(π(x)).

Dowód. Oczywi±cie wzór (3.34) de�niuje poprawne dziaªanie grupy Γ na (X,µ). Ponadto
ukªad (X,µ,Γ), z tym dziaªaniem, jest rozszerzeniem ukªadu (Y, ν,Γ) przez π i ma ta-
kie same orbity co (X,µ,G). Poniewa» dziaªanie G na (Y, ν) jest wolne, wi¦c na mocy
Lematu 3.4.3, zmiana orbit mi¦dzy (X,µ,Γ) i (X,µ,G) jest ΣY -mierzalna (ΣY , podob-
nie jak wcze±niej, jest pod-sigma-ciaªem niezmienniczym zwi¡zanym z faktorem (Y, ν)).
Oznacza to, »e dla ka»dego γ ∈ Γ oraz ka»dego x ∈ X zachodzi γ(x) = g(x), gdzie g jest
(unikalnym) elementem G speªniaj¡cym γ(π(x)) = g(π(x)). ■

Dowód Twierdzenia 3.4.2. Zaªó»my, »e dziaªania grup G oraz Γ na (Y, ν) s¡ wolne. Je»e-
li ν jest miar¡ niezmiennicz¡, lecz nie jest miar¡ ergodyczn¡, to jej rozkªad ergodyczny
nie zale»y od dziaªania grupy. Poniewa» dziaªania obu grup s¡ wolne wzgl¦dem ν, wi¦c
musz¡ by¢ wolne wzgl¦dem prawie ka»dej miary ergodycznej ξ wyst¦puj¡cej w rozkªadzie
ergodycznym ν. Wystarczy wi¦c zaªo»y¢, »e ν jest ergodyczna.

Na mocy Twierdzenia Ornsteina-Weissa [25, Twierdzenie 6] oraz Twierdzenia Dye'a
[15, Twierdzenie 9], istnieje ukªad (Y, ν, T ) z dziaªaniem Z zadanym przez iteracje T ,
o entropii zero i takich samych orbitach co (Y, ν,G) (a zatem ma równie» takie same
orbity co (Y, ν,Γ)).
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Poniewa» dziaªanie G na (Y, ν) jest wolne, wi¦c na mocy Wniosku 2.2.10 istnieje mul-
tiporz¡dek (ÕG, νG, G) b¦d¡cy faktorem (Y, ν,G) przez odwzorowanie φG, dla którego T
jest równe przeksztaªceniu nast¦pnika SG zwi¡zanym z multiporz¡dkiem ÕG. Analogicz-
nie, istnieje multiporz¡dek (ÕΓ, νΓ,Γ), b¦d¡cy faktorem (Y, ν,Γ) przez przeksztaªcenie φΓ,
dla którego T = SΓ, gdzie SΓ jest przeksztaªceniem nast¦pnika zwi¡zanym z ÕΓ. Oba te
multiporz¡dki s¡ faktorami odpowiednio (X,µ,G) oraz (X,µ,Γ) przez przeksztaªcenia
odpowiednio φG ◦ π oraz φΓ ◦ π. Z multiporz¡dkami tymi s¡ zwi¡zane (a priori ró»ne)
przeksztaªcenia nast¦pnika na (X,µ,G) oraz (X,µ,Γ), które oznaczymy symbolami S̄G

oraz S̄Γ. Dziaªania Z na (X,µ), zadane przez iteracje S̄G oraz S̄Γ, maj¡ takie same orbity
co odpowiednio (X,µ,G) oraz (X,µ,Γ). Na mocy Lematu 3.4.6 istnieje jednoznacznie wy-
znaczone rozszerzenie (X,µ, T̄ ) ukªadu (X,µ, T ), które ma takie same orbity co (X,µ,G)
oraz (X,µ,Γ). Naszym celem jest pokazanie, »e S̄G = S̄Γ. W tym celu wystarczy pokaza¢,
»e oba te przeksztaªcenia s¡ równe T̄ .

Ustalmy dowolny x ∈ X. Przypomnijmy, »e z de�nicji przeksztaªcenia nast¦pnika
S̄G(x) = 1≺(x), gdzie ≺= (φG ◦ π)(x). Kªad¡c y = π(x), mo»emy napisa¢ ≺= φG(y).
Z drugiej strony, stosuj¡c wzór (3.34) dla 1 ∈ Z, otrzymujemy, »e T̄ (x) = g(x), gdzie g
jest jednoznacznie wyznaczonym elementem G, takim »e g(y) = T (y). Skoro za± T = SG,
to zachodzi g(y) = SG(y) = 1≺(y). Poniewa» dziaªanie G na (Y, ν) jest wolne, wi¦c
mamy g = 1≺. St¡d, T̄ (x) = 1≺(x) = S̄G(x). Czyli, z dowolno±ci x ∈ X, zachodzi równo±¢
S̄G = T̄ . Stosuj¡c analogiczne rozumowanie, mo»na pokaza¢, »e S̄Γ = T̄ . St¡d, ostatecznie,
S̄G = S̄Γ.

Mo»emy teraz u»y¢ Twierdzenia 3.3.1 dla czterech ukªadów multiuporz¡dkowanych
(Y, ν,G, φG), (Y, ν,Γ, φΓ), (X,µ,G, φG◦π) oraz (X,µ,Γ, φΓ◦π). W rezultacie otrzymujemy
nast¦puj¡ce równo±ci

h(ν,G
∣∣ΣÕG

) = h(ν, T
∣∣ΣÕG

) = 0,

h(ν,Γ
∣∣ΣÕΓ

) = h(ν, T
∣∣ΣÕΓ

) = 0,

h(µ,G|ΣÕG
) = h(µ, T̄

∣∣ΣÕG
),

h(µ,Γ|ΣÕΓ
) = h(µ, T̄

∣∣ΣÕΓ
).

St¡d mamy równie»

h(µ,G
∣∣ΣY ) = h(µ,G|ΣÕG

)− h(ν,G|ΣÕG
) = h(µ,G|ΣÕG

)− 0 = h(µ, T̄
∣∣ΣÕG

),

h(µ,Γ
∣∣ΣY ) = h(µ,Γ|ΣÕΓ

)− h(ν,Γ|ΣÕΓ
) = h(µ,Γ|ΣÕΓ

)− 0 = h(µ, T̄
∣∣ΣÕΓ

).

Poniewa» sigma-ciaªa ΣÕG
oraz ΣÕΓ

s¡ T -niezmienniczymi pod-sigma-ciaªami na Y , wi¦c
odpowiadaj¡ce im faktory maj¡ entropi¦ zero (poniewa» (Y, ν, T ) ma entropi¦ zero). Oczy-
wi±cie s¡ one równie» faktorami ukªadu (X,µ, T̄ ), zatem zachodzi

h(µ, T̄ |ΣÕG
) = h(µ, T̄ |ΣÕΓ

) = h(µ, T̄ ).

St¡d otrzymujemy »¡dan¡ równo±¢

h(µ,G|ΣY ) = h(µ,Γ|ΣY ) (= h(µ, T̄ )).

■

Uwaga 3.4.7. Wartym wspomnienia jest, »e oba twierdzenia 3.4.1 oraz 3.4.2 s¡ szcze-
gólnymi przypadkami ogólniejszego twierdzenia udowodnionego przez A. Danilenk¦ [7,
Twierdzenie 0.3]
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3.5 Charakteryzacja sigma-ciaªa Pinskera procesu przy

pomocy multiporz¡dku

Przypomnijmy, »e je»eli (X,µ, T ) jest ukªadem dynamicznym z dziaªaniem Z (da-
nym przez iteracje T ), to sigma-ciaªem Pinskera ukªadu (X,µ, T ) nazywamy najmniej-
sze sigma-ciaªo zawieraj¡ce wszystkie mierzalne zbiory A ⊂ X, dla których zachodzi
h(µ, T, {A,Ac}) = 0. Sigma-ciaªo to oznacza¢ b¦dziemy symbolem ΠT (X). Mo»emy te»
zde�niowa¢ warunkowe sigma-ciaªo Pinskera, warunkowane pewnym T -niezmienniczym
pod-sigma-ciaªem Θ na X, czyli najmniejsze sigma-ciaªo zawieraj¡ce wszystkie mierzal-
ne zbiory A ⊂ X, które speªniaj¡ warunek h(µ, T, {A,Ac}|Θ) = 0. Warunkowe sigma-
ciaªo Pinskera oznacza¢ b¦dziemy przez ΠT (X|Θ). Je»eli ΣY jest T -niezmienniczym pod-
sigma-ciaªem na X, a (Y, ν, S) zwi¡zanym z nim faktorem ukªadu (X,µ, T ), to zachodzi
ΠS(Y ) = ΠT (X) ∩ ΣY (oraz analogicznie ΠS(Y |Θ) = ΠT (X|Θ) ∩ ΣY ).9 W przypadku,
gdy (Y, ν, S) jest procesem generowanym przez pewne sko«czone mierzalne rozbicie P
przestrzeni X pod przeksztaªceniem T , to zamiast ΠS(Y ) b¦dziemy pisa¢ ΠT (P) (i ana-
logicznie zamiast ΠS(Y |Θ) b¦dziemy pisa¢ ΠT (P|Θ)).

Dla tradycyjnych ukªadów dynamicznych (z dziaªaniem Z) znana jest nast¦puj¡ca
charakteryzacja sigma-ciaªa Pinskera procesu generowanego przez P .

Twierdzenie 3.5.1 (Rokhlin-Sinai). Sigma-ciaªo Pinskera procesu generowanego przez
sko«czone mierzalne rozbicie P speªnia równo±ci

ΠT (P) =
⋂
n∈N

P(−∞,−n] =
⋂
n∈N

P [n,∞), (3.35)

gdzie
⋂

n∈N P(−∞,−n] okre±la si¦ mianem odlegªej przeszªo±ci procesu generowanego przez P
a
⋂

n∈N P [n,∞) okre±la si¦ mianem odlegªej przyszªo±ci tego procesu.

Gªównym celem tego podrozdziaªu jest udowodnienie analogicznej charakteryzacji
sigma-ciaªa Pinskera w przypadku ukªadów z dziaªaniami przeliczalnych grup ze ±red-
ni¡. Podobnie jak dla tradycyjnych ukªadów dynamicznych, sigma-ciaªo Pinskera ukªadu
teoriomiarowego (X,µ,G) z dziaªaniem grupyG oznacza¢ b¦dziemy symbolem ΠG(X), na-
tomiast sigma-ciaªo Pinskera warunkowane G-niezmienniczym pod-sigma-ciaªem Θ na X,
symbolemΠG(X|Θ). Analogicznie, sigma-ciaªo Pinskera procesu generowanego przez sko«-
czone mierzalne rozbicie P oznacza¢ b¦dziemy symbolem ΠG(P) (b¡d¹ ΠG(P|Θ) dla wa-
runkowego sigma-ciaªa Pinskera).

Rozpoczniemy od udowodnienia, »e w ukªadzie multiuporz¡dkowanym, orbitalna rów-
nowa»no±¢ z dziaªaniem Z danym przez iteracje przeksztaªcenia nast¦pnika S, zachowuje
warunkowe sigma-ciaªo Pinskera wzgl¦dem faktora b¦d¡cego multiporz¡dkiem.

Twierdzenie 3.5.2. Niech (X,µ,G, φ) b¦dzie multiuporz¡dkowanym ukªadem dynamicz-
nym z dziaªaniem przeliczalnej grupy ze ±redni¡ G i niech Õ b¦dzie multiporz¡dkiem b¦-
d¡cym faktorem (X,µ,G). Wówczas zachodzi równo±¢

ΠG(X|ΣÕ) = ΠS(X|ΣÕ), (3.36)

gdzie ΠG(X|ΣÕ) jest sigma-ciaªem Pinskera ukªadu (X,µ,G) (z dziaªaniem G) warun-
kowanym multiporz¡dkiem Õ, a ΠS(X|ΣÕ) jest sigma-ciaªem Pinskera ukªadu (X,µ, S)
(z dziaªaniem Z danym przez iteracje przeksztaªcenia nast¦pnika S) warunkowanym tym
samym multiporz¡dkiem.

9Oczywi±cie w tej równo±ci uto»samiamy ΠS(Y ), które jest pod-sigma-ciaªem na Y , z pod-sigma-ciaªem
na X uzyskanym przez podniesienie ΠS(Y ) przez faktor-odwzorowanie.
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Dowód. Niech P b¦dzie sko«czonym mierzalnym rozbiciem przestrzeni X. Wówczas P
jest mierzalna wzgl¦dem ΠG(X|ΣÕ) wtedy i tylko wtedy, gdy h(µ,G,P|ΣÕ) = 0, co
na mocy Twierdzenia 3.3.1 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy h(µ, S,P|ΣÕ) = 0, a z
de�nicji sigma-ciaªa Pinskera, jest to równowa»ne temu, »e P jest mierzalna wzgl¦dem
ΠS(X|ΣÕ). ■

Wniosek 3.5.3. Je»eli (X,µ,G, φ) jest ukªadem multiuporz¡dkowanym z dziaªaniem prze-
liczalnej grupy ze ±redni¡ G, takim »e multiporz¡dek (Õ, ν, G), b¦d¡cy jego faktorem, ma
entropi¦ zero, to sigma-ciaªo Pinskera (bezwarunkowe) ΠG(X) ukªadu (X,µ,G) jest równe
ΠS(X|ΣÕ).

Uwaga 3.5.4. W ogólno±ci nie mamy »adnego zwi¡zku mi¦dzy entropi¡ multiporz¡dku
jako ukªadu z dziaªaniem G oraz entropi¡ multiporz¡dku jako ukªadu z dziaªaniem Z
danym przez iteracje S̃. St¡d równo±¢ ΠG(X) = ΠS(X) nie musi zachodzi¢ dla ka»dego
ukªadu multiuporz¡dkowanego. Równo±¢ ta zachodzi jednak gdy multiporz¡dek Õ b¦d¡cy
faktorem (X,µ,G) ma �podwójn¡ entropi¦ zero� (istnienie takiego multiporz¡dku dla
dowolnej grupy ze ±redni¡ uzasadniono we Wniosku 2.2.11).

Udowodnimy teraz najwa»niejsze twierdzenie tego podrozdziaªu, mówi¡ce, »e sigma-
ciaªo Pinskera procesu w dowolnym ukªadzie z dziaªaniem przeliczalnej grupy ze ±red-
ni¡ G (niekoniecznie multiuporz¡dkowanym) mo»na scharakteryzowa¢ przy pomocy odle-
gªej przeszªo±ci tego procesu wyznaczonej wzdªu» prawie ka»dego porz¡dku nale»¡cego do
dowolnego multiporz¡dku na G. Jest to tym samym odpowiednik przytoczonego wcze±niej
Twierdzenia Rokhlina-Sinaia (Twierdzenie 3.5.1). Wynik ten rzuca równie» nowe ±wiatªo
na przypadek tradycyjnych ukªadów dynamicznych (z dziaªaniem Z). Okazuje si¦ bowiem,
»e sigma-ciaªo Pinskera procesu mo»e by¢ nie tylko wyznaczone jako jego odlegªa prze-
szªo±¢ b¡d¹ przyszªo±¢ (wzdªu» naturalnego porz¡dku na Z), ale równie» jako odpowiednio
rozumiana przeszªo±¢ b¡d¹ przyszªo±¢ wzdªu» wielu innych, niestandardowych porz¡dków
na Z. Przykªad takiego niestandardowego porz¡dku zostanie podany w rozdziale 5, przy
okazji konstrukcji multiporz¡dku z systemu tilingów.

Twierdzenie 3.5.5. Niech (X,ΣX , µ,G) b¦dzie teoriomiarowym ukªadem dynamicznym
z dziaªaniem przeliczalnej grupy ze ±redni¡ G. Niech P b¦dzie sko«czonym mierzalnym roz-
biciem przestrzeni X. Niech (Õ,ΣÕ, ν, G) b¦dzie dowolnym multiporz¡dkiem na G. Wów-
czas zbiór A ⊂ X nale»y do sigma-ciaªa Pinskera ΠG(P) procesu generowanego przez
rozbicie P wtedy i tylko wtedy, gdy

A ∈
⋂
n∈N

P(−∞,−n]≺ (3.37)

dla ν-prawie ka»dego ≺∈ Õ. Równowa»nie, dla ν-prawie ka»dego ≺∈ Õ mamy

ΠG(P) =
⋂
g∈G

⋂
n∈N

P(−∞,−n]g(≺)

. (3.38)

Dowód. Niech (Y,ΣY , νY , G) b¦dzie faktorem symbolicznym (X,ΣX , µ,G) generowanym
przez sko«czone mierzalne rozbicie P przestrzeni X i niech (Õ,ΣÕ, ν, G) b¦dzie dowol-
nym multiporz¡dkiem na G. Rozwa»my ukªad produktowy (Y × Õ,ΣY ⊗ΣÕ, µY × ν,G).
Jest to oczywi±cie ukªad multiuporz¡dkowany, gdzie rol¦ faktor-odwzorowania φ peªni
rzut πÕ na wspóªrz¦dn¡ b¦d¡c¡ multiporz¡dkiem. �atwo mo»na sprawdzi¢, »e prawdziwa
jest zale»no±¢

ΠG(P)⊗ ΣÕ ≼ ΠG(Y × Õ|ΣÕ). (3.39)
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W istocie, je»eli A ∈ ΠG(P)⊗ ΣÕ, to oczywi±cie A ∈ ΣX ⊗ ΣÕ oraz

h(µ× ν,G, {A,Ac}|ΣÕ) = h(µ,G, πX({A,Ac}) = 0.10

Na mocy Twierdzenia 3.5.2 zachodzi równo±¢

ΠG(Y × Õ|ΣÕ) = ΠS(Y × Õ|ΣÕ), (3.40)

gdzie S jest przeksztaªceniem nast¦pnika na Y × Õ, zwi¡zanym z multiporz¡dkiem Õ.
Oczywi±cie mo»emy P oraz ΣÕ uto»sami¢ odpowiednio z: rozbiciem oraz sigma-ciaªem na
Y×Õ, uzyskanymi przez podniesienie P oraz ΣÕ przez faktor-odwzorowanie φ. Zauwa»my,
»e P ∨ΣÕ

11. generuje ΣY ⊗ΣÕ nie tylko pod dziaªaniem G, lecz tak»e pod dziaªaniem S.
Rozwa»my dwie ró»ne pary punktów (y,≺) i (y,≺′) nale»¡ce do Y × Õ. Wówczas albo
≺ ≠≺′ i wtedy P ∨ΣÕ rozdziela zadane pary, albo ≺=≺′ i y ̸= y′. W drugim przypadku,
poniewa» ≺=≺′, wi¦c iteracje przeksztaªcenia nast¦pnika Sn dziaªaj¡ na tych parach
poprzez te same elementy g ∈ G, konkretnie poprzez g = n≺ = n≺

′
. Ponadto, je»eli n

przebiega¢ b¦dzie caª¡ grup¦ Z, to elementy n≺ równie» wyczerpi¡ caª¡ grup¦ G. Zatem,
dla odpowiednio du»ych n, rozbicia P [−n,n]S b¦d¡ rozdziela¢ pary (y,≺) i (y′,≺′). Czyli
w istocie P ∨ ΣÕ generuje ΣY ⊗ ΣÕ pod dziaªaniem S. St¡d zachodzi wzór (zob. na
przykªad [31])

ΠS(Y × Õ|ΣÕ) =
⋂
n∈N

(
P(−∞,−n]S ∨ ΣÕ

)
. (3.41)

�¡cz¡c wzory (3.39), (3.40) oraz (3.41), otrzymujemy, »e

ΠG(P)⊗ ΣÕ ≼
⋂
n∈N

(
P(−∞,−n]S ∨ ΣÕ

)
. (3.42)

Ustalmy teraz dowolny zbiór A ∈ ΠG(P). Dla ka»dego n ∈ N mamy A × Õ ∈
P(−∞,−n]S ∨ ΣÕ, co implikuje, »e dla ν-prawie ka»dego ≺∈ Õ, zbiór (A × Õ) ∩ φ−1(≺)

nale»y do P(−∞,−n]S |φ−1(≺) = P(−∞,−n]≺|φ−1(≺) (równo±¢ t¦ pokazali±my w dowodzie Twier-
dzenia 3.3.1 - wzór (3.28)). Poniewa» jednak P(−∞,−n]≺ zale»y wyª¡cznie od dziaªania G
na X, wi¦c dla ν-prawie ka»dego ≺∈ Õ, A musi by¢ mierzalne wzgl¦dem P(−∞,−n]≺ . Sko-
ro za± zachodzi to dla wszystkich n ∈ N, wi¦c A ∈

⋂
n∈N P(−∞,−n]≺ dla ν-prawie ka»dego

≺∈ Õ.
Udowodnimy teraz przeciwn¡ implikacj¦. Niech A ⊂ Y b¦dzie zbiorem mierzalnym

wzgl¦dem
⋂

n≥1P(−∞,−n]≺ dla ν-prawie ka»dego ≺∈ Õ. Poªó»my C = A × Õ. Przekrój

C ∩ φ−1(≺) jest mierzalny wzgl¦dem
⋂

n∈N P(−∞,−n]≺|φ−1(≺) =
⋂

n∈N P(−∞,−n]S |φ−1(≺) dla
ν-prawie ka»dego≺∈ Õ. Czyli C jest mierzalny wzgl¦dem

(⋂
n∈N P(−∞,−n]S)∨ΣÕ (oczywi-

±cie C jest mierzalny wzgl¦dem ΣY ⊗ ΣÕ). �atwo sprawdzi¢, »e sigma-ciaªo⋂
n∈N

(
P(−∞,−n]S∨ΣÕ

)
12 jest drobniejsze ni» sigma-ciaªo

(⋂
n∈N P(−∞,−n]S)∨ΣÕ (w ogólno-

±ci nie s¡ one jednak równe). Zatem C jest mierzalny wzgl¦dem sigma-ciaªa ΠS(Y ×Õ|ΣÕ),
które, na mocy wzoru (3.40) jest równe ΠG(Y × Õ|ΣÕ). Niech teraz Q = {C,Cc} =
{A×Õ, Ac ×Õ}. Mamy wówczas h(µY × ν,G,Q|ΣÕ) = 0. Poniewa» G dziaªa niezale»nie

10Przypomnijmy, »e na mocy Twierdzenia 2.1.13, Õ mo»e by¢ traktowany jako przestrze« Polska z
sigma-ciaªem borelowskim ΣÕ, wi¦c rzut ka»dego zbioru A ∈ ΣX⊗ΣÕ na wspóªrz¦dn¡X jest uniwersalnie
mierzalny (patrz np. [18, Twierdzenie (21.10)]).

11Poª¡czenie P ∨ ΣÕ oznacza tu rodzin¦ {P ×A : P ∈ P, A ∈ ΣÕ}.
12Je»eli Θ1 i Θ2 s¡ dwoma sigma-ciaªami to poª¡czeniem Θ1 ∨Θ2 nazywamy najmniejsze sigma-ciaªo,

które zawiera zarówno Θ1 jak i Θ2. Analogicznie de�niujemy poª¡czenie przeliczalnej rodziny sigma-ciaª.
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na ka»dej osi Y × Õ, wi¦c rozbicie R = {A,Ac} przestrzeni Y speªnia h(µY , G,R) = 0.
W konsekwencji A ∈ ΠG(P), co ko«czy dowód równowa»no±ci (3.37).

Dla ka»dego ≺∈ Õ wprowad¹my oznaczenie

A≺ =
⋂
g∈G

⋂
n≥1

P(−∞,−n]g(≺)

.

Z (3.37) wynika od razu, »e dla ν-prawie ka»dego ≺∈ Õ zachodzi ΠG(P) ≼ A≺. Pozo-
staje wi¦c pokaza¢ przeciwn¡ relacj¦. Wystarczy j¡ udowodni¢ w przypadku, gdy miara ν
jest ergodyczna (podobnie jak we wcze±niej dowodzonych twierdzeniach, wykorzystuj¡c
rozkªad ergodyczny mo»na st¡d wywnioskowa¢, »e teza zachodzi dla dowolnej miary nie-
zmienniczej). Jak ªatwo mo»na sprawdzi¢, dla ν-prawie ka»dego ≺∈ Õ oraz dla dowolnego
g ∈ G zachodzi Ag(≺) = A≺. Z ergodyczno±ci ν wynika wi¦c, »e dla ν-prawie wszystkich
≺∈ Õ, A≺ jest jednakowe. Oznacza¢ je b¦dziemy zatem przez A. Poniewa» dla ν-prawie
ka»dego ≺∈ Õ mamy A ≼

⋂
n∈N P(−∞,−n]≺ , wi¦c na mocy (3.37) zachodzi A ≼ ΠG(P).

Sk¡d wynika oczywi±cie, »e A≺ ≼ ΠG(P) dla ν-prawie ka»dego ≺∈ Õ. ■
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Rozdziaª 4

Pary asymptotyczne w ukªadach z

dziaªaniem przeliczalnych grup ze

±redni¡

Gªównym celem tego rozdziaªu jest udowodnienie twierdzenia uogólniaj¡cego Twier-
dzenia Blancharda-Hosta-Ruette (Twierdzenie 1.1.2) o istnieniu par asymptotycznych
w topologicznych ukªadach dynamicznych o dodatniej entropii, na przypadek ukªadów
z dziaªaniami przeliczalnych grup ze ±redni¡. Oczywi±cie wymaga to wprowadzenia od-
powiedniej de�nicji pary asymptotycznej, daj¡cej si¦ zastosowa¢ w du»o ogólniejszym
kontek±cie.

De�nicja 4.0.1. Niech (X,G) b¦dzie topologicznym ukªadem dynamicznym z dziaªaniem
przeliczalnej grupy G. Niech ≺ b¦dzie porz¡dkiem typu Z na G. Par¦ ró»nych punktów
x, x′ ∈ X nazywamy ≺-asymptotyczn¡ je»eli zachodzi zbie»no±¢

lim
k→∞

dX(k
≺(x), k≺

′
(x′)) = 0. (4.1)

De�nicja 4.0.2. Niech (X,G) b¦dzie topologicznym ukªadem dynamicznym z dziaªaniem
przeliczalnej grupy G, dla którego istnieje multiporz¡dek (Õ, ν, G) na G b¦d¡cy jego fak-
torem teoriomiarowym przez przeksztaªcenie φ (czyli (X,µ,G, φ) jest ukªadem multiu-
porz¡dkowanym), gdzie µ jest pewn¡ G-niezmiennicz¡ borelowsk¡ miar¡ probabilistyczn¡
na X. Je»eli para ró»nych punktów x, x′ ∈ X speªnia φ(x) = φ(x′) =≺ oraz je»eli (x, x′)
jest par¡ ≺-asymptotyczn¡, to powiemy, »e x, x′ tworz¡ par¦ φ-asymptotyczn¡.

Zauwa»my, »e w przypadku klasycznych ukªadów, z dziaªaniem grupy Z, na której roz-
wa»amy naturalny porz¡dek <, ka»da G-niezmiennicza miara borelowska µ na X tworzy
ukªad multiuporz¡dkowany (X,µ, φ), którego faktorem jest jednoelementowy multiporz¡-
dek zªo»ony z porz¡dku< (patrz Przykªad 2.1.3). W takim wypadku, dla µ-prawie ka»dego
x ∈ X mamy φ(x) = φ′(x) =<. Zatem De�nicja 4.0.2 uogólnia klasyczn¡ de�nicj¦ pary
asymptotycznej.

4.1 Entropia topologiczna dla dziaªa« przeliczalnych

grup ze ±redni¡

Od tej chwili odnosi¢ si¦ b¦dziemy zarówno do entropii teoriomiarowej, jak i do en-
tropii topologicznej oraz cz¦sto b¦dziemy wykorzystywa¢ zwi¡zki mi¦dzy tymi obiektami
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(w szczególno±ci zasady wariacyjne). By nie doprowadza¢ do nieporozumie«, entropi¦
topologiczn¡ ukªadu (X,G) oznacza¢ b¦dziemy symbolem htop(X,G) a entropi¦ teorio-
miarow¡ (Koªmogorowa-Sinaia) ukªadu (X,µ,G), tak jak dotychczas, b¦dziemy oznacza¢
symbolem h(µ,G).

Przypomnijmy teraz de�nicj¦ entropii topologicznej w ukªadzie z dziaªaniem przeli-
czalnej grupy ze ±redni¡.

Niech (X,G) b¦dzie topologicznym ukªadem dynamicznym z dziaªaniem przeliczalnej
grupy ze ±redni¡ G. Rodzin¦ U otwartych podzbiorów U ⊂ X, tak¡ »e

⋃
U∈U U = X

nazywamy pokryciem otwartym X. Poª¡czeniem U ∨ V dwóch pokry¢ otwartych U i V
przestrzeniX, nazywamy rodzin¦ {U∩V : U ∈ U , V ∈ V}. Analogicznie de�niujemy poª¡-
czenie przeliczalnej rodziny pokry¢ {Uk : k ∈ N}. Ponadto, dla ka»dego K ⊂ G, przez UK

oznacza¢ b¦dziemy poª¡czenie
∨

g∈K g
−1(U), gdzie g−1(U) = {g−1(U) : U ∈ U} (jest to

oczywi±cie pokrycie otwarte X, gdy» dla ka»dego g ∈ G transformacja x 7→ g(x) jest
homeomor�zmem). Podpokryciem pokrycia U nazywamy dowoln¡ rodzin¦ V ⊂ U , która
sama jest pokryciem X. Ponadto, dla ka»dego otwartego pokrycia U , symbolem N(U)
oznaczamy minimum liczno±ci jego podpokry¢ (ze zwarto±ci X, ka»de pokrycie otwar-
te X posiada podpokrycie sko«czone, wi¦c takie minimum istnieje). Kªadziemy nast¦pnie
H(U) = logN(U).

Niech teraz (Fn)n∈N b¦dzie dowolnym ci¡giem Følnera w G. Entropia topologiczna
pokrycia otwartego U przestrzeni X zadana jest wzorem

htop(U , G) lim
n→∞

1

|Fn|
H(UFn).

Podkre±lmy, »e warto±¢ htop(U , G) nie zale»y od wyboru ci¡gu Følnera w G.
Wreszcie, entropia topologiczna ukªadu (X,G), oznaczana symbolem htop(X,G), zde-

�niowana jest jako supremum warto±ci htop(U , G) po wszystkich otwartych pokryciach U
przestrzeni X.

Rozwa»a¢ b¦dziemy ponadto topologiczn¡ entropi¦ warunkow¡ ukªadu (X,G) pod
warunkiem ukªadu (Y,G), b¦d¡cego faktorem (X,G), zde�niowan¡ jak w [30, Sekcja 4.2].
De�nicj¦ tej entropii podajemy poni»ej.

Dla ka»dego otwartego pokrycia X i dowolnego zbioru K ⊂ X, symbolem N(U|K)
oznaczamy minimum liczno±ci podpokry¢ V pokrycia U , które pokrywaj¡ K (czyli
K ⊂

⋃
V ∈V V ). Je»eli teraz π jest faktor-odwzorowaniem z ukªadu (X,G) w ukªad (Y,G),

to de�niujemy

N(U|Y ) = sup
y∈Y

N(U|π−1(y)),

H(U|Y ) = logN(U|Y ),

htop(U|Y ) = lim
n→∞

1

|Fn|
h(UFn|Y ),

gdzie (Fn)n∈N jest dowolnym ci¡giem Følnera w G. Podkre±lamy, »e warto±¢ htop(U|Y )
nie zale»y przy tym od wyboru ci¡gu Følnera (Fn)n∈N. Topologiczn¡ entropi¦ warunkow¡
ukªadu (X,G) pod warunkiem jego faktora (Y,G) de�niujemy wówczas jako supremum
warto±ci htop(U , G|Y ) po wszystkich otwartych pokryciach U przestrzeni X.
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4.2. Uogólnienie Twierdzenia Blancharda-Hosta-Ruette

4.2 Uogólnienie Twierdzenia Blancharda-Hosta-Ruette

na dziaªania przeliczalnych grup ze ±redni¡

Zanim przejdziemy do sformuªowania gªównych twierdze« tego rozdziaªu, przytoczymy
jeszcze lemat podany przez G. Zhanga, istotny z punktu widzenia dalszych rozwa»a«. Sta-
nowi on uogólnienie Lematu 4 z [2], b¦d¡cego istotnym elementem oryginalnego dowodu
Twierdzenia Blancharda-Hosta-Ruette.

Lemat 4.2.1. [31, Lemat 3.7] Niech (X,T ) b¦dzie topologicznym ukªadem dynamicznym
(z dziaªaniem Z danym przez iteracje homeomor�zmu T ), niech ΣX b¦dzie sigma-ciaªem
borelowskim na X i niech µ b¦dzie T -niezmiennicz¡, borelowsk¡ miar¡ probabilistyczn¡
na X oraz niech Ξ b¦dzie T -niezmienniczym pod-sigma-ciaªem ΣX . Wówczas:

(i) Istnieje sigma-ciaªo Θ ≽ Ξ, takie »e

�

∨
n∈Z T

−n(Θ)
µ
= ΣX ,

� ΠT (X|Ξ) µ
=

⋂∞
n=0 T

−n(Θ+),1 gdzie ΠT (X|Ξ) oznacza warunkowe sigma-ciaªo
Pinskera ukªadu teoriomiarowego (X,ΣX , µ, T ), warunkowane sigma-ciaªem Ξ,

� ka»de dwa ró»ne punkty nale»¡ce do tego samego atomu Θ+ tworz¡ par¦ asymp-
totyczn¡.

(ii) Je»eli h(µ, T |Ξ) > 0, to nie zachodzi równo±¢ Θ+ µ
= ΣX .

Uwaga 4.2.2. Lemat 4.2.1 zostaª sformuªowany przy zaªo»eniach, »e X jest przestrzeni¡
zwart¡ a przeksztaªcenie T jest homeomor�zmem. Jednak»e, w dowodzie lematu (za-
wartym w [31]), ci¡gªo±¢ przeksztaªcenia T nie jest wykorzystana. Natomiast zwarto±¢
przestrzeni X jest potrzebna jedynie do zagwarantowania istnienia ci¡gu rozbi¢ mierzal-
nych (Qn)n∈N, który speªnia warunki: Qn ≼ Qn+1 dla ka»dego n ∈ N oraz »e ±rednice
tych rozbi¢ zbiegaj¡ do zera gdy n→ ∞. Nale»y zaznaczy¢, »e do istnienia takiego ci¡gu
rozbi¢ wystarczy sªabsze zaªo»enie, i» przestrze« X jest caªkowicie ograniczona.

Sformuªujemy teraz i udowodnimy dwa twierdzenia dotycz¡ce istnienia par asympto-
tycznych w topologicznych ukªadach dynamicznych o dodatniej entropii. Drugie z nich,
b¦d¡ce uogólnieniem Twierdzenia Blancharda-Hosta-Ruette, jest jednym z najwa»niej-
szych twierdze« w tej pracy.

Twierdzenie 4.2.3. Niech (X,G) b¦dzie topologicznym ukªadem dynamicznym. Niech
µ b¦dzie G-niezmiennicz¡, borelowsk¡ miar¡ probabilistyczn¡ na X, dla której istnieje
faktor-odwzorowanie φ z ukªadu (X,µ,G) w pewien multiporz¡dek (Õ, ν, G) (innymi sªowy
(X,µ,G, φ) jest ukªadem multiuporz¡dkowanym). Zaªó»my ponadto, »e h(µ,G|ΣÕ) > 0.
Wówczas w X istnieje para φ-asymptotyczna. Co wi¦cej, zbiór punktów x ∈ X, które
nale»¡ do par φ-asymptotycznych jest miary µ dodatniej.

Dowód. Niech ΣX b¦dzie sigma-ciaªem borelowskim na X. Z Twierdzenia 2.2.7 wyni-
ka, »e ukªad (X,ΣX , µ,G) ma takie same orbity co ukªad (X,ΣX , µ, S) z dziaªaniem Z
zadanym przez iteracje przeksztaªcenia nast¦pnika S. Na mocy Twierdzenia 3.3.1 ma-
my h(µ, S|ΣÕ) = h(µ,G|ΣÕ) > 0. Zatem, z Lematu 4.2.12 wynika istnienie sigma-ciaªa

1Je»eli (X,ΣX , µ, T ) jest teoriomiarowym ukªadem dynamicznym z dziaªaniem Z danym przez ite-
racje T , a Θ jest pod-sigma-ciaªem ΣX , to symbolem Θ+ nazywamy sigma-ciaªo

∨
k≥1 T

−k(Θ) - patrz
przypis 12 na poprzedniej stronie.

2W ogólno±ci, przeksztaªcenie S nie musi by¢ ci¡gªe. Jednak»e, jak zaznaczono w Uwadze 4.2.2, Le-
mat 4.2.1 zachodzi równie» dla borelowskich bijekcji, które nie s¡ ci¡gªe.
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Θ ≽ ΣÕ, takiego »e ka»da para ró»nych punktów nale»¡cych do tego samego atomu Θ+

jest asymptotyczna (wzgl¦dem przeksztaªcenia S). Ponadto, poniewa» h(µ,G|ΣÕ) > 0,
wi¦c Θ+ jest wªa±ciwym pod-sigma-ciaªem ΣX . Skoro Θ jest rozdrobnieniem ΣÕ, to oczy-
wi±cie równie» Θ+ jest rozdrobnieniem ΣÕ. Zatem atomy Θ+ s¡ podzbiorami atomów ΣÕ,
którymi s¡ dokªadnie wªókna przeksztaªcenia φ. St¡d, dla ka»dej pary punktów x, x′ na-
le»¡cych do tego samego atomu Θ+ musi zachodzi¢ φ(x) = φ(x′).

Rozwa»my zbiór A ⊂ X×X zªo»ony ze wszystkich par (x, x′), które s¡ asymptotyczne
wzgl¦dem przeksztaªcenia S. Zauwa»my, »e

A =
⋂
l≥1

⋃
n≥1

⋂
k≥n

(S × S)−k({(x, x′) ∈ X ×X : dX(x, x
′) < 1

l
}).

Poniewa» S jest oczywi±cie przeksztaªceniem borelowskim, wi¦c A jest zbiorem borelow-
skim. Ustalmy teraz dowoln¡ par¦ (x, x′) ∈ A, czyli speªniaj¡c¡

lim
k→∞

dX(S
k(x), Sk(x′)) = 0. (4.2)

Na mocy Twierdzenia 2.2.7 zachodz¡ równo±ci Sk(x) = kφ(x)(x) oraz Sk(x′) = kφ(x
′)(x′).

Zatem wzór (4.2) mo»na zapisa¢ w postaci

lim
k→∞

dX(k
φ(x)(x), kφ(x

′)(x′)) = 0. (4.3)

St¡d wynika, »e para (x, x′) jest φ-asymptotyczna wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona
asymptotyczna wzgl¦dem przeksztaªcenia nast¦pnika S oraz φ(x) = φ(x′). Zatem zbiór
Ã ⊂ X ×X, zªo»ony ze wszystkich par φ-asymptotycznych, jest równy

Ã = A ∩ {(x, x′) ∈ X ×X : φ(x) = φ(x′)}.

Zauwa»my, »e zbiór {(x, x′) ∈ X × X : φ(x) = φ(x′)} jest dokªadnie przeciwobrazem
przek¡tnej △Õ = {(≺,≺) :≺∈ Õ} (która jest domkni¦tym podzbiorem X × X) przez
przeksztaªcenie φ × φ. Jest to zatem zbiór Borelowski. W konsekwencji Ã jest równie»
zbiorem borelowskim. St¡d, zbiór Aφ zªo»ony ze wszystkich punktów x ∈ X, które nale»¡
do pary φ-asymptotycznej, b¦d¡cy rzutem Ã na wspóªrz¦dn¡ X, jest zbiorem analitycz-
nym. Jest on wi¦c mierzalny wzgl¦dem ka»dej borelowskiej miary probabilistycznej na X
(patrz np. [19]), w szczególno±ci wzgl¦dem µ.

Przypu±¢my, »e µ(Aφ) = 0. Wówczas, µ-prawie ka»dy punkt x ∈ X nie nale»y do »ad-
nej pary φ-asymptotycznej. St¡d, dla µ-prawie ka»dego x ∈ X, atom sigma-ciaªa Θ+, do
którego nale»y x, musiaªby by¢ singletonem. W konsekwencji, poniewa» X jest przestrze-
ni¡ Lebesgue'a, musiaªoby zachodzi¢ Θ+ µ

= ΣX , co przeczyªoby temu, »e Θ+ jest wªa±ci-
wym pod-sigma-ciaªem ΣX . Z tej sprzeczno±ci wynika wi¦c, »e musi zachodzi¢ µ(Aφ) > 0,
co ko«czy dowód. ■

Uwaga 4.2.4. Twierdzenie 4.2.3 pozostaje w mocy równie» w przypadku gdy przestrze«
X jest caªkowicie ograniczon¡ przestrzeni¡ metryczn¡, niekoniecznie zwart¡.

W przypadku gdy h(ν,G) = 0, mamy h(µ,G|ΣÕ) = h(µ,G) > 0. Zatem, z Twierdze-
nia 4.2.3 wynika nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 4.2.5. Niech (X,G) b¦dzie topologicznym ukªadem dynamicznym. Niech µ b¦dzie
G-niezmiennicz¡, borelowsk¡ miar¡ probabilistyczn¡ na X, tak¡ »e ukªad (X,µ,G) ma
dodatni¡ entropi¦ oraz istnieje multiporz¡dek (Õ, ν, G) o entropii zero, b¦d¡cy faktorem
(X,µ,G) przez odwzorowanie φ. Wówczas, zbiór tych punktów x ∈ X, które nale»¡ do par
φ-asymptotycznych, ma dodatni¡ miar¦ µ.
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Stosuj¡c Twierdzenie 4.2.3 dla szczególnego ukªadu multiuporz¡dkowanego na prze-
strzeni produktowej X × Õ, udowodnimy najwa»niejsze twierdzenie tego rozdziaªu, czyli
Twierdzenie 4.2.6. W przypadku gdy w miejsce Õ we¹miemy jednoelementowy multipo-
rz¡dek na Z, zªo»ony jedynie z naturalnego porz¡dku< (patrz Przykªad 2.1.3), twierdzenie
owo sprowadza si¦ do Twierdzenia Blancharda-Hosta-Ruette. Ponadto z naszego twierdze-
nia wynika, »e w ka»dym ukªadzie dynamicznym z dziaªaniem Z o dodatniej entropii, ist-
niej¡ pary asymptotyczne nie tylko wzdªu» naturalnego porz¡dku <, lecz równie» wzdªu»
wielu innych niestandardowych porz¡dków na Z (przykªady takich porz¡dków zostan¡
podane w Rozdziale 5).

Twierdzenie 4.2.6. Niech (X,G) b¦dzie topologicznym ukªadem dynamicznym z dziaªa-
niem przeliczalnej grupy ze ±redni¡ G, takim »e htop(X,G) > 0. Dla dowolnego multipo-
rz¡dku (Õ, ν, G) na G oraz ν-prawie ka»dego ≺∈ Õ, istnieje w X para ≺-asymptotyczna.

Dowód. Na mocy zasady wariacyjnej dla dziaªa« grup ze ±redni¡ [23, Zasada Wariacyj-
na 5.2.7], istnieje miara ergodyczna µ na X o dodatniej entropii (teoriomiarowej) h(µ,G).
Na mocy Twierdzenia 2.1.13 Õ mo»e by¢ uto»samione (z teoriomiarowego punktu widze-
nia) z caªkowicie ograniczon¡, o±rodkow¡ przestrzeni¡ polsk¡ Bi(Z, G).

Ustalmy multiporz¡dek (Õ, ν, G) na G. Wystarczy udowodni¢ twierdzenie w przypad-
ku gdy miara ν jest ergodyczna (tak jak we wcze±niej dowodzonych twierdzeniach, sto-
suj¡c rozkªad ergodyczny, ªatwo mo»na wówczas wywnioskowa¢ tez¦ dla dowolnej miary
niezmienniczej). Zaªó»my wi¦c, »e ν jest miar¡ ergodyczn¡.

Rozwa»my przestrze« produktow¡ (X × Õ,ΣX ⊗ ΣÕ), gdzie ΣX oraz ΣÕ s¡ sigma-
ciaªami borelowskimi odpowiednio na przestrzeniach X oraz Õ. Zauwa»my, »e ΣX ⊗ ΣÕ
jest równie» sigma-ciaªem borelowskim (wynika to z faktu, »e X oraz Õ s¡ o±rodkowymi
przestrzeniami metrycznymi). Teoriomiarowy ukªad dynamiczny (X×Õ,ΣX⊗ΣÕ, µ×ν, φ)
jest multiuporz¡dkowany a rol¦ faktor-odwzorowania φ peªni rzut na wspóªrz¦dn¡ Õ.
Ponadto, poniewa» ΣX oraz ΣÕ s¡ niezale»ne, to zachodzi

h(µ× ν,G|ΣÕ) = h(µ,G) > 0.

Mo»emy zatem zastosowa¢ Twierdzenie 4.2.3 dla ukªadu multiuporz¡dkowanego
(X × Õ,ΣX ⊗ ΣÕ, µ× ν, φ) (przestrze« X × Õ nie jest zwarta, lecz jest caªkowicie ogra-
niczona, co wystarcza do zachodzenia Twierdzenia 4.2.3 - patrz Uwaga 4.2.4). Wyni-
ka z niego, »e zbiór Aφ, zawieraj¡cy wszystkie punkty z X × Õ, które nale»¡ do par
φ-asymptotycznych, ma dodatni¡ miar¦ µ×ν. Zauwa»my, »e ró»ne punkty (x,≺) i (x′,≺′)
tworz¡ par¦ φ-asymptotyczn¡ wX×Õ wtedy i tylko wtedy, gdy ≺=≺′, x ̸= x′ oraz (x, x′)
jest par¡ ≺-asymptotyczn¡ w X.

Poniewa» Aφ jest zbiorem analitycznym, wi¦c rzut φ(Aφ) jest analitycznym podzbio-
rem przestrzeni polskiej Õ i, w konsekwencji, jest on mierzalny wzgl¦dem ka»dej bore-
lowskiej miary probabilistycznej na Õ (patrz [19]), w szczególno±ci wzgl¦dem ν. Ponadto
mamy oczywi±cie ν(φ(Aφ)) > 0. Poka»emy, »e zbiór φ(Aφ) jest G-niezmienniczy. Ustalmy
dowolne ≺∈ φ(Aφ) oraz g ∈ G. Niech j ∈ Z b¦dzie liczb¡ speªniaj¡c¡ j≺ = g. Niech po-
nadto (x, x′) b¦dzie par¡ ≺-asymptotyczn¡ w X. Wówczas, dla ka»dego k ∈ Z, na mocy
wzoru 2.6, zachodzi

kg(≺)(g(x)) = ((k + j)≺ · g−1 · g)(x) = (k + j)≺(x).

Analogicznie, zachodzi równie» kg(≺)(g(x′)) = (k + j)≺(x′). St¡d wynika, »e

lim
k→∞

dx(k
g(≺)(g(x)), kg(≺)(g(x′))) = dX((k + j)≺(x), (k + j)≺(x′)) = 0.
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Zatem (g(x), g(x′)) jest par¡ g(≺)-asymptotyczn¡ oraz g(≺) ∈ φ(Aφ). Zatem Aφ jest
w istocie zbiorem G-niezmienniczym. Skoro za± ν(φ(Aφ)) > 0, wi¦c z ergodyczno±ci ν
wynika, »e ν(φ(Aφ)) = 1, co ko«czy dowód. ■

49



Rozdziaª 5

Multiporz¡dki pochodz¡ce od systemów

tilingów

Twierdzenie 4.2.6 udowodnione w poprzednim rozdziale gwarantuje, »e je»eli topo-
logiczny ukªad dynamiczny z dziaªaniem przeliczalnej grupy ze ±redni¡ G nie posiada
par ≺-asymptotycznych dla »adnego porz¡dku ≺ nale»¡cego do pewnego multiporz¡dku
na G, to ukªad ten ma entropi¦ zero. Do peªnej charakteryzacji ukªadów o entropii zero
przez kryterium istnienia par asymptotycznych potrzebujemy udowodni¢ jeszcze twier-
dzenie analogiczne do Twierdzenia Downarowicza-Lacroix. Mianowicie musimy pokaza¢,
»e ka»dy topologiczny ukªad dynamiczny o entropii zero jest faktorem ukªadu, który nie
posiada par asymptotycznych dla »adnego porz¡dku z pewnego multiporz¡dku. Wymaga
to skonstruowania, dla dowolnego ukªadu o entropii zero, specy�cznego rozszerzenia, co
zostanie przedstawione w Rozdziale 6. Rozszerzenie to zbudowane zostanie z wykorzysta-
niem multiporz¡dku o lepszych wªasno±ciach topologicznych (dotychczas wymagali±my
jedynie by multiporz¡dek Õ posiadaª struktur¦ borelowsk¡). Multiporz¡dek taki pocho-
dzi¢ b¦dzie z tzw. systemu tilingów. Rozdziaª ten po±wi¦cony jest wªa±nie konstrukcji
takiego multiporz¡dku oraz udowodnieniu pewnych jego wªasno±ci, istotnych z punktu
widzenia dalszych rozwa»a«.

5.1 Tilingi i systemy tilingów

Rozpoczniemy od przybli»enia samej teorii tilingów oraz systemów tilingów na gru-
pach ze ±redni¡. Wi¦kszo±¢ sformuªowanych w tym podrozdziale twierdze« podajemy bez
dowodów, które mo»na znale¹¢ np. w [10]. W dalszej cz¦±ci, G b¦dzie oznacza¢ grup¦
przeliczaln¡.

De�nicja 5.1.1. Tilingiem (b¡d¹ pokafelkowaniem) grupy G nazywamy rozbicie T grupy
G na (przeliczalnie wiele) parami rozª¡cznych zbiorów sko«czonych (nazywanych kafelka-
mi).

De�nicja 5.1.2. Tiling T nazywamy wªa±ciwym je»eli istnieje sko«czona rodzina S zbio-
rów sko«czonych S ∈ S (niekoniecznie ró»nych), taka »e ka»dy ze zbiorów S zawiera jed-
no±¢ e grupy G oraz dla ka»dego kafelka T ∈ T istnieje zbiór S ∈ S speªniaj¡cy T = Sc
dla pewnego c ∈ T . Tak¡ rodzin¦ zbiorów S nazywa¢ b¦dziemy ksztaªtami tilingu T .

W dalszej cz¦±ci pracy, o wszystkich tilingach b¦dziemy zakªada¢, »e s¡ wªa±ciwe.
St¡d te», zadaj¡c tiling, pomija¢ b¦dziemy ów przymiotnik. Dla tilingu zawsze b¦dziemy
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równie» ustala¢ jedn¡ rodzin¦ ksztaªtów S oraz jedn¡ reprezentacj¦ T 7→ (S, c), gdzie
S ∈ S i c ∈ T speªniaj¡ T = Sc (nale»y tu zaznaczy¢, »e na ogóª taka reprezentacja nie
jest zadana jednoznacznie, nawet je»eli rodzina S jest ustalona i wszystkie jej elementy
s¡ ró»ne). Wówczas takie S i c b¦dziemy nazywa¢ odpowiednio ksztaªtem oraz ±rodkiem
kafelka T . Dla zadanego S ∈ S, symbolem CS(T ) oznacza¢ b¦dziemy zbiór ±rodków
wszystkich kafelków, które maj¡ ksztaªt S. Symbolem C(T ) =

⋃
S∈S CS(T ) oznacza¢

b¦dziemy zbiór ±rodków wszystkich kafelków z T .
Niech teraz T b¦dzie tilingiem o rodzinie ksztaªtów S. Przez V oznacza¢ b¦dziemy

sko«czony alfabet (czyli sko«czon¡ przestrze« dyskretn¡) zawieraj¡cy symbole �S � odpo-
wiadaj¡ce konkretnym kafelkom S ∈ S (przy czym odwzorowanie S 7→ �S � jest bijekcj¡)
i jeden dodatkowy symbol �0 �. Mamy zatem

V = {�S � : S ∈ S} ∪ {�0 �}. (5.1)

Wówczas ka»dy tiling T mo»e by¢ uto»samiony z elementem symbolicznym (oznaczanym
tym samym symbolem) T ∈ V G, zde�niowanym nast¦puj¡co

T (g) =

{
�S � , je»eli g ∈ CS(T ),

�0 �, w przeciwnym wypadku.
(5.2)

De�nicja 5.1.3. Niech S b¦dzie pewn¡ sko«czon¡ rodzin¡ ksztaªtów i niech V b¦dzie
alfabetem otrzymanym z S wedªug formuªy (5.1). Niech T ⊂ V G b¦dzie podukªadem V G,
którego ka»dy element T ∈ T reprezentuje tiling T na G, o rodzinie ksztaªtów S (jak we
wzorze (5.2)). Wówczas T nazywamy tilingiem dynamicznym o rodzinie ksztaªtów S.

Oczywi±cie najprostszym przykªadem tilingu dynamicznego jest domkni¦cie orbity
(pod dziaªaniem G zadanym przez przesuni¦cia1) dowolnego tilingu T na G.

De�nicja 5.1.4. Rozwa»my ci¡g tilingów dynamicznych (Tk)k∈N. Ukªadem tilingów (ge-
nerowanym przez ci¡g tilingów (Tk)k∈N) nazywamy dowolne poª¡czenie topologiczne2

T =
∨

k∈N Tk.

Elementy ukªadu tilingów T maj¡ form¦ ci¡gów tilingów T = (Tk)k∈N, gdzie Tk ∈ Tk

dla ka»dego k ∈ N.

De�nicja 5.1.5. Niech T =
∨

k∈N Tk b¦dzie ukªadem tilingów i niech Sk oznacza rodzin¦
ksztaªtów tilingu dynamicznego Tk. Mówimy, »e ukªad T jest:

� kongruentny, je»eli dla ka»dego T = (Tk)k∈N ∈ T i ka»dego k ∈ N, ka»dy kafelek
tilingu Tk+1 jest sum¡ kafelków tilingu Tk,

� deterministyczny, je»eli jest on kongruentny, a tak»e speªnia warunki, »e dla ka»dego
k ≥ 1 i ka»dego S ′ ∈ Sk+1, istniej¡ zbiory CS(S

′) ⊂ S ′, indeksowane ksztaªtami
S ∈ Sk, dla których zachodzi

S ′ =
⋃
S∈Sk

⋃
c∈CS(S′)

Sc

1Patrz przypis 4 we Wst¦pie
2Poª¡czeniem topologicznym ci¡gu ukªadów dynamicznych (Xk, G), k ∈ N (oznaczanym symbolem∨

k∈N Xk) nazywamy dowolny domkni¦ty podzbiór produktu
∏

k∈N Xk, maj¡cy peªne rzuty na ka»d¡ ze
wspóªrz¦dnych (tzn. dla ka»dego k ∈ N rzut na wspóªrz¦dn¡ k jest równy Xk), niezmienniczy na dziaªanie
produktowe grupy G zadane wzorem g(x1, x2, . . . ) = (g(x1), g(x2), . . . ). (Zauwa»my, »e symbol

∨
k∈N Xk

mo»e oznacza¢ wiele ró»nych poª¡cze«.)
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oraz »e dla ka»dego T = (Ti)i∈N, je»eli T = S ′c′ jest kafelkiem tilingu Tk+1, to

T = S ′c′ =
⋃
S∈Sk

⋃
c∈CS(S′)

Scc′

jest rozbiciem T na kafelki tilingu Tk.

Uwaga 5.1.6. W deterministycznym ukªadzie tilingów, dla ka»dego T = (Tk)k∈N ∈ T,
tiling Tk′ determinuje wszystkie tilingi Tk dla k < k′, a przyporz¡dkowanie Tk′ 7→ Tk jest
faktorem topologicznym z Tk′ w Tk. Zatem poª¡czenie T jest granic¡ wsteczn¡

T =
←−
lim
k→∞

Tk.

Nale»y tu podkre±li¢, »e granica wsteczna nie zmieni si¦, je»eli w miejsce ci¡gu (Tk)k∈N
we¹miemy jaki± jego podci¡g, co b¦dziemy wykorzystywa¢ w dalszej cz¦±ci rozdziaªu. Uzy-
skane w ten sposób poª¡czenie oznacza¢ b¦dziemy tym samym symbolem T co pierwotnie
ustalony system tilingów

Poni»sze dwie de�nicje odnosz¡ si¦ jedynie do grup ze ±redni¡.

De�nicja 5.1.7. Ukªad tilingów T nazywamy følnerowskim, je»eli suma rodzin ksztaªtów⋃
k∈N Sk (uªo»ona w ci¡g) tworzy ci¡g Følnera w G.

De�nicja 5.1.8. Systemem tilingów nazywamy ukªad tilingów T, który jest følnerowski,
deterministyczny oraz minimalny3. Pragniemy w ten sposób wyró»ni¢ znacznie bardziej
�uporz¡dkowane� systemy tilingów na tle pozostaªych ukªadów tilingów.

Poni»sze twierdzenie odgrywa¢ b¦dzie niezwykle istotn¡ rol¦ w dalszych rozwa»aniach
dotycz¡cych systemów tilingów.

Twierdzenie 5.1.9. ([10, Twierdzenie 5.2]) Dla ka»dej przeliczalnej grupy ze ±redni¡ G
istnieje system tilingów na G, którego entropia topologiczna wynosi zero.

Uwaga 5.1.10. Twierdzenie 5.2 z pracy [10] gwarantuje istnienie følnerowskiego i determi-
nistycznego systemu tilingów T o topologicznej entropii zero (niekoniecznie minimalnego).
W przypadku jednak gdy T nie jest minimalny, to oczywi±cie zawiera on minimalny po-
dukªad, który równie» ma wymagane wªasno±ci.

5.2 Multiporz¡dki pochodz¡ce od tilingów

W ka»dym systemie tilingów mo»na zada¢ porz¡dek cz¦±ciowy w nast¦puj¡cy sposób.
Przypomnijmy, »e dla ka»dego k ≥ 2, ka»dy ksztaªt S ∈ Sk mo»e by¢ podzielony na
podkafelki z poziomu k − 1:

S =
⋃

S′∈Sk−1

⋃
c′∈CS′ (S)

S ′c′. (5.3)

Uwaga 5.2.1. By powy»sza równo±¢ miaªa sens równie» dla k = 1, ustalamy dodatkowo
jednoelementow¡ rodzin¦ ksztaªtów S0 = {{e}}, czyli do systemu tilingów T dokªadamy
zerowy poziom T0 skªadaj¡cy si¦ z jednego tilingu T0, którego wszystkie kafelki s¡ single-
tonami (jak ªatwo sprawdzi¢ tiling ten jest punktem staªym dziaªania G zadanego przez
przesuni¦cia).

3Ukªad (X,G) dynamiczny nazywamy minimalnym, je»eli nie ma on wªa±ciwych, domkni¦tych pod-
zbiorów G-niezmienniczych.
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Niech S ∈ Sk. Symbolem C(S) oznacza¢ b¦dziemy zbiór wszystkich ±rodków podka-
felków S ′ ∈ Sk−1 ksztaªtu S, innymi sªowy C(S) =

⋃
S′∈Sk−1

CS′(S). Ustalamy w zbiorze
C(S) pewien porz¡dek:

C(S) = {cS1 , cS2 , . . . , cSl(S)},
gdzie l(S) = |C(S)|. Porz¡dek ten b¦dziemy okre±la¢ mianem �porz¡dku podkafelków�,
zamiast �porz¡dku ±rodków podkafelków� (cho¢ ta druga nazwa, z formalnego punktu
widzenia, jest wªa±ciwsza). Wzór (5.3) mo»na zapisa¢ w postaci

S =

l(S)⋃
i=1

S ′ic
S
i , (5.4)

gdzie S ′i ∈ Sk−1 oraz cSi ∈ CS′
i
(S) dla ka»dego i = 1, 2, . . . , l(S).

Zauwa»my, »e porz¡dek podkafelków ka»dego ksztaªtu S ∈ Sk determinuje równie»
uporz¡dkowanie podkafelków ka»dego kafelka T ∈ Tk, gdzie Tk ∈ Tk. W istocie, je»eli
kafelek T ma posta¢ T = Sc, gdzie S ∈ Sk, to jego rozkªad na podkafelki z poziomu k− 1
przyjmuje posta¢

T =

l(S)⋃
i=1

S ′ic
S
i c. (5.5)

Wprowadzamy zatem nast¦puj¡c¡ de�nicj¦.

De�nicja 5.2.2. Uporz¡dkowanym systemem tilingów nazywamy system tilingów T,
w którym dla wszystkich k ∈ N zadany jest porz¡dek podkafelków ka»dego ksztaªtu S ∈ Sk

.

Zauwa»my, »e dla ka»dego k′ > k oraz T ′ ∈ Tk′ , gdzie Tk′ ∈ Tk′ , porz¡dek (5.5) pod-
kafelków ksztaªtu T ′ zadaje równie» porz¡dek (leksykogra�czny) wszystkich podkafelków
T ∈ Tk kafelka T ′, gdzie Tk ∈ Tk. Stosuj¡c prost¡ indukcj¦, mo»na pokaza¢, »e dla ka»dego
T = (Tk)k≥0 ∈ T, k ∈ N oraz T ∈ Tk, uporz¡dkowanie (5.5) zadaje porz¡dek liniowy ≺T

w kafelku T , w taki sposób, »e je»eli T ′ jest podkafelkiem T , to porz¡dek ≺T pokrywa si¦
z porz¡dkiem ≺T ′ na zbiorze T ′. Porz¡dek ≺T mo»emy ponadto zwi¡za¢ z bijekcj¡ mi¦dzy
odcinkiem [1, |T |] ⊂ N a T , któr¡ b¦dziemy zapisywa¢ w postaci:

i 7→ i≺T (i ∈ [1, |T |], i≺T ∈ T ).

Wprowadzamy dodatkowo nast¦puj¡ce oznaczenia. Dla 1 ≤ i ≤ j ≤ |T |, symbolem [i, j]≺T

oznacza¢ b¦dziemy zbiór {i≺T , (i + 1)≺T , . . . , j≺T } i nazywa¢ go b¦dziemy odcinkiem po-
rz¡dkowym wewn¡trz T . Zbiór wszystkich odcinków porz¡dkowych wewn¡trz T (o dªugo-
±ciach z przedziaªu [1, |T |]) oznacza¢ b¦dziemy symbolem IT .

Nie wszystkie ci¡gi tilingów T z uporz¡dkowanego systemu tilingów T mog¡ posªu»y¢
do zadania na G porz¡dku liniowego , a tym bardziej do zadania porz¡dku typu Z. Musimy
wi¦c zaw¦zi¢ rozwa»ania do tych T , które speªniaj¡ pewne dodatkowe warunki.

De�nicja 5.2.3. Niech T b¦dzie systemem tilingów i niech T = (Tk)k≥0 ∈ T. Mówimy,
»e T jest w pozycji ogólnej je»eli speªnia⋃

k∈N

T e
k = G,

gdzie T e
k oznacza centralny kafelek tilingu Tk, czyli unikalny kafelek T ∈ Tk zawieraj¡cy

jedno±¢ e.

53



5.2. Multiporz¡dki pochodz¡ce od tilingów

Zauwa»my, »e w ka»dym kongruentnym systemie tilingów kafelki centralne zawsze two-
rz¡ ci¡g wst¦puj¡cy zbiorów, zatem powy»sza suma jest równie» zawsze sum¡ wst¦puj¡c¡.

Niech teraz T b¦dzie uporz¡dkowanym systemem tilingów i niech T = (Tk)k∈N ∈ T
b¦dzie ci¡giem tilingów w pozycji ogólnej. Wówczas T wyznacza porz¡dek liniowy ≺T na
grupie G w nast¦puj¡cy sposób: Niech a, b ∈ G b¦d¡ ró»ne. Istnieje liczba k ≥ 1, taka »e
oba elementy a, b nale»¡ do tego samego kafelka T ∈ Tk (poniewa» T jest w pozycji ogólnej,
wi¦c w ostateczno±ci musz¡ one nale»e¢ do którego± z centralnych kafelków T e

k ). Wówczas
a ≺T b wtedy i tylko wtedy, gdy a ≺T b. Zauwa»my, »e porz¡dek ten jest poprawnie
zde�niowany, gdy» nie zale»y on od indeksu k tilingu Tk, w którym ów wspólny kafelek T
zostaª znaleziony.

Jak ªatwo mo»na sprawdzi¢, dla dowolnych dwóch ró»nych elementów a, b ∈ G tylko
sko«czenie wiele elementów g ∈ G mo»e speªnia¢ a ≺T g ≺T b. Zatem ka»dy ci¡g tilingów
T ∈ T w pozycji ogólnej zadaje porz¡dek (G,≺T ) izomor�czny z którym± z porz¡d-
ków (Z, <), (N, <) b¡d¹ (−N, <), przy czym dwa ostatnie przypadki zachodz¡ jedynie
wówczas, gdy kafelki centralne T e

k−1 ci¡gu T maj¡, od pewnego miejsca k ∈ N, zawsze
najmniejszy b¡d¹ zawsze najwi¦kszy indeks spo±ród podkafelków T e

k (centralnego kafelka
z wy»szego poziomu). By zbudowa¢ multiporz¡dek musimy wi¦c jeszcze bardziej zaw¦-
zi¢ zbiór rozwa»anych ci¡gów T , tak by otrzyma¢ wyª¡cznie te, które zadaj¡ porz¡dki
izomor�czne z (Z, <).

De�nicja 5.2.4. Niech T b¦dzie uporz¡dkowanym systemem tilingów. Mówimy, »e ci¡g
tilingów T ∈ T jest wyprostowany, je»eli porz¡dek (G,≺T ) jest izomor�czny z (Z, <)
(innymi sªowy ≺T jest porz¡dkiem typu Z). Ponadto wprowadzamy oznaczenie:

TSTR = {T ∈ T : T jest wyprostowany}.

Ograniczenie si¦ do ci¡gów tilingów, które s¡ wyprostowane nie jest a» tak restrykcyjne
jak by si¦ mogªo wydawa¢. Zbiór TSTR jest bowiem �odpowiednio du»ym� podzbiorem T
zarówno w sensie topologicznym jak i teoriomiarowym, co pokazuje kolejny lemat.

Lemat 5.2.5. Niech T b¦dzie uporz¡dkowanym systemem tilingów. Wówczas zbiór TSTR

jest rezydualny oraz jest peªnej miary dla ka»dej G-niezmienniczej, borelowskiej miary
probabilistycznej na T.

Dowód. Zbiór tych T = (Tk)k≥0, które s¡ w pozycji ogólnej jest równy⋂
g∈G

⋃
k∈N

{T ∈ T : g ∈ T e
k}

(przypominamy, »e poniewa» T jest deterministyczny, wi¦c kafelki centralne ka»dego
T ∈ T tworz¡ ci¡g wst¦puj¡cy). Jak ªatwo sprawdzi¢, jest to zbiór typu Gδ. Ponadto
T nie jest wyprostowany wtedy i tylko wtedy, kiedy albo nie jest w pozycji ogólnej, al-
bo gdy, pocz¡wszy od pewnego miejsca k ∈ N, ka»dy ±rodkowy kafelek T e

k−1 ma zawsze
najmniejszy b¡d¹ zawsze najwi¦kszy indeks spo±ród podkafelków T e

k . St¡d dopeªnienie
(TSTR)

c zbioru TSTR mo»na zapisa¢ w postaci:

(TSTR)
c =

⋃
g∈G

⋂
k∈N

{T ∈ T : g /∈ T e
k}

∪
⋃
k0∈N

⋂
k≥k0

⋃
S∈Sk−1

⋃
c∈S−1

{T ∈ T : T e
k−1 = S ′1c

S
1 c} (5.6)

∪
⋃
k0∈N

⋂
k≥k0

⋃
S∈Sk−1

⋃
c∈S−1

{T ∈ T : T e
k−1 = S ′l(S)c

S
l(S)c},
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gdzie T e
k = Sc =

⋃l(S)
i=1 S

′
ic

S
i c jest podziaªem centralnego kafelka tilingu Tk na podkafelki

z poziomu k − 1 jak we wzorze (5.5). Zbiory

{T ∈ T : T e
k−1 = S ′1c

S
1 c},

{T ∈ T : T e
k−1 = S ′l(S)c

S
l(S)c}

s¡ oczywi±cie otwarto-domkni¦te, podobnie jak sko«czone sumy tych zbiorów (po S oraz
po c) w wyra»eniu (5.6) na (TSTR)

c. Czyli ostatecznie zbiór (TSTR)
c jest typu Fσ, a jego

dopeªnienie TSTR jest typu Gδ.
Poka»emy teraz, »e TSTR jest zbiorem miary peªnej dla ka»dej G-niezmienniczej, bore-

lowskiej miary probabilistycznej ν na T. Niech (Kk)k∈N b¦dzie ci¡giem zbiorów wst¦puj¡-
cych, takim »e

⋃
k∈NKk = G. Zauwa»my, »e je»eli ci¡g T = (Tk)k≥0 speªnia warunek, »e

dla niesko«czenie wielu k ∈ N, Kk-rdze« (poj¦cie rdzenia zostaªo wyja±nione w dowodzie
Lematu 3.2.5) centralnego kafelka T e

k zawiera jedno±¢ e, to wówczas T jest w pozycji
ogólnej. W istocie, w takim przypadku inkluzja T e

k ⊃ Kk zachodzi dla niesko«czenie wielu
k ∈ N, zatem suma

⋃
k∈N T

e
k jest równa G.

Zauwa»my, »e je»eli ci¡g (Tk)k≥0 w poª¡czeniu T =
∨

k≥0 Tk zast¡pimy jakim± jego
podci¡giem, to zbiór TSTR nie ulegnie zmianie. Mo»emy wi¦c wybra¢ taki podci¡g (Tk)k≥0
by speªniony byª warunek: dla ka»dego k ∈ N i ka»dego S ∈ Sk suma nast¦puj¡cych
podkafelków ksztaªtu S:

� pierwszego i ostatniego (tzn. S ′1c
S
1 oraz S ′l(S)c

S
l(S) w notacji przyj¦tej w (5.4)),

� tych podkafelków, które nie s¡ zawarte w Kk-rdzeniu S,

ma liczno±¢ nie wi¦ksz¡ ni» |S|
2k
. Gdy T speªnia ten warunek, to dla ka»dego k ∈ N suma

tych podkafelków ka»dego kafelka T ∈ Tk, które nie s¡ ani pierwszym, ani ostatnim (w nu-
meracji zadanej przez porz¡dek podkafelków) oraz nie s¡ zawarte w Kk-rdzeniu kafelka T ,
ma górn¡ g¦sto±¢ Banacha4 co najwy»ej 2−k (patrz np. [14, Lemma 4.15]). To za± impliku-
je, »e dla ka»dej G-niezmienniczej, borelowskiej miary probabilistycznej ν na T, zbiór tych
ci¡gów T ∈ T, dla których e nale»y do pierwszego b¡d¹ ostatniego podkafelka T e

k albo do
podkafelka, który nie jest zawarty w Kk-rdzeniu T e

k , ma miar¦ ν nie wi¦ksz¡ ni» 2−k. Na
mocy Lematu Borela-Cantellego, zbiór tych T , dla których zachodzi to dla niesko«czenie
wielu k ∈ N, ma miar¦ ν równ¡ zero. Zauwa»my, »e wspomniany zbiór jest nadzbiorem
zbioru Tc

STR (patrz wzór (5.6)). Zatem zbiór Tc
STR równie» jest miary ν zero. Zatem jego

dopeªnienie TSTR jest peªnej miary ν.
St¡d te» wynika, »e zbiór TSTR jest g¦sty w T.5 Zatem TSTR, b¦d¡c g¦stym zbiorem

typu Gδ, jest zbiorem rezydualnym. ■

Jeste±my wreszcie przygotowani do wprowadzenia kluczowej de�nicji tego rozdziaªu.

De�nicja 5.2.6. Niech T b¦dzie uporz¡dkowanym systemem tilingów. Multiporz¡dkiem
pochodz¡cym od systemu tilingów T nazywamy zbiór

ÕT = {≺T : T ∈ TSTR}.
4Je»eli G jest grup¡ przeliczaln¡, to górn¡ g¦sto±ci¡ Banacha zbioru D ⊂ G nazywamy liczb¦

infF supg∈G
|D∩Fg|

|F | , gdzie in�mum jest wzi¦te po wszystkich sko«czonych podzbiorach F ⊂ G. Wi¦-

cej informacji na temat górnej g¦sto±ci Banacha oraz jej zwi¡zkach z miarami niezmienniczymi mo»na
znale¹¢ np. w [14, Sekcja 6.2] oraz [13, Sekcja 4].

5W minimalnym ukªadzie dynamicznym (X,G), ka»dy zbiór, który jest miary peªnej dla przynajmniej
jednej G-niezmienniczej, borelowskiej miary probabilistycznej, jest g¦sty w X
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Uwaga 5.2.7. Zauwa»my, »e odwzorowanie TSTR ∋ T 7→≺T ∈ ÕT jest borelowskie oraz
»e speªnia ono zale»no±¢ g(T ) 7→ g(≺T ). W istocie, dla ka»dego g ∈ G porz¡dek ≺g(T )

zadany przez przesuni¦ty ci¡g tilingów g(T ) speªnia

a ≺g(T ) b ⇐⇒ ag ≺T bg.

Zatem ≺g(T )= g(≺T ) jak we wzorze (2.1). Poniewa» T jest zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡,
na której grupa G dziaªa przez homeomor�zmy, wi¦c na T istnieje G-niezmiennicza, bore-
lowska miara probabilistyczna µ. Z Lematu 5.2.5 wynika, »e TSTR jest zbiorem
G-niezmienniczym oraz »e jest zbiorem miary peªnej dla ka»dej G-niezmienniczej, bore-
lowskiej miary probabilistycznej na T. Zatem ÕT jest równie» no±nikiem miary ν b¦d¡cej
obrazem µ przez odwzorowanie T 7→≺T . Ostatecznie wi¦c, (ÕT, ν, G) jest multiporz¡d-
kiem w my±l De�nicji 2.1.2.

Istotn¡ wªasno±ci¡ posiadan¡ przez multiporz¡dki pochodz¡ce od systemów tilingów
jest tak zwana jednostajna wªasno±¢ Følnera, stanowi¡ca wzmocnienie zwykªej wªasno±ci
Følnera (patrz De�nicja 2.1.7), posiadanej przez ka»dy multiporz¡dek.

De�nicja 5.2.8. Mówimy, »e multiporz¡dek (Õ, ν, G) ma jednostajn¡ wªasno±¢ Følnera
b¡d¹ »e jest jednostajnie følnerowski, je»eli dla ka»dego sko«czonego zbioru K ⊂ G oraz
dowolnego ε > 0 istnieje liczba n ∈ N, taka »e dla ν-prawie ka»dego porz¡dku ≺∈ Õ,
ka»dy odcinek porz¡dkowy [a, b]≺ o dªugo±ci co najmniej n, jest (K, ε)-niezmienniczy.

Twierdzenie 5.2.9. Ka»dy multiporz¡dek (ÕT, ν, G) pochodz¡cy od uporz¡dkowanego sys-
temu tilingów T ma jednostajn¡ wªasno±¢ Følnera.

Dowód. Niech ÕT b¦dzie multiporz¡dkiem pochodz¡cym od uporz¡dkowanego systemu
tilingów T. Ustalmy zbiór sko«czony K ⊂ G oraz ε > 0. Niech k ∈ N b¦dzie liczb¡, tak¡
»e ka»dy ksztaªt S ∈ Sk jest (K, ε

2
)-niezmienniczy. Poªó»my N = max{|S| : S ∈ Sk} oraz

n = ⌈2N
δ
⌉, gdzie δ = ε

2|K|+1
. Z de�nicji ≺T , ka»dy odcinek porz¡dkowy [a, b]T o dªugo±ci

co najmniej n, jest sum¡ (caªych) kafelków tilingu Tk oraz, by¢ mo»e, fragmentów dwóch
dodatkowych tilingów, których elementy znajduj¡ si¦ na pocz¡tku i na ko«cu przedziaªu
[a, b]T . Sumaryczna dªugo±¢ tych fragmentów nie przekracza jednak 2N , wi¦c zajmuj¡
one nie wi¦cej ni» ε

2
dªugo±ci caªego odcinka. Skoro ka»dy z kafelków Tk jest (K, ε

2
)-

niezmienniczy, wi¦c suma kafelków, które s¡ caªkowicie zawarte w [a, b]T , równie» jest
(K, ε

2
)-niezmiennicza. Ostatecznie wi¦c, caªy odcinek [a, b]T jest (K, ε)-niezmienniczy. ■

Jak si¦ okazuje, jednostajna wªasno±¢ Følnera multiporz¡dku pochodz¡cego od syste-
mu tilingu jest nie tyle wªasno±ci¡ samego multiporz¡dku, co wªa±nie uporz¡dkowanego
systemu tilingu od którego pochodzi, co pokazuje poni»szy lemat.

Lemat 5.2.10. Niech T b¦dzie uporz¡dkowanym systemem tilingów. Dla ka»dego sko«czo-
nego zbioru K ⊂ G i ka»dego ε > 0 istnieje liczba l0, taka »e dla ka»dego T = (Tk)k≥0 ∈ T,
ka»dego k ∈ N oraz T ∈ Tk speªniaj¡cego |T | ≥ l0, ka»dy odcinek porz¡dkowy I ∈ IT (za-
warty w T ) o dªugo±ci co najmniej l0, jest (K, ε)-niezmienniczy.

Dowód. Na mocy Twierdzenia 5.2.9 istnieje liczba l0, taka »e dla ka»dego T ∈ TSTR,
ka»dy odcinek porz¡dkowy I w porz¡dku ≺T , o dªugo±ci co najmniej l0, jest (K, ε)-
niezmienniczy. Ponadto, na mocy Lematu 5.2.5, TSTR jest g¦sty w T, wi¦c ka»dy odcinek
I ∈ IT jest odcinkiem porz¡dkowym w pewnym porz¡dku ≺T , gdzie T ∈ TSTR. St¡d
wynika teza. ■
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Rozdziaª 5. Multiporz¡dki pochodz¡ce od systemów tilingów

Podrozdziaª ten zako«czymy trzema przykªadami multiporz¡dków pochodz¡cych od
uporz¡dkowanych systemów tilingów. Szczególnie interesuj¡cy jest Przykªad 5.2.12. Poka-
zuje on bowiem, »e na Z mo»na zada¢ wiele niestandardowych porz¡dków istotnie ró»nych
od standardowego porz¡dku <.

Przykªad 5.2.11. Niech G = Z i niech T skªada si¦ z ci¡gów tilingów T = (Tk)k≥0, takich
»e ka»dy tiling Tk jest rozbiciem Z na odcinki o jednakowej dªugo±ci 2k (czyli ka»da rodzina
ksztaªtów Sk skªada si¦ z jednego elementu b¦d¡cego jakim± odcinkiem w Z o dªugo±ci 2k,
który zawiera 0). Na ka»dym poziomie k numerujemy podkafelki ka»dego kafelka T od
lewej do prawej. Wówczas ka»dy ci¡g tilingów T ∈ TSTR zadaje porz¡dek ≺T , który
zgadza si¦ z naturalnym porz¡dkiem < na Z.

Zauwa»my, »e w powy»szym przykªadzie, w T jest przeliczalnie wiele ci¡gów tilingów
T = (Tk)k≥0, które nie s¡ w pozycji ogólnej. S¡ to dokªadnie takie ci¡gi tilingów, dla
których istnieje element n ∈ Z, taki »e od pewnego miejsca k ∈ N, n jest kra«cem jakiego±
odcinka (kafelka) T ∈ Tk. Ka»dy z tych ci¡gów zadaje naturalny porz¡dek na odcinkach
(−∞, n] oraz [n+ 1,∞), lecz elementy n oraz n+ 1 nie s¡ ze sob¡ porównywalne.

Przykªad 5.2.12. Niech G oraz T b¦d¡ jak w Przykªadzie 5.2.11, lecz tym razem inaczej
numerujemy podkafelki na poziomach k ∈ N. Dla k parzystych, podkafelki numerujemy
od lewej do prawej, a dla k nieparzystych od prawej do lewej. W ten sposób otrzymujemy
multiporz¡dek na Z zªo»ony z niestandardowych porz¡dków (maj¡cych �nieograniczone
skoki�), takich jak na Rysunku 5.1.

8 9 12 13 10 11 0 1 -1 4 5 2 3 24-26 7

Rysunek 5.1. Przykªad niestandardowego porz¡dku na Z

Przykªad 5.2.13. Rozwa»my teraz grup¦G = Z2 z dodawaniem po wspóªrz¦dnych. Niech T
b¦dzie systemem tilingów, takim »e dla ka»dego k ∈ N, rodzina ksztaªtów Sk+1 skªada si¦
z czterech jednakowych kwadratów o rozmiarze 2k+1×2k+1, którym nadajemy jednak ró»ne
symbole, na przykªad ⊔k+1, ⊏k+1, ⊐k+1 i ⊓k+1. Ka»dy z tych ksztaªtów dzielimy na cztery
podkafelki b¦d¡ce identycznymi kwadratami (oznaczonymi jednak ró»nymi symbolami)
o rozmiarze 2n × 2n, wykorzystuj¡c trzy z czterech dost¦pnych ksztaªtów ⊔k, ⊏k, ⊐k i ⊓k

(dwa z podkafelków maj¡ ten sam ksztaªt). Ksztaªty dzielone s¡ wedªug schematu (numery
w macierzach odpowiadaj¡ numeracji podksztaªtów):

⊔k+1 =

[
⊐k ⊏k

⊔k ⊔k

] [
1 4
2 3

]
, ⊏k+1=

[
⊏k ⊔k

⊏k ⊓k

] [
3 4
2 1

]
,

⊐k+1 =

[
⊔k ⊐k

⊓k ⊐k

] [
1 2
4 3

]
, ⊓k+1 =

[
⊓k ⊓k

⊐k ⊏k

] [
3 2
4 1

]
.

Sposób, w jaki numerowane s¡ podksztaªty przypomina konstrukcj¦ tzw. krzywej Hilberta,
z t¡ ró»nic¡, »e zamiast otrzymywa¢ coraz g¦stsz¡ krzyw¡ w ka»dym kolejnym kroku, od-
wracamy proces. Rozpoczynamy od ªamanej, w której wierzchoªkach s¡ wszystkie punkty
z Z2 i w ka»dym kroku konstruujemy krzyw¡ zbudowan¡ z coraz wi¦kszych kwadratów,
tak jak na Rysunku 5.2 (krzywe o ró»nym stylu i grubo±ci linii odpowiadaj¡ kolejnym
poziomom tilingów a krzywa o cienkiej linii przerywanej odpowiada poziomowi najni»-
szemu). Jak mo»na ªatwo sprawdzi¢, ka»dy T ∈ TSTR generuje inn¡ krzyw¡ Hilberta.
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Rysunek 5.2. Krzywa Hilberta na Z2

5.3 Wy±rodkowane oraz hodometryczne systemy tilin-

gów

W podrozdziale tym zde�niujemy dwie nowe klasy uporz¡dkowanych systemów tilin-
gów - wy±rodkowane oraz hodometryczne. Wykorzystane one zostan¡ w kolejnym rozdziale
do konstrukcji rozszerzenia bez par asymptotycznych.

De�nicja 5.3.1. Uporz¡dkowany system tilingów T =
∨

k≥0 Tk nazywamy wy±rodkowa-
nym, je»eli dla ka»dego T = (Tk)k≥0 ∈ T, ka»dego k ∈ N oraz ka»dego T ∈ Tk, ±rodek
kafelka T jest elementem minimalnym porz¡dku ≺T (porz¡dek ≺T zde�niowany zostaª pod
De�nicj¡ 5.2.2).

Uwaga 5.3.2. Ka»dy uporz¡dkowany system tilingów T posiada faktor topologiczny b¦d¡-
cy wy±rodkowanym systemem tilingów T̃. W istocie, wymagany faktor tworzymy, przesu-
waj¡c odpowiednio ±rodek ka»dego kafelka w T. Dokªadniej, w miejsce ka»dego ksztaªtu
S ∈ Sk kªadziemy nowy ksztaªt S̃ = S ·g−1, gdzie g jest elementem minimalnym w porz¡d-
ku na S. Porz¡dek elementów na S̃ ustalamy jako obraz porz¡dku na S przez przesunni¦cie
o g−1. W ten sposób jedno±¢ e jest zawsze minimalnym elementem ksztaªtu S̃ i, w konse-
kwencji, ±rodek ka»dego kafelka T̃ o ksztaªcie S̃ jest minimalnym elementem w porz¡dku
na T̃ (wynikaj¡cym z porz¡dku na S̃ wedªug reguªy (5.5)). Przeksztaªcenie z T na T̃
polega na przekodowaniu ka»dego ci¡gu elementów symbolicznych T ∈ T reprezentuj¡-
cego ci¡g tilingów na ci¡g elementów symbolicznych T̃ ∈ T̃ dla nowych rodzin ksztaªtów
S̃k = {S̃ : S ∈ Sk}. Zauwa»my, »e w ten sposób, w »adnym z tilingów nie mody�kujemy
»adnego kafelka (jako zbioru), a jedynie jego reprezentacj¦ (S, c), gdzie S przechodzi na
S̃ = S · g−1 a c przechodzi na c̃ = g · c. Oczywi±cie T̃ jest deterministyczny, gdy» T taki
byª. �atwo sprawdzi¢ ponadto, »e je»eli T ∈ T jest wyprostowanym ci¡giem tilingów, to
jego obraz T̃ w T̃ równie» jest ci¡giem wyprostowanym i zachodzi ≺T =≺T̃ .
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De�nicja 5.3.3. Niech (pk)k∈N b¦dzie ±ci±le rosn¡cym ci¡giem liczb naturalnych, takim
»e pk−1|pk dla ka»dego k ∈ N. Uporz¡dkowany system tilingów T =

∨
k≥0 Tk o rodzi-

nach ksztaªtów Sk, k ≥ 0, nazywamy hodometrycznym (z baz¡ (pk)k≥0) je»eli dla ka»dego
T = (Tk)k≥0 ∈ T, ka»dego k ∈ N oraz ka»dego T ∈ Tk, ±rodki podkafelków T ′ ∈ Tk−1
kafelka T speªniaj¡ zale»no±¢

jT ′ ≡ jT mod pk−1, (5.7)

gdzie jT ′ oraz jT s¡ pozycjami ±rodków kafelków odpowiednio T ′ oraz T , licz¡c wzdªu»
porz¡dku ≺T .

6

Uwaga 5.3.4. Je»eli T jest hodometryczny, to dla ka»dego T = (Tk)k≥0 ∈ TSTR i ka»dego
k ∈ N, pozycje ±rodków wszystkich kafelków T ∈ Tk w porz¡dku ≺T przystaj¡ do siebie
modulo pk.

Poni»szy lemat pokazuje, »e dla ka»dego systemu tilingów T mo»na skonstruowa¢ sys-
tem tilingów T′, hodometryczny z dowoln¡ zadan¡ baz¡ (pk)k∈N, który jest rozszerzeniem
pryncypialnym7 T.

Lemat 5.3.5. Niech T =
∨

k≥0 Tk b¦dzie wy±rodkowanym systemem tilingów na G i
niech (pk)k∈N b¦dzie jak De�nicji 5.3.3. Wówczas istnieje system tilingów T′ na G, hodo-
metryczny z baz¡ (pk)k∈N, b¦d¡cy pryncypialnym rozszerzeniem T. Ponadto, dla ka»dego
T ∈ TSTR, ka»dy T ′ ∈ T′ nale»¡cy do wªókna T jest wyprostowanym ci¡giem tilingów
w T′ oraz speªnia ≺T ′ =≺T .

Dowód. Tradycyjnie przez Sk oznacza¢ b¦dziemy rodzin¦ ksztaªtów tilingu dynamiczne-
go Tk. Przechodz¡c do podci¡gu (Tk)k≥0, mo»emy zaªo»y¢, »e pk ≤ min{|S| : S ∈ Sk}.
System T′ konstruujemy wedªug poni»szego schematu.

W pocz¡tkowym kroku, dla ka»dego k ∈ N oraz Tk ∈ Tk, przesuwamy ±rodek ka»dego
kafelka T ∈ Tk na jedn¡ z pk pocz¡tkowych pozycji w T (licz¡c wzdªu» ≺T ). Czynimy to
na wszystkie mo»liwe sposoby, niezale»nie dla ka»dego kafelka. W ten sposób tworzymy
kongruentny (lecz nie deterministyczny) ukªad tilingów T(0), który jest oczywi±cie rozsze-
rzeniem topologicznym systemu T. Ka»dy ksztaªt S ∈ Sk zast¦pujemy w T0 pk nowymi
ksztaªtami, w zale»no±ci od pozycji ±rodka S. Entropia topologiczna k-tego poziomu tego
rozszerzenia zostaje wi¦c zwi¦kszona o nie wi¦cej ni» δk = log pk

min{|S|:S∈Sk}
< log pk

pk
wzgl¦dem

entropii Tk. Poniewa» liczby pk rosn¡ podwykªadniczo, wi¦c
∑

k∈N δk <∞.
Nast¦pnie, w ka»dym kroku n ≥ 1 konstruujemy T(n), zachowuj¡c jedynie te ci¡gi

(T (0)
k )k≥0 ∈ T(0), które speªniaj¡ warunek, »e dla ka»dego n ≥ k, ka»dego kafelka T ∈ T (0)

n

oraz ka»dego podkafelka T ′ ∈ T (0)
k kafelka T , zachodzi jT ′ ≡ jT mod pk, gdzie jT ′ oraz jT

s¡ pozycjami ±rodków odpowiednio T ′ oraz T , licz¡c wzdªu» porz¡dku ≺T . Entropia wa-
runkowa ukªadu (T(n), G) pod warunkiem (T, G) jest ograniczona przez Σk≥nδk (która
to liczba zbiega do 0, gdy n → ∞). Ukªad tilingów T′ de�niujemy jako przekrój (po n)
kongruentnych ukªadów tilingów T(n), n ∈ N. Zauwa»my, »e T′ jest ju» deterministyczny,
gdy» ±rodek ka»dego kafelka determinuje pozycje ±rodków wszystkich jego podkafelków.
Zatem T′ jest systemem tilingów rozszerzaj¡cym T. Ze sposobu w jaki konstruowali±my

6Przez pozycj¦ elementu g ∈ T w porz¡dku ≺T , gdzie T jest kafelkiem pewnego tilingu, rozumiemy
liczb¦ j ∈ [1, |T |], tak¡ »e j≺T = g. Analogicznie, przez pozycj¦ elementu g ∈ G w porz¡dku ≺T , gdzie T
jest wyprostowanym ci¡giem tilingów, rozumiemy liczb¦ j ∈ Z, tak¡ »e j≺T = g.

7Rozszerzeniem pryncypialnym topologicznego ukªadu dynamicznego (X,G) nazywamy ukªad topolo-
giczny (X̂,G), taki »e dla ka»dej G-niezmienniczej, borelowskiej miary probabilistycznej ν na X̂ zachodzi
h(ν,G|ΣX), gdzie ΣX jest sigma-ciaªem borelowskim na X.
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5.3. Wy±rodkowane oraz hodometryczne systemy tilingów

ukªady T(n) wynika wprost, »e T jest równie» hodometryczny z baz¡ (pk)k∈N. �atwo rów-
nie» sprawdzi¢, »e dla ka»dego T ∈ TSTR, wszystkie T ′ nale»¡ce do wªókna T s¡ wyprosto-
wane oraz speªniaj¡ ≺T ′ =≺T . Warunkowa entropia topologiczna ukªadu (T′, G) pod wa-
runkiem faktora (T, G) wynosi zero, gdy» T′ jest zde�niowany jako przekrój ukªadów T(n),
gdzie ci¡g entropii warunkowych lim

n→∞
htop(T

(n), G|T). St¡d, na mocy zasady wariacyjnej

dla entropii warunkowej (zob. np. [30, Twierdzenie 5.1]), dla ka»dej G-niezmienniczej,
borelowskiej miary probabilistycznej ν na T′ mamy h(ν,G|ΣT) = 0, gdzie ΣT jest sigma-
ciaªem borelowskim na T. Zatem (T′, G) jest rozszerzeniem pryncypialnym (T, G). ■
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Rozdziaª 6

Uogólnienie Twierdzenia

Downarowicza-Lacroix na dziaªania

przeliczalnych grup ze ±redni¡

Rozdziaª ten po±wi¦cony jest udowodnieniu Twierdzenia 6.2.3 gªosz¡cego, »e ka»dy
topologiczny ukªad dynamiczny (X,G) o entropii zero posiada rozszerzenie (Y,G), które
nie ma par asymptotycznych wzdªu» »adnego porz¡dku z pewnego multiporz¡dku pocho-
dz¡cego od systemu tilingów. Razem z Twierdzeniem 4.2.6 daje ono peªn¡ charakteryzacj¦
ukªadów o entropii zero jako faktorów ukªadów bez par asymptotycznych, analogiczn¡ do
Twierdzenia [12, Twierdzenie 4.1].

Podobnie jak w przypadku Twierdzenia 4.2.6, dotycz¡cego istnienia par asymptotycz-
nych w ukªadach o dodatniej entropii, wpierw udowodnimy wersj¦ twierdzenia dla tzw.
ukªadów topologicznie multiuporz¡dkowanych, czyli ukªadów topologicznych (X,G) po-
siadaj¡cych faktor T b¦d¡cy systemem tilingów. Dodatkowo b¦dziemy zakªada¢, »e ów
system tilingów T jest hodometryczny oraz »e przeciwobraz zbioru ci¡gów wyprostowa-
nych TSTR jest g¦sty w X. Nast¦pnie rozszerzymy to twierdzenie na dowolne ukªady
topologiczne z dziaªaniem grup ze ±redni¡. Rozpoczynamy wi¦c od wprowadzenia for-
malnej de�nicji ukªadu topologicznie multiuporz¡dkowanego oraz pary φ-asymptotycznej
w takim ukªadzie.

De�nicja 6.0.1. Niech (X,G) b¦dzie topologicznym ukªadem dynamicznym, takim »e ist-
nieje uporz¡dkowany system tilingów (T, G), b¦d¡cy faktorem (X,G) przez odwzorowanie
ϕ : X → T i niech X̃ = ϕ−1(TSTR). Niech φ : X̃ → ÕT b¦dzie dane przez x 7→≺T , gdzie
T = ϕ(x). Wówczas czwórk¦ (X,G, ϕ, φ) b¦dziemy nazywa¢ topologicznie multouporz¡d-
kowanym ukªadem dynamicznym. Par¦ (x, x′) ró»nych punktów z X b¦dziemy nazywa¢
φ-asymptotyczn¡, je»eli x, x′ ∈ X̃, φ(x) = φ(x′) (lecz niekoniecznie ϕ(x) = ϕ(x′)) oraz
je»eli punkty te tworz¡ par¦ ≺-asymptotyczn¡, gdzie ≺= φ(x).

Uwaga 6.0.2. Zauwa»my, »e je»eli (X,G, ϕ, φ) jest topologicznie multiuporz¡dkowanym
ukªadem dynamicznym oraz µ jest G-niezmiennicz¡, borelowsk¡ miar¡ probabilistyczn¡
na X, to (X,µ,G, φ) jest ukªadem multiuporz¡dkowanym w my±l De�nicji 2.2.1 (patrz
Uwaga 5.2.7). Co wi¦cej, ka»da para (x, x′) punktów z X, która jest φ-asymptotyczna
w sensie De�nicji 6.0.1, jest równie» φ-asymptotyczna w my±l De�nicji 4.0.2.
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6.1. Rozszerzenia zerowymiarowe

6.1 Rozszerzenia zerowymiarowe

W konstrukcji rozszerzenia bez par asymptotycznych posªu»ymy si¦ teori¡ rozszerze«
zerowymiarowych. Ten krótki podrozdziaª po±wi¦cony jest zaznajomieniu czytelnika z kil-
koma elementami tej teorii oraz wprowadzeniu pewnych przydatnych oznacze«. Oczywi-
±cie sama teoria rozszerze« zerowymiarowych jest niezwykle bogata, my ograniczymy si¦
jedynie do przytoczenia kilku faktów, istotnych z punktu widzenia dalszych rozwa»a«.

Ukªad dynamiczny (X,G) nazywamy zerowymiarowym, je»eli sama przestrze« X jest
zerowymiarowa (tzn. istnieje baza topologii X, która skªada si¦ wyª¡cznie ze zbiorów
otwarto-domkni¦tych). Ka»dy zerowymiarowy ukªad (X,G) mo»e by¢ reprezentowany
przez podukªad (

∏
n∈N{0, 1}G, G), którego elementy maj¡ posta¢ �tablic binarnych�

(xn,g)n∈N,g∈G, gdzie xn,g ∈ {0, 1} dla ka»dego n ∈ N i g ∈ G, a na którym G dziaªa
poprzez przesuni¦cia (na ka»dym poziomie n), tzn. (h(x))n,g = xn,gh dla ka»dego n ∈ N
i g, h ∈ G. Czyli, innymi sªowy, na ka»dy ukªad zerowymiarowy mo»emy patrze¢ jak na
przeliczalne poª¡czenie binarnych ukªadów symbolicznych (nad G). Od tej pory, mówi¡c
o ukªadzie zerowymiarowym, zawsze b¦dziemy mie¢ ju» na my±li wªa±nie powy»sz¡ jego
reprezentacj¦.

Uwaga 6.1.1. Poniewa» ukªad tilingów T jest de�niowany jako poª¡czenie przeliczalnie
wielu ukªadów symbolicznych Tk, k ≥ 0, wi¦c jest on oczywi±cie sam w sobie ukªadem
zerowymiarowym.

Ustalmy n ∈ N oraz zbiór sko«czony F ⊂ G. Blokiem n-pi¦trowym o dziedzinie F na-
zywa¢ b¦dziemy sko«czon¡ �tablic¦� B = (bi,g)i∈[1,n],g∈F ∈

∏n
i=1{0, 1}F . Dla bloków B i B′

b¦dziemy ponadto pisa¢ B ≈ B′, je»eli maj¡ one t¦ sam¡ liczb¦ pi¦ter n oraz, z dokªadno-
±ci¡ do przesuni¦cia, maj¡ jednakowe dziedziny, tzn. je»eli F jest dziedzin¡ B to istnieje
element h ∈ G, taki »e Fh jest dziedzin¡ B′, i dla ka»dego i ∈ [1, n] oraz ka»dego g ∈ F
mamy bi,g = b′i,gh. Powiemy równie», »e blok B o n pi¦trach i dziedzinie F , wyst¦puje w X,
je»eli istnieje punkt x ∈ X, taki »e dla ka»dego i ∈ [1, n] oraz ka»dego g ∈ F zachodzi
xi,g = bi,g. W takiej sytuacji b¦dziemy pisa¢ x|[1,n]×F = B. Rodzin¦ wszystkich bloków
o n pi¦trach i dziedzinie F , które wyst¦puj¡ w X, b¦dziemy oznacza¢ symbolem Bn(F ).
Zauwa»my, »e poniewa» X jest niezmienniczy na dziaªanie G dane przez przesuni¦cia,
to blok B wyst¦puje w X razem ze wszystkimi swoimi przesuni¦ciami, tzn. blokami B′,
takimi »e B ≈ B′. W przypadku, gdy G = Z i F ⊂ Z jest odcinkiem o dªugo±ci l, zamiast
mówi¢, »e blok B ma dziedzin¦ F , powiemy, »e blok B ma dªugo±¢ l (z niezmienniczo±ci
na przesuni¦cia, ka»dy blok B′ o tej samej liczbie pi¦ter co B, dziedzinie b¦d¡cej odcin-
kiem o dªugo±ci l oraz takich samych symbolach wyst¦puj¡cych w takiej samej kolejno±ci,
speªnia B ≈ B′).

Ka»dy topologiczny ukªad dynamiczny (X,G) z dziaªaniem grupy ze ±redni¡ G, po-
siada rozszerzenie zerowymiarowe (X̂,G), które jest pryncypialne, czyli dla ka»dej G-
niezminniczej, borelowskiej miary probabilistycznej ν na X̂ zachodzi h(ν,G|ΣX) = 0,
gdzie ΣX jest sigma-ciaªem borelowskim na X � zob. [17, Twierdzenie 3.2]. Je»eli ponad-
to htop(X,G) = 0, to na mocy zasady wariacyjnej dla dziaªa« grup ze ±redni¡, zachodzi
równie» htop(X̂,G) = 0.

Podrozdziaª ten zako«czymy prostym lematem dotycz¡cym ukªadów zerowymiarowych
o entropii zero, który wynika z Lematu 5.2.10.

Lemat 6.1.2. Niech T =
∨

k≥0 Tk b¦dzie uporz¡dkowanym systemem tilingów na przeli-
czalnej grupie ze ±redni¡ G i niech Sk oznacza rodzin¦ ksztaªtów tilingu Tk. Niech (X,G)
b¦dzie ukªadem zerowymiarowym, takim »e htop(X,G) = 0. Wówczas, dla ka»dego ε > 0
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oraz ka»dego n ∈ N, istnieje liczba l0, taka »e dla ka»dego T = (Tk)k≥0 ∈ T, ka»dego
k ∈ N i dowolnego T ∈ Tk o liczno±ci |T | ≥ l0 oraz ka»dego odcinka I ∈ IT (zawartego
w T ) o dªugo±ci l ≥ l0, zachodzi

#Bn(I) < 2⌊l·ε⌋. (6.1)

Dowód. Przypu±¢my, »e teza lematu nie jest prawdziwa. Wówczas istniej¡ liczby ε > 0
i n ∈ N oraz rosn¡cy ci¡g liczb naturalnych (lm)m∈N i ci¡g kafelków (Tm)m∈N, takich »e
ka»dy Tm jest kafelkiem jakiego± tilingu Tkm z ci¡gu T ∈ T oraz speªnia |Tm| ≥ lm.
Istnieje równie» ci¡g odcinków (Im)m∈N, takich »e dla ka»dego m ∈ N mamy Im ∈ ITm

oraz |Im| = lm oraz dla którego zachodzi

#Bn(Im) ≥ 2⌊lm·ε⌋.

Z Lematu 5.2.10 wynika, »e ci¡g (Im)m∈N jest ci¡giem Følnera w G. St¡d, powy»sza
równo±¢ implikuje, »e htop(X,G) ≥ ε. Otrzymali±my wi¦c sprzeczno±¢. ■

6.2 Rozszerzenie topologicznego ukªadu dynamicznego

o entropii zero bez par asymptotycznych

Twierdzenie 6.2.1. Niech G b¦dzie przeliczaln¡ grup¡ ze ±redni¡ i niech (X,G, ϕ, φ) b¦-
dzie zerowymiariowym, topologicznie multiuporz¡dkowanym ukªadem dynamicznym, któ-
rego faktorem jest uporz¡dkowany system tilingów T. Je»eli dodatkowo X̃ = ϕ−1(TSTR)
jest g¦stym podzbiorem X oraz htop(X,G) = 0, to istnieje topologicznie multiuporz¡dkowa-
ny ukªad (Y,G, ϕ̃, φ̃) b¦d¡cy rozszerzeniem (X,G) przez odwzorowanie π, gdzie ϕ̃ = ϕ ◦ π
i φ̃ = φ ◦ π. Ponadto ukªad (Y,G) równie» jest zerowymiarowy, ma entropi¦ zero oraz
ϕ̃−1(TSTR) jest g¦stym podzbiorem Y , a odwzorowanie π skleja pary φ̃-asymptotyczne (tzn.
je»eli (y, y′) jest par¡ φ̃-asymptotyczn¡ w Y , to π(y) = π(y′)).

Dowód. Na mocy Uwagi 5.3.2 mo»emy zaªo»y¢, »e T = ϕ(X) jest systemem wy±rodko-
wanym. Poniewa» X ma entropi¦ topologiczn¡ zero, wi¦c T, jako faktor X, równie» ma
entropi¦ zero. Na mocy Lematu 5.3.5 istnieje system tilingów T′, hodometryczny z ja-
k¡± baz¡ (pk)k∈N, b¦d¡cy rozszerzeniem pryncypialnym T. St¡d, z zasady wariacyjnej dla
dziaªa« grup ze ±redni¡, wynika »e htop(T

′, G) = 0. Niech (X̂,G) b¦dzie produktem wªók-
nistym1 ukªadów (X,G) oraz (T′, G) nad wspólnym faktorem (T, G). Oczywi±cie mamy
wówczas htop(X̂,G) = 0. Poniewa» (X̂,G) jest rozszerzeniem zerowymiarowym ukªadu
(X,G) (jest to produkt dwóch ukªadów zerowymiarowych), wi¦c wymagane rozszerzenie
sklejaj¡ce pary asymptotyczne b¦dziemy konstruowa¢ ju» dla ukªadu (X̂,G). Zauwa»my
przy tym, »e ukªad (X̂,G) faktoryzuje si¦ oczywi±cie na oba ukªady (X,G) oraz (T′, G) po-
przez rzuty na odpowiednie wspóªrz¦dne, które b¦dziemy oznacza¢ symbolami π̂ : X̂ → X
i ϕ̂′ : X̂ → T′ odpowiednio. Kªadziemy ponadto ϕ̂ = ϕ ◦ π̂. Wówczas przeksztaªcenia ϕ̂
i ϕ̂′ s¡ faktor-odwzorowaniami z (X̂,G) w (T, G) i (T′, G) odpowiednio, przy czym prze-
ksztaªcenia φ̂(x) =≺T , gdzie T = ϕ̂(x) oraz φ̂′(x) =≺T ′ , gdzie T ′ = ϕ̂′(x) zgadzaj¡
si¦ gdy» X̂ jest produktem wªóknistym, a na na mocy Lematu 5.3.5, ka»dy ci¡g tilingów
T ′ ∈ T′ nale»¡cy do wªókna wyprostowanego ci¡gu T ∈ TSTR sam jest wyprostowany

1Je»eli (X1, G) oraz (X2, G) s¡ dwoma topologicznymi ukªadami dynamicznymi, maj¡cymi wspól-
ny faktor (Y,G) odpowiednio przez przeksztaªcenia π1 : X1 → Y oraz π2 : X2 → Y , to produktem

wªóknistym ukªadów (X1, G) i (X2, G) nad wspólnym faktorem (Y,G) nazywamy ukªad (X̂,G), gdzie
X̂ = {(x1, x2) ∈ X1 ×X2 : π1(x1) = π2(x2)}, z dziaªaniem produktowym G.

63
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oraz zadaje ten sam porz¡dek na G co T , czyli ≺T ′ =≺T . Ponadto ϕ̂−1(TSTR) jest g¦stym
podzbiorem X̂. W dalszej cz¦±ci b¦dziemy si¦ jednak zawsze odnosi¢ do hodometrycznego
systemu tilingów T′ oraz topologicznie multiuporz¡dkowanego ukªadu (X̂,G, ϕ̂′, φ̂′), lecz
dla uproszczenia zapisu b¦dziemy je oznacza¢ symbolami odpowiednio T oraz (X,G, ϕ, φ)
tak jak pierwotnie zadany system tilingów i ukªad topologicznie multiuporz¡dkowany.

Niech I oznacza rodzin¦ wszystkich odcinków porz¡dkowych le»¡cych wewn¡trz kafel-
ków z systemu tilingów T (z pomini¦ciem kafelków poziomu zero b¦d¡cymi singletonami),
czyli

I =
⋃

T =(Tk)k≥0∈T

⋃
k∈N

⋃
T∈Tk

IT .

Dla ka»dego n ∈ N kªadziemy εn = 2−n. Poniewa» htop(X,G) = 0, wi¦c na mocy Le-
matu 6.1.2, dla ka»dego n ∈ N, istnieje liczba kn, taka »e dla ka»dego odcinka I ∈ I
o dªugo±ci pkn , liczno±¢ rodziny Bn(I) bloków o n pi¦trach i dziedzinie I, które wyst¦puj¡
w X, speªnia nierówno±¢

#Bn(I) < 2
pkn
2n . (6.2)

Zatem dla ka»dego n ∈ N istnieje injekcja (kodowanie) ψI
n z rodziny Bn(I) w rodzin¦

wszystkich binarnych bloków o dªugo±ci pkn
2n

(bez utraty ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e
2n|pkn). Dla uproszczenia zapisu, od tej chwili, w miejsce pkn oraz Tkn b¦dziemy pisa¢
odpowiednio pn oraz Tn.

Dla X̃ = ϕ−1(TSTR), ustalmy x ∈ X̃ i poªó»my T = (Tk)k≥0 = ϕ(x). Skonstruujemy
teraz element symboliczny (binarny) yx, który b¦dzie cz¦±ci¡ przeciwobrazu π−1(x).

W pierwszym kroku analizowa¢ b¦dziemy jedynie pierwsze pi¦tro x. Poniewa» T jest
hodometryczny oraz T jest ci¡giem wyprostowanym, pozycje ±rodków wszystkich kafelków
T ∈ T1, w porz¡dku ≺T , przystaj¡ do siebie modulo p1. Oznacza to, »e mo»emy podzieli¢
caª¡ grup¦ G na rozª¡czne odcinki wzdªu» porz¡dku ≺T : . . . , I1−2, I

1
−1, I

1
0 , I

1
1 , I

1
2 , . . . , tak

»e ka»dy z odcinków I1i ma dªugo±¢ równ¡ p1 oraz »e ±rodek ka»dego z kafelków T ∈ T1

zajmuje zawsze pocz¡tkow¡ pozycj¦ w odcinku I1i , do którego nale»y (by ustali¢ numeracj¦
odcinków, ustalamy, »e I10 jest odcinkiem, do którego nale»y jedno±¢ e).

Dla ka»dego i ∈ Z, patrzymy na blok B = x|{1}×I1i i znajdujemy jego obraz B̂ = ψ
I1i
1 (B)

(wówczas |B̂| = p1
2
). Niech R oznacza pocz¡tkow¡ poªow¦ odcinka I1i+1 � nast¦pnego

w kolei (wówczas |R| = |B̂|). Teraz de�niujemy yx obci¦ty do zbioru R, wpisuj¡c symbole
z bloku binarnego B̂ na pozycjach yx|R, zachowuj¡c kolejno±¢ symboli jak w bloku B̂. Po
tym kroku yx pozostaje niezde�niowany na dokªadnie poªowie ka»dego odcinka o dªugo±ci
p1 wzdªu» porz¡dku ≺T . Czyli yx pozostaje niezde�niowany na podzbiorze G o górnej
g¦sto±ci Banacha2 1

2
.

Dla ustalonego n ∈ N zaªó»my, »e po n krokach konstrukcji, dla ka»dego odcinka po-
rz¡dkowego dªugo±ci pn wzdªu» ≺T , element symboliczny yx pozostaje niezde�niowany
na fragmencie tego odcinka o liczno±ci dokªadnie (1

2
)npn. W kroku n + 1 patrzymy na

pocz¡tkowych n + 1 pi¦ter x. Podobnie jak w kroku 1, dzielimy grup¦ G na rozª¡czne
odcinki porz¡dkowe wzdªu» ≺T : . . . , I

n+1
−2 , In+1

−1 , In+1
0 , In+1

1 , In+1
2 , . . . , tak »e ka»dy z od-

cinków In+1
i ma dªugo±¢ równ¡ pn+1 oraz »e ±rodek ka»dego kafelka T ∈ Tn+1 zajmuje

zawsze pocz¡tkow¡ pozycj¦ w odcinku In+1
i , do którego nale»y.

Dla ka»dego i ∈ Z patrzymy teraz na blok B = x|[1,n+1]×In+1
i

i znajdujemy jego obraz

B̂ = ψ
In+1
i

n+1 (B) (wówczas |B̂| = pn+1

2n+1 ). Niech R oznacza zbiór zªo»ony z dokªadnie poªowy
pocz¡tkowych elementów odcinka In+1

i+1 , na których yx wci¡» nie jest jeszcze zde�niowany

2Patrz przypis 4 w podrozdziale 5.2.
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(wówczas |R| = |B̂|). De�niujemy teraz yx obci¦te do zbioru R, wpisuj¡c symbole z B̂ na
pozycjach yx|R, zachowawszy ich kolejno±¢. W ten sposób, po tym kroku, dla dowolnego
odcinka o dªugo±ci pn+1 wzdªu» ≺T , yx pozostaje niezde�niowany dokªadnie na jego cz¦-
±ci o liczno±ci (1

2
)n+1pn+1. Czyli yx pozostaje niezde�niowany na podzbiorze G o górnej

g¦sto±ci Banacha (1
2
)n+1.

Ostatecznie, po wykonaniu wszystkich kroków konstrukcji, yx wci¡» mo»e pozostawa¢
niezde�niowany na pewnym podzbiorze G, jednak zbiór ten ma g¦sto±¢ zero. Wypeªniamy
te puste miejsca na wszystkie mo»liwe sposoby. Otrzymujemy w ten sposób wiele ró»nych
wersji yx, które razem tworz¡ zbiór Yx ⊂ {0, 1}G. Kªadziemy teraz

Y =
⋃
x∈X̃

⋃
yx∈Yx

{(yx, x)} ⊂ {0, 1}G ×X. (6.3)

Oczywistym jest, »e Y jest zbiorem niezmienniczym na dziaªanie produktowe G oraz »e
rzut Y na drug¡ wspóªrz¦dn¡ jest równy X̃ = X. Zatem (X,G) jest faktorem (Y,G) przez
rzutowanie na drug¡ wspóªrz¦dn¡ π : {0, 1}G ×X → X. Ze wzoru (6.3) wynika równie»,
»e ϕ̃−1(TSTR) = π−1(ϕ−1(TSTR)) = π−1(X̃) jest g¦stym podzbiorem Y , zatem (Y,G, ϕ̃, φ̃)
jest ukªadem topologicznie multiuporz¡dkowanym. Oczywi±cie Y jest równie» ukªadem
zerowymiarowym. �atwo mo»na sprawdzi¢, »e je»eli x ∈ X̃, to π−1(x) = Yx×{x} (innymi
sªowy, przy domykaniu zbioru w (6.3) w przeciwobrazie x ∈ X̃ nie pojawiaj¡ si¦ »adne
nowe elementy). Poniewa» X̃ jest miary peªnej dla ka»dej G-niezmienniczej, borelowskiej
miary probabilistycznej na X oraz poniewa» dla ka»dego x ∈ X̃, element symboliczny
yx ∈ Yx jest determinowany przez x na caªym G za wyj¡tkiem zbioru o górnej g¦sto±ci
Banacha zero, wi¦c dla ka»dej G-niezmienniczej miary borelowskiej ν na Y , entropia
warunkowa h(ν,G|ΣX), gdzie ΣX jest sigma-ciaªem borelowskim na X, jest równa 0.
St¡d, stosuj¡c dwukrotnie zasad¦ wariacyjn¡ (dla ukªadu (X,G) oraz ukªadu (Y,G)),
dostajemy, »e entropia topologiczna ukªadu (Y,G) równie» jest równa 0.

Pozostaje pokaza¢, »e π skleja pary φ̃-asymptotyczne. Ad absurdum, zaªó»my »e (yx, x)
i (yx′ , x′) s¡ punktami z Y tworz¡cymi par¦ φ̃-asymptotyczn¡, takimi »e x i x′ s¡ ró»ne.
Wówczas, z de�nicji pary φ̃-asymptotycznej, x i x′ nale»¡ do X̃ oraz

φ(x) = φ̃((yx, x)) = φ̃((yx′ , x′)) = φ(x′) =≺

jest porz¡dkiem typu Z. Poªó»my T = (Tk)k≥0 = ϕ(x) i T ′ = (T ′k )k≥0 = ϕ(x′). Skoro T
i T ′ generuj¡ ten sam porz¡dek, to zachodzi jedna z dwóch poni»szych mo»liwo±ci:

(a) Dla ka»dego k ∈ N, pozycje ±rodków kafelków z Tk przystaj¡ modulo pk do pozycji
±rodków kafelków z T ′k (licz¡c wzdªu» ≺).

(b) Dla pewnego k ∈ N, pozycje ±rodków kafelków z Tk przystaj¡ modulo pk do pewnej
liczby j, podczas gdy pozycje kafelków z T ′k przystaj¡ modulo pk do innej liczby j′,
takiej »e j′ ̸≡ j mod pk.

W przypadku (b), tilingi Tk oraz T ′k , widziane jako elementy symboliczne, musz¡ by¢
distalne3, gdy» nie maj¡ »adnych wspólnych ±rodków kafelków. Wówczas ci¡gi tilingów T
oraz T ′ równie» musz¡ by¢ distalne, a w konsekwencji distalne s¡ równie» x oraz x′

i wreszcie tak»e (yx, x) oraz (yx′ , x′). Przeczy to oczywi±cie zaªo»eniu, »e (yx, x) i (yx′ , x′)
tworz¡ par¦ φ̃-asymptotyczn¡.

3Je»eli (X,G) jest topologicznym ukªadem dynamicznym, to punkty x, x′ ∈ X nazywamy distalnymi

je»eli istnieje liczba δ > 0, taka »e dX((g(x)), g(x′)) > δ dla wszystkich g ∈ G.
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Zajmijmy si¦ wi¦c przypadkiem (a). Skoro x ̸= x′, to musz¡ istnie¢ n0 ∈ N oraz g0 ∈ G,
takie »e xn,g0 ̸= x′n,g0 . Je»eli zachodzi (a), to dla ka»dego n ≥ n0, podziaªy grupy G na
odcinki Ini (i ∈ Z) o dªugo±ci pn, wynikaj¡ce z Tn oraz T ′n musz¡ by¢ takie same. Niech
wi¦c Ini0 oznacza odcinek tego podziaªu zawieraj¡cy g0. Wówczas dla B = x|[1,x]×Ini0 oraz

B′ = x′|[1,n]×Ini0 musi zachodzi¢B ̸= B′ i, w konsekwencji, ψ
Ini0
n (B) ̸= ψ

Ini0
n (B′). St¡d wynika,

»e yx|Ini0+1
̸= yx′ |Ini0+1

. Zatem istnieje element gn ∈ Ini0+1, taki »e symbole na pozycji gn w yx
oraz yx′ s¡ ró»ne. Z konstrukcji yx wynika, »e elementy gn, które to speªniaj¡, s¡ ró»ne dla
ró»nych indeksów n i wszystkie one nast¦puj¡ po g0 w porz¡dku ≺. St¡d yx oraz yx′ nie
mog¡ tworzy¢ pary ≺-asymptotycznej i w konsekwencji, (x, yx) i (x′, yx′) nie mog¡ by¢
φ̃-asymptotyczne. Otrzymali±my tym samym sprzeczno±¢, która ko«czy dowód. ■

Czytelnik znaj¡cy konstrukcj¦ rozszerzenia sklejaj¡cego pary asymptotyczne dla kla-
sycznego ukªadu topologicznego o entropii zero (z dziaªaniem Z) zaproponowan¡ przez
T. Downarowicza i Y. Lacroix w dowodzie Lematu 4.2 z [12]) zauwa»y pewne podo-
bie«stwa pomi¦dzy t¡ konstrukcj¡ a podan¡ przez nas w powy»szym dowodzie. Chcemy
wskaza¢ jednak pewne istotne ró»nice mi¦dzy nimi, które powoduj¡, »e nasza konstrukcja
nie jest bezpo±rednim rozszerzeniem konstrukcji przedstawionej w [12].

Uwaga 6.2.2. W dowodzie Lematu 4.2 z [12], ustala si¦ hodometr o bazie (pk)k∈N, który
mo»na uto»sami¢ z kongruentnym ci¡giem rozbi¢ (Pk)k∈N grupy Z na rozª¡czne odcinki,
takim »e dªugo±¢ ka»dego odcinka z Pk jest równa pk. Tak rozumiany hodometr na Z jest
de facto uporz¡dkowanym systemem tilingów T, w którym, dla ka»dego k ≥ 2, podkafelki
(czyli odcinki I ∈ Pk−1) odcinka z Pk s¡ uporz¡dkowane zgodnie z naturalnym porz¡d-
kiem < na Z. Je»eli dodatkowo ustalimy, »e ±rodek ka»dego odcinka le»y na jego lewym
kra«cu, to ten system tilingów jest hodometryczny z baz¡ (pk)k∈N. Zauwa»my jednak, »e
w przypadku tak zadanego systemu tilingów T, ka»dy T ∈ T zadaje porz¡dek ≺T , który
jest typu Z. Dokªadniej, dla ka»dego T ∈ T mamy ≺T =<. Jest tak, gdy» jedynymi ci¡-
gami T ∈ T, które nie s¡ wyprostowane s¡ te, dla których istnieje liczba p ∈ Z, która od
pewnego miejsca k ∈ N jest zawsze prawym kra«cem jakiego± odcinka I ∈ Pk. Wówczas
elementy p oraz p + 1 nie s¡ porównywalne w porz¡dku pochodz¡cym od uporz¡dkowa-
nia podkafelków, lecz T zadaje na odcinkach (−∞, p] oraz [p,∞) porz¡dki odpowiednio
typu −N oraz N. Ustalamy wi¦c (odgórnie), »e p ≺T p + 1 i wówczas ju» porz¡dek ≺T
jest liniowym porz¡dkiem typu Z, który de facto jest równy naturalnemu porz¡dkowi <.
Dzi¦ki temu, konstrukcj¦ odpowiedniego przeciwobrazu przeprowadza si¦ dla wszystkich
x ∈ X. Natomiast w dowodzie Twierdzenia 6.2.1 przeprowadzamy konstrukcj¦ jedynie dla
tych x ∈ X, które rzutuj¡ si¦ na ci¡gi wyprostowane. Przeciwobrazy pozostaªych x ∈ X
otrzymujemy przez domykanie zbioru par we wzorze (6.3). Z tego powodu dowód Twier-
dzenia 6.2.1 nie uogólnia w peªni dowodu Lematu 4.2 z [12] (rozszerzenia otrzymane za
pomoc¡ obu metod mog¡ by¢ istotnie ró»ne). Problem ten mo»na naprawi¢, nieznacznie
mody�kuj¡c dowód Twierdzenia 6.2.1. Mianowicie, w przypadku gdy T = (Tk)k≥0 nie jest
wyprostowany, lecz dzieli G na dwie cz¦±ci G1, G2, w taki sposób, »e obci¦cie ≺T do G1

jest porz¡dkiem typu −N, a obci¦cie do G2 jest typu N (czyli innymi sªowy w G1 istnieje
element maksymalny wzgl¦dem ≺T , lecz nie ma elementu minimalnego, a w G2 istnieje
element minimalny, lecz nie ma maksymalnego) oraz dla ka»dego k ∈ N pozycje ±rodków
kafelków z Tk, które s¡ zawarte w G1, przystaj¡ modulo pk do pozycji ±rodków kafelków za-
wartych w G2, to wówczas ustalamy, »e dla ka»dego k ∈ N, pierwszy kafelek zawarty w G2

jest nast¦pnikiem ostatniego kafelka zawartego w G1. W ten sposób porz¡dek ≺T staje si¦
porz¡dkiem typu Z na G i mo»emy przeprowadzi¢ analogiczn¡ konstrukcj¦ dla T jak dla
ci¡gów z TSTR. Po tej mody�kacji, Twierdzenie 6.2.1 w peªni uogólnia Lemat 4.2 z [12],
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a tak»e wszystkie kolejne twierdzenia tego rozdziaªu, które wynikaj¡ z Twierdzenia 6.2.1
uogólniaj¡ odpowiadaj¡ce im wyniki z [12].

Twierdzenie 6.2.3. Niech G b¦dzie przeliczaln¡ grup¡ ze ±redni¡ i niech (X,G, ϕ, φ) b¦-
dzie zerowymiariowym, topologicznie multiuporz¡dkowanym ukªadem dynamicznym, któ-
rego faktorem jest uporz¡dkowany system tilingów T. Je»eli dodatkowo X̃ = ϕ−1(TSTR)
jest g¦stym podzbiorem X oraz htop(X,G) = 0, to istnieje rozszerzenie topologiczne (Y,G)
ukªadu (X,G) poprzez faktor-odwzorowanie π, takie »e (Y,G) nie ma par φ̃-asymptoty-
cznych, gdzie φ̃ = φ ◦ π.

Dowód. Na mocy Twierdzenia 6.2.1, istnieje topologicznie multiuporz¡dkowany ukªad
(Y1, G, ϕ̃1, φ̃1) b¦d¡cy rozszerzeniem ukªadu (X,G) poprzez faktor-odwzorowanie π1, które
skleja pary φ̃1-asymptotyczne, gdzie ϕ̃1 = φ ◦ π1 oraz φ̃1 = φ ◦ π1. Ponadto ukªad (Y1, G)
jest zerowymiarowy, ma entropi¦ zero oraz ϕ̃−11 (TSTR) jest g¦stym podzbiorem Y . Mo»emy
wi¦c ponownie zastosowa¢ Twierdzenie 6.2.1, tym razem dla ukªadu (Y1, G, ϕ̃1, φ̃1), otrzy-
muj¡c topologicznie multiuporz¡dkowane rozszerzenie (Y2, G, ϕ̃2, φ̃2) ukªadu (Y1, G, ϕ̃1, φ̃1)
poprzez faktor-odwzorowanie π2, które skleja pary φ̃2-asymptotyczne, gdzie ϕ̃2 = ϕ̃1◦π2 =
ϕ ◦ π1 ◦ π2 i podobnie φ̃2 = φ̃1 ◦ π2 = φ ◦ π1 ◦ π2. Powtarzaj¡c ten proces, otrzymujemy
w rezultacie ci¡g rozszerze« (Yn, G, ϕ̃n, φ̃n), n ∈ N powi¡zanych ze sob¡ odwzorowania-
mi πn, taki »e dla ka»dego n ≥ 2, odwzorowanie πn skleja pary φ̃n-asymptotyczne, gdzie
ϕ̃n = ϕ̃n−1 ◦ πn = ϕ ◦ π1 ◦ π2 ◦ · · · ◦ πn i φ̃n = φ̃n−1 ◦ πn = φ ◦ π1 ◦ π2 ◦ · · · ◦ πn.
Po»¡dane rozszerzenie (Y,G) otrzymujemy jako granic¦ wsteczn¡ ci¡gu ukªadów (Yn, G)
(wówczas elementami Y s¡ ci¡gi y = (yn)n∈N, gdzie dla ka»dego n ∈ N, yn ∈ Yn oraz
yn = πn+1(yn+1)). Niech π b¦dzie faktor-odwzorowaniem z (Y,G) w (X,G). Kªadziemy
ϕ̃ = ϕ ◦ π oraz φ̃ = φ ◦ π. Niech teraz y i y′ b¦d¡ dwoma ró»nymi punktami z Y , które
tworz¡ par¦ φ̃-asymptotyczn¡ (to oznacza, »e ϕ̃(y) ∈ TSTR oraz ϕ̃(y′) ∈ TSTR, a tak-
»e φ̃(y) = φ̃(y′)). Wówczas dla ka»dego n ≥ 2, albo yn = y′n, albo (yn, y

′
n) jest par¡

φ̃n-asymptotyczn¡ w Yn. Skoro jednak πn skleja pary φ̃n-asymptotyczne, wi¦c musi za-
chodzi¢ yn−1 = y′n−1. Poniewa» n− 1 przebiega wszystkie liczby naturalne, otrzymujemy
w rezultacie, »e y = y′, co pokazuje, »e w Y nie ma par φ̃-asymptotycznych. ■

Twierdzenie 6.2.3 wykorzystamy teraz do udowodnienia, »e dla ka»dego (niekoniecznie
zerowymiarowego ani topologicznie multiuporz¡dkowanego) ukªadu topologicznego z dzia-
ªaniem przeliczalnej grupy ze ±redni¡ G, o entropii zero, istnieje rozszerzenie bez par
≺-asymptotycznych dla »adnego ≺ nale»¡cego do pewnego multiporz¡dku na G.

Twierdzenie 6.2.4. Niech G b¦dzie przeliczaln¡ grup¡ ze ±redni¡, niech T b¦dzie upo-
rz¡dkowanym systemem tilingów na G o entropii topologicznej zero i niech ÕT b¦dzie
multiporz¡dkiem pochodz¡cym od systemu tilingów T. Wówczas, dla ka»dego topologiczne-
go ukªadu dynamicznego (X,G) o entropii zero, istnieje rozszerzenie (Y,G) ukªadu (X,G),
takie »e w (Y,G) nie ma par ≺-asymptotycznych dla »adnego ≺∈ ÕT.

Dowód. Niech (X̂,G) b¦dzie zerowymiarowym rozszerzeniem pryncypialnym ukªadu
(X,G). Wówczas htop(X̂,G) = 0. Ukªad produktowy (X̂ × T, G) jest zerowymiarowym
ukªadem topologicznie multiuporz¡dkowanym poprzez odwzorowania ϕ oraz φ, gdzie ϕ
jest rzutem na drug¡ wspóªrz¦dn¡ a φ jest zde�niowane wzorem φ((x,T )) =≺T , x ∈ X,
T ∈ TSTR. Jako produkt dwóch systemów o entropii zero, (X̂ × T, G) równie» ma en-
tropi¦ zero. Oczywi±cie zachodzi równie» ϕ−1(TSTR) = X × TSTR = X × T. Zatem, na
mocy Twierdzenia 6.2.3, istnieje rozszerzenie (Y,G) ukªadu (X × T, G) poprzez odwzo-
rowanie π, takie »e w (Y,G) nie ma par φ̃-asymptotycznych, gdzie φ̃ = φ ◦ π. Czyli dla
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»adnego ≺∈ ÕT, w (Y,G) nie ma par ≺-asymptotycznych. Oczywi±cie (Y,G) jest równie»
rozszerzeniem (X,G). ■

Uwaga 6.2.5. Nale»y podkre±li¢, »e ka»de rozszerzenie (Y,G), które realizuje tez¦ Twier-
dzenia 6.2.3 b¡d¹ Twierdzenia 6.2.4 (nie tylko to skonstruowane w dowodzie), musi mie¢
entropi¦ topologiczn¡ zero, gdy» w przeciwnym razie, na mocy Twierdzenia 4.2.6 musiaªy-
by w nim istnie¢ pary ≺-asymptotyczne dla prawie wszystkich ≺ nale»¡cych do dowolnego
multiporz¡dku na G.

Ostatecznie, ª¡cz¡c Twierdzenie 4.2.6 oraz Twierdzenie 6.2.4, otrzymujemy najwa»niej-
szy rezultat tej rozprawy, stanowi¡cy jednocze±nie gªówny jej cel, czyli charakteryzacj¦
ukªadów topologicznych z dziaªaniem przeliczalnych grup ze ±redni¡, które maj¡ entro-
pi¦ topologiczn¡ zero, jako faktorów ukªadów bez par asymptotycznych. Uogólnia ona
równo±¢ TEZ = FNAP z [12, Twierdzenie 4.1].

Twierdzenie 6.2.6. Niech G b¦dzie przeliczaln¡ grup¡ ze ±redni¡ i niech (X,G) b¦dzie
ukªadem topologicznym z dziaªaniem G. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) htop(X,G) = 0.

(b) Dla ka»dego uporz¡dkowanego systemu tilingów na G, o entropii zero, istnieje rozsze-
rzenie topologiczne (Y,G) ukªadu (X,G), takie »e w (Y,G) nie ma par ≺-asymptoty-
cznych dla »adnego ≺∈ ÕT.

(c) Istnieje multiporz¡dek (Õ, ν, G) oraz rozszerzenie topologiczne (Y,G) ukªadu (X,G),
takie »e zbiór tych ≺∈ Õ, dla których w (Y,G) nie ma par ≺-asymptotycznych, jest
miary peªnej ν.

(d) Istnieje multiporz¡dek (Õ, ν, G) oraz rozszerzenie topologiczne (Y,G) ukªadu (X,G),
takie »e zbiór tych ≺∈ Õ, dla których w (Y,G) nie ma par ≺-asymptotycznych, ma
dodatni¡ miar¦ ν.

Dowód. Wynikanie (b) z (a) zachodzi na mocy Twierdzenia 6.2.4. By wywnioskowa¢ (c)
z (b) wystarczy w miejsce (Õ, ν, G) wzi¡¢ multiporz¡dek (ÕT, ν, G), gdzie ν jest dowol-
n¡ G-niezmiennicz¡, borelowsk¡ miar¡ probabilistyczn¡ na T. Wynikanie (d) z (c) jest
oczywiste. Pozostaje wi¦c pokaza¢, »e (a) wynika z (d). Je»eli (X,G) ma dodatni¡ en-
tropi¦, to wówczas ka»de rozszerzenie topologiczne (Y,G) ukªadu (X,G) równie» musi
mie¢ dodatni¡ entropi¦. Zatem, z Twierdzenia 4.2.6, przez kontrapozycj¦, wynika, »e w
(Y,G) istniej¡ pary ≺-asymptotyczne dla ka»dego multiporz¡dku (Õ, ν, G) oraz dla ν-
prawie ka»dego ≺∈ Õ. Czyli, je»eli nie zachodzi warunek (a), to nie zachodzi (d), co jest
oczywi±cie równowa»ne implikacji (d) ⇒ (a). ■
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