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WYKAZ WAŻNIEJSZYCH OZNACZEŃ 

𝐴0 – powierzchnia odniesienia wynosząca 1 m2; 

𝐴𝑗 – chłonność akustyczna w 1 m2 obliczona dla 𝑗-tego pasma częstotliwości; 

𝐵 – moduł sprężystości objętościowej cieczy; 

𝑏 – szerokość wieńca koła zębatego; 

𝐶 – poprawka zależna od warunków klimatycznych (dla ciśnienia atmosfe-

rycznego 100 kPa i temperatury 20 ℃, 𝐶 = 0); 

𝑐 – prędkość rozchodzenia się dźwięku w przewodzie; prędkość rozchodzenia 

się dźwięku w powietrzu; 

𝑐0 – prędkość rozchodzenia się dźwięku w cieczy; 

𝐷𝑟 – średnica wewnętrzna rury referencyjnej; 

𝐸  – moduł sprężystości materiału rury referencyjnej; 

𝑓𝑖 – częstotliwość 𝑖-tej harmonicznej pulsacji wydajności; 

𝑓𝑗 – częstotliwość 𝑗-tego pasma częstotliwości; 

ℎ – grubość ścianki rury referencyjnej; 

𝑖 – 𝑖-ty przekrój wieńca; 𝑖-ta harmoniczna; 

𝑗 – 𝑗-te położenie zarysu; jednostka urojona; 𝑗-te pasmo częstotliwości; 

𝐿𝑝 – globalny poziom ciśnienia akustycznego; 

𝐿𝑝 𝑗 – poziom ciśnienia akustycznego w 𝑗-tym pasmie częstotliwości; 

𝐿𝑝𝐴 – globalny skorygowany poziom ciśnienia akustycznego; 

𝐿𝑝𝐴 𝑗 – skorygowany poziom ciśnienia akustycznego w 𝑗-tym pasmie częstotli-

wości; 

𝐿𝑊  – globalny poziom mocy akustycznej; 

𝐿𝑊 𝑗 – poziom mocy akustycznej w 𝑗-tym pasmie częstotliwości; 

𝐿𝑊𝐴 – globalny skorygowany poziom mocy akustycznej; 

𝐿𝑊𝐴 𝑗 – skorygowany poziom mocy akustycznej w 𝑗-tym pasmie częstotliwości; 

𝑙 – długość linii referencyjnej; 
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𝑚𝑛 – moduł nominalny zarysu ewolwentowego; 

𝑚𝑡 – moduł zarysu ewolwentowego w przekroju czołowym; 

𝑛, 𝑛𝜗 – liczba przekrojów koła zębatego; 

𝑁ℎ – moc efektywna/wyjściowa/hydrauliczna; 

𝑁𝑤𝑒 – moc wejściowa na wale napędowym pompy; 

𝑝 – ciśnienie w króćcu tłocznym; 

𝑝0, 𝑝0
′  – czasowy przebieg ciśnienia w króćcu tłocznym w pierwszej i drugiej 

konfiguracji obciążenia; 

𝑝1, 𝑝1
′  – czasowy przebieg ciśnienia na końcu rury referencyjnej w pierwszej 

i drugiej konfiguracji obciążenia; 

〈𝑝𝑗
2〉 – średniokwadratowe ciśnienie akustyczne w 𝑗-tym pasmie częstotliwości; 

𝑃0, 𝑃
′
0 – wektor składowych ciśnienia dynamicznego w króćcu tłocznym pompy; 

𝑃𝑙, 𝑃
′
𝑙 – wektor składowych ciśnienia dynamicznego w odległości 𝑙 od króćca 

tłocznego; 

𝑝𝑡 – podziałka czołowa; 

𝑝𝑡𝑧 – podziałka zasadnicza; 

𝑝𝛽 – poskok śrubowego koła zębatego; 

𝑄0 – wektor składowych wydajności w króćcu tłocznym pompy; 

𝑞0 – wydajność jednostkowa pompy; 

𝑞𝑗 – wydajność jednostkowa pompy w j-tym położeniu kątowym kół zęba-

tych; 

𝑄𝑙 – wektor składowych wydajności w odległości 𝑙 od króćca tłocznego; 

𝑄𝑚𝑎𝑥 – maksymalna wartość wydajności chwilowej pompy; 

𝑄𝑚𝑖𝑛 – minimalna wartość wydajności chwilowej pompy; 

𝑄𝑝 – pulsacja wydajności wewnątrz kanału tłocznego pompy; 

𝑄𝑟𝑧 – wydajność rzeczywista pompy; 

𝑄𝑠 – pulsacja wydajności źródła wg modelu Nortona; 

𝑄𝑠
∗ – pulsacja wydajności źródła wg zmodyfikowanego modelu; 
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𝑄ś𝑟 – średnia wartość wydajności pompy; 

𝑄𝑡 – średnia wydajność teoretyczna pompy; 

𝑞(𝑡)∗ – przebieg czasowy wydajności chwilowy pompy; 

𝑟0 – promień wewnętrzny rury referencyjnej; 

𝑟𝑑 – promień dna koła zębatego; 

𝑟𝑝 – promień podziałowy koła zębatego; 

𝑟𝑡 – promień toczny; 

𝑟𝑡𝑧 – promień koła zasadniczego w przekroju czołowym; 

𝑟𝑤 – promień wierzchołka zęba; 

𝑟𝑦𝑑 – promień początku zarysu ewolwentowego; 

𝑟𝑦𝑎 – promień końca zarysu ewolwentowego; 

𝑟𝑤 – promień wierzchołkowy koła zębatego; 

𝑠 – odległość aktualnego punktu styku od centralnego punktu zazębienia; 

𝑆𝑖,𝑗 – pole powierzchni przestrzeni międzyzębnych zarysu w 𝑖-tym przekroju 

wieńca w 𝑗-tym położeniu kątowym; 

𝑆𝑉  – powierzchnia ścian komory pogłosowej wraz z podłogą; 

𝑻  – macierz przejścia czwórnika hydraulicznego; 

𝑡 – czas; 

𝑇11, 𝑇12, 𝑇21, 𝑇22 – elementy macierzy przejścia czwórnika hydraulicznego dla 

układu pomiarowego; 

𝑇11
∗ , 𝑇12

∗ , 𝑇21
∗ , 𝑇22

∗  – elementy macierzy przejścia czwórnika hydraulicznego dla ka-

nału tłocznego pompy; 

𝑉  – objętość komory; 

𝑉0 – objętość odniesienia wynosząca 1 m3 ; 

𝑉𝑖,𝑗 – objętość cieczy w przestrzeni międzyzębnej w 𝑖-tym przekroju wieńca 

w 𝑗-tym położeniu kątowym; 

𝑧 – liczba zębów; 

𝑍𝑐 – impedancja charakterystyczna; 
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𝑍𝑠 – impedancja źródłowa pompy; 

𝛼 – nominalny kąt zarysu; 

𝛼𝑡𝑡 – kąt przyporu w przekroju czołowym; 

𝛼𝑦𝑎 – kąt zarysu zęba na promieniu 𝑟𝑦𝑎; 

𝛼𝛽 – kąt zarysu w przekroju czołowym; 

𝛽 – kąt pochylenia linii zęba; współczynnik propagacji fal; 

𝛽𝑧 – kąt pochylenia linii zęba na walcu zasadniczym; 

𝛿 – współczynnik nierównomierności wydajności; 

𝜀𝛼 – czołowy stopień pokrycia (liczba przyporu); 

𝜀𝛽 – poskokowy stopień pokrycia (liczba przyporu); 

𝜀𝛾 – całkowity stopień pokrycia (liczba przyporu); 

𝜂𝑐 – sprawność całkowita pompy; 

𝜂ℎ𝑚 – sprawność hydrauliczno-mechaniczna pompy; 

𝜂𝑣 – sprawność objętościowa pompy; 

𝜗 – kąt obrotu dowolnego przekroju czołowego liczony od centralnego 

punktu zazębienia w tym przekroju; 

𝜗1, 𝜗2 – kąt odwinięcia ewolwenty kolejno dla koła czynnego i biernego; 

𝜆 – długość fali; 

𝜈 – lepkość kinematyczna cieczy; 

𝜉 – współczynnik związany z lepkością cieczy; 

𝜌 – gęstość cieczy; 

𝜌𝑞𝑞∗ – znormalizowany współczynnik korelacji wzajemnej teoretycznego i wy-

znaczonego przebiegu wydajności chwilowej; 

𝜑 – kąt obrotu koła zębatego liczony od centralnego punktu zazębienia 

w przekroju czołowym (przednim); 

𝜓𝑖 – przesunięcie fazowe 𝑖-tej składowej harmonicznej pulsacji wydajności 

źródła wg zmodyfikowanego modelu (∠𝑄𝑠.𝑖
∗ ); 

𝜔 – prędkość kątowa koła zębatego; częstość kołowa pulsacji wydajności. 
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1. WPROWADZENIE 

1.1. Rys historyczny napędu hydraulicznego 

Około 1500 lat przed naszą erą pojawiły się pierwsze urządzenia hydrauliczne, 

które początkowo znalazły zastosowanie w rolnictwie do nawadniania pól. Z bie-

giem czasu ich zastosowanie zostało rozszerzone, obejmując także instalacje sani-

tarne. Kluczowym momentem w historii układów hydraulicznych było wynalezienie 

pompy hydraulicznej. Rozwój pomp sięga starożytności, a w połowie III wieku p.n.e. 

grecki konstruktor Ktesibios (285–228 r. p.n.e.) stworzył pompę tłokową używaną 

do gaszenia pożarów. 

Pierwsze przemysłowe wykorzystanie pomp datuje się na XV wiek, kiedy to 

zaczęto je stosować do odwadniania kopalń. Natomiast pierwsze zapisane informa-

cje na temat pompy zębatej pochodzą z 1604 roku [1], gdy niemiecki astronom 

i matematyk Johannes Kepler (1571–1630 r.) opatentował ten rodzaj pompy, wy-

korzystywanej wówczas do przepompowywania wody. Prasa hydrauliczna, uzna-

wana za pierwowzór układu hydrostatycznego, została wynaleziona i opatentowana 

31 marca 1795 roku (patent nr 2045) przez Josepha Bramaha (1748–1814 r.) z An-

glii, który opracował pierścień uszczelniający tłok [2]. 

Kolejny ważny krok nastąpił w 1853 roku, kiedy Ignacy Łukasiewicz (1822–

1882 r.) opracował metodę destylacji ropy naftowej. Jeden z jej produktów, olej 

mineralny, zaczął być wykorzystywany jako ciecz robocza, a jednocześnie spełniał 

także funkcję czynnika smarującego, znacząco poprawiając trwałość konstrukcji. 

Pompy zaczęły być powszechnie używane pod koniec XIX wieku, gdy do ich napędu 

zaczęto stosować silniki elektryczne oraz spalinowe. Obecnie pompy są jednymi 

z najpowszechniej używanych maszyn w różnych dziedzinach techniki i przemysłu, 

a do ich budowy wykorzystuje się różnorodne rozwiązania konstrukcyjne. 

Trwająca współcześnie transformacja rynku paliw i surowców kopalnych wy-

musza również poszukiwanie nowych cieczy hydraulicznych, których produkcja, 

eksploatacja oraz utylizacja będzie w znacząco mniejszym stopniu obciążać środo-

wisko naturalne. Bazą nowoczesnych, ekologicznych i biodegradowalnych cieczy 

mogą być na przykład oleje roślinne, takie jak: olej słonecznikowy [3], [4] lub olej 

z czarnej porzeczki [5], [6]. 
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1.2. Znaczenie gospodarcze 

Napędy hydrostatyczne odgrywają kluczową rolę na różnych rynkach, zyskując 

znaczący udział w wielu sektorach przemysłowych. Są one szeroko stosowane w ma-

szynach budowlanych, takich jak koparki czy ładowarki, gdzie precyzja i kontrola 

prędkości są kluczowe w zróżnicowanych zadaniach budowlanych. W rolnictwie, 

zwłaszcza w ciągnikach rolniczych i maszynach do zbioru plonów, napędy hydro-

statyczne umożliwiają elastyczne i indywidualne dostosowanie prędkości poszcze-

gólnych podzespołów roboczych w trakcie wykonywania różnorodnych operacji po-

lowych. 

Poza sektorami budowlanym i rolniczym, napędy hydrostatyczne znajdują za-

stosowanie w pojazdach komunalnych, takich jak: zamiatarki uliczne, śmieciarki 

oraz maszyny do pielęgnacji zieleni miejskiej, co pozwala na odciążenie człowieka 

przy wykonywaniu ciężkich czynności, a także skuteczne manewrowanie w zatło-

czonych obszarach miejskich. W przemyśle są stosowane w różnorodnych maszy-

nach wytwórczych i montażowych praktycznie we wszystkich gałęziach przemysłu, 

a także w lotnictwie, pojazdach militarnych i specjalistycznych, takich jak pojazdy 

terenowe czy maszyny do prac leśnych. 

Jedną z kluczowych zalet napędów hydrostatycznych jest ich elastyczność 

i zdolność do łatwej regulacji prędkości oraz momentu obrotowego. To sprawia, że 

są one idealnym rozwiązaniem w sytuacjach wymagających precyzyjnej kontroli 

ruchu. Współcześnie, w kontekście rosnącej świadomości zrównoważonego rozwoju, 

napędy hydrostatyczne zyskują na znaczeniu jako alternatywa dla tradycyjnych 

napędów mechanicznych, szczególnie w ciężkich maszynach samobieżnych. 

Ogólnie rzecz biorąc, udział napędów hydrostatycznych w rynku stale rośnie, 

zwłaszcza w obszarach wymagających wysokiej dynamiki oraz zaawansowanego ste-

rowania. Ich wszechstronność i zdolność do dostosowania się do różnorodnych za-

stosowań sprawiają, że są one kluczowym elementem w dzisiejszych zaawansowa-

nych technologiach napędowych. 

Według agencji badania rynku Precedence Research w 2023 roku globalna war-

tość rynku napędu hydraulicznego wyniosła około 44,51 mld USD, natomiast war-

tość rynku pomp zębatych wyniosła około 9,1 mld USD [7], [8]. Wartości wspo-

mnianych rynków w roku 2023 oraz ich prognozę w kolejnych latach przedstawiono 

na rysunku 1.1. Skumulowany roczny wskaźnik wzrostu (CAGR) dla rynku napędu 

hydraulicznego prognozowany jest na poziomie 3,5 %, natomiast dla rynku pomp 
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zębatych ma wynieść 3,4 %. Należy tutaj zwrócić uwagę, że nieprzypadkowo przed-

stawiono wartość rynku pomp zębatych obok rynku napędu hydraulicznego, a nie 

jako jego składowa. Wynika to z faktu, iż pompy zębate poza obszarem budowy 

i konstrukcji maszyn wykorzystywane są również w innych gałęziach przemysłu, 

takich jak: przemysł chemiczny, petrochemiczny, spożywczy, motoryzacyjny, rol-

nictwo i inne. Dodatkowo, na rysunku 1.2 przedstawiono podział rynku ze względu 

na obszar geograficzny, gdzie widać wyraźną dominację Azji, Ameryki Północnej 

i Europy nad resztą obszarów. 

 

Rys. 1.1. Prognoza wartości rynku napędu hydraulicznego oraz pomp zębatych do roku 2033 

[7], [8] 

 

 

Rys. 1.2. Podział rynku napędu hydraulicznego według obszaru geograficznego [7] 
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Porównując wartość rynku napędu hydraulicznego w roku 2023 z innymi wy-

branymi rynkami można zauważyć, że jest on porównywalny z globalnym rynkiem 

łożysk lub kombajnów zbożowych [9], [10] (rysunek nr 1.3). Napęd hydrauliczny 

coraz częściej wypierany jest przez precyzyjne serwonapędy elektryczne, które, po-

mimo rosnącej popularności, w roku 2023 osiągnęły jedynie połowę wartości rynku 

napędu hydraulicznego [11]. Wyraźna jest dominacja rynku silników elektrycznych, 

którego wartość jest około 3-krotnie większa niż wartość rynku napędu hydraulicz-

nego [12], jednak znaczenie gospodarcze rynku napędu hydraulicznego relatywnie 

rośnie po wzięciu pod uwagę wszechstronności zastosowania silników elektrycznych 

zarówno w przemyśle, jak i w sprzęcie AGD w porównaniu ze specjalistycznym 

zastosowaniem napędu hydraulicznego. 

 

Rys. 1.3. Porównanie wartości wybranych rynków w roku 2023 [7], [9], [10], [11], [12], [13], [14], 

[15], [16], [17] 

1.3. Rozwój pomp zębatych 

Konstrukcja pomp zębatych znacząco ewoluowała na przestrzeni ostatnich 420 

lat. Około 1600 roku Johannes Kepler opatentował pierwszą jednostkę zębatą, wy-

korzystywaną pierwotnie do odwadniania kopalń [1], [18], [19], [20], [21], [22]. Kon-

strukcja, składająca się z dwóch kół zębatych, charakteryzowała się bezzaworową 

i samozasysającą funkcjonalnością, co sprawiało, że była odporna na różnorodne 

zanieczyszczenia występujące w wydobywanej wodzie szybowej. Ta cecha sprawiła, 

że nowatorska jednostka zębata szybko zastąpiła uciążliwe w obsłudze pompy 
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tłokowe. Autor rozwiązania widział jednak szersze możliwości zastosowania swojego 

wynalazku. Oprócz zastosowań w odwadnianiu kopalń, nie wykluczał również in-

nych zastosowań, takich jak: usuwanie wody zęzowej na statkach, kontrolowanie 

przepływu w instalacjach fontann parkowych i ogrodowych, a także przetłaczanie 

powietrza w konstrukcjach dmuchaw i ekshaustorów. Szkic przedstawiony na ry-

sunku nr 1.4 przedstawia z wysokim prawdopodobieństwem pompę według wyna-

lazku Keplera. 

 

Rys. 1.4. Pompa zębata Keplera narysowana przez Wilhelma Schickarta w 1618 roku prawdo-

podobnie na podstawie szkiców Keplera [18] 

Pierwsze doniesienia o budowie pomp zębatych pojawiają się w zapisach, takich 

jak: Hilaria mathematica (1624 r.) oraz Recreation mathematique, composee des 

plusieurs problemes plaisants et facetieux (1626 r.), które są przypisywane Jeanowi 

Leurechonowi [23] i zostały sporządzone w języku francuskim.  

W roku 1636 Daniel Schwenter, w swoim traktacie Deliciae mathematicae oder 

mathematische und philosophische Erquickstuden, przedstawił kompletny opis dzia-

łania pompy zębatej o zazębieniu zewnętrznym. Szczegółowy opis nie tylko obej-

mował zasadę działania, ale również zawierał szkic konstrukcyjny. Autor szczególną 

uwagę poświęcił utrzymaniu szczelności wewnętrznej, zaznaczając, że „zęby jednego 

z kół atakują zęby drugiego w sposób tak dokładny, że ani powietrze, ani woda nie 

mogą przenikać przez kadłub ani przez obszar między współpracującymi zębami, ani 

też przez boki, gdyż między kołami a ściankami obudowy nie ma żadnego luzu”. Już 

w XVII wieku podkreślano zatem istotę odpowiednich pasowań i tolerancji wymia-

rowych między współpracującymi elementami [24]. 

Pod koniec lat osiemdziesiątych XIX wieku pojawiły się pierwsze innowacyjne 

rozwiązania mające na celu zredukowanie pulsacji wydajności pomp. Pionierem 
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w tej dziedzinie był przedsiębiorca Ch. Hoppe [25], który jako pierwszy opracował 

konstrukcję pomp z kołami dzielonymi (patent D. R. P. nr 21998 z 12. lipca 1882 

roku). W ramach tej konstrukcji zastosowano trzy pary kół zębatych, ustawionych 

pod kątem 1/3 podziałki względem siebie. Szkic konstrukcji takiej pompy przedsta-

wiono na rysunku nr 1.5. Według twórców patentu z 1882 roku to rozwiązanie 

istotnie przyczyniło się do obniżenia współczynnika nierównomierności wydajności. 

Ponadto, zęby kół miały charakterystyczny zarys cykloidalny. 

 

Rys. 1.5. Pompa firmy Ch. Hoppe z dzielonymi kołami z 1882 r. [25]: 1 – dzielone koło czynne, 

2 – korpus pompy, 3 – dzielone koło bierne 

Ponadto, firma H. Hoppe, jako pionier w dziedzinie, dostrzegła potrzebę za-

pewnienia właściwego odciążenia przestrzeni zasklepionej w celu eliminacji uderze-

niowych obciążeń występujących między współpracującymi parami zębów [26], [27] 

a także przekazywanych na łożyska przez czopy wałów. Wprowadzone nowatorskie 

rozwiązanie, opatentowane w Niemczech pod numerem D.R.P. nr 41526 z dnia 

12.02.1887 roku, polegało na obtoczeniu głów współpracujących zębów od wierz-

chołka zęba do wysokości koła podziałowego (patrz rysunek nr 1.6). Nieobtoczone 

obszary kół były osadzone w specjalnym wytoczeniu znajdującym się w pokrywie 

zamykającej kadłub pompy. Nadmiar czynnika roboczego z przestrzeni zasklepionej 

był odprowadzany przez prostokątne wybranie umieszczone po stronie tłocznej 

w pokrywach. Jednakże, pomimo tego, że odciążenie częściowo spełniało swoją rolę, 

nie uwzględniało spadku ciśnienia w przestrzeni zasklepionej. W rezultacie w pom-

pie występowały warunki sprzyjające zjawiskom aeracji lub kawitacji. Pierwsze za-

obserwowanie i opisanie zjawiska kawitacji miało miejsce siedem lat później, w 1894 

roku, przez Osborna Reynoldsa. 
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Rys. 1.6. Pompa firmy H. Hoppe z odciążeniem przestrzeni zasklepionej z 1887 r. [20], [26]. 

1 – koło zębate, 2 – podtoczenie w kole zębatym, 3 – pokrywa pompy, 4 – kanał odciążający 

przestrzeń zasklepioną, 5 – podtoczenie w pokrywie pompy 

Możliwość masowego wytwarzania kół zębatych stała się dostępna w połowie 

XIX wieku, a kluczowym wydarzeniem było opracowanie w 1830 roku przez Jose-

pha Whitwortha sprawdzianu do gwintu. Ten wynalazek miał bezpośredni wpływ 

na rozwój precyzyjnych metod produkcji kół zębatych, prowadząc do znacznego 

zmniejszenia odchyleń wykonawczych i tolerancji. Wraz z postępem technologii 

produkcji zauważono, że luzy obwodowe mają znacznie mniejszy wpływ na straty 

wolumetryczne niż luzy osiowe. 

Mimo, że w XIX wieku nie wprowadzono żadnych metod kompensacji luzów, 

osiągnięte postępy pozwoliły na pracę jednostek zębatych przy ciśnieniach sięgają-

cych 0,2 MPa pod koniec tego stulecia, a natężenia przepływu dochodziły do kilku-

set dm3/min. W tamtym okresie pompy zębate wykorzystywano głównie do trans-

portu płynów, natomiast jednostki o niższych wydajnościach sporadycznie znajdo-

wały zastosowanie w układach smarowania. 

Rzeczywista, przełomowa zmiana w zastosowaniach hydraulicznych jednostek 

zębatych nastąpiła w 1936 roku, gdy firma Roth-Lauck wprowadziła konstrukcję 

z kompensacją luzów osiowych. To wydarzenie poszerzyło zakres zastosowań pomp 

zębatych, a rozwój podstaw projektowych przyspieszył pojawienie się pierwszych 

zależności empirycznych i teoretycznych definiujących wydajność, takie jak te opra-

cowane przez Ammana [28], Falca, Zassa, Thomyego, a nieco później przez Judina 

[29] oraz Gutbroda [30]. 
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W roku 1966 firma Otto Eckerle zgłosiła w Urzędzie Patentowym Stanów Zjed-

noczonych prekursorski patent, prezentujący innowacyjną koncepcję pompy z kom-

pensacją luzów promieniowych dla jednostek o zazębieniu zewnętrznym (patent 

nr US3472170) [31], co było wyjątkowe w tamtych czasach (rys. 1.8). Rok później 

G. L. Niell, J. E. Cygnor i J. G. Sundberg złożyli zgłoszenia do urzędu patento-

wego, przedstawiając w jednym dokumencie (patent nr US3437048) [32] pięć róż-

nych rozwiązań konstrukcyjnych kompensujących luzy promieniowe. Dwa z tych 

rozwiązań zostały zobrazowane na rys. 1.7. 

 

Rys. 1.7. Pompa zębata o zazębieniu zewnętrznym z kompensacją luzów promieniowych wg pa-

tentu nr US3437048 firmy Attorney z 1967 r. [32]. 1 – koło czynne, 2 – koło bierne, 3 – ele-

ment kompensujący mechanicznie luzy promieniowe, 4 – korpus pompy 

 

Rys. 1.8. Pompa zębata o zazębieniu zewnętrznym z kompensacją luzów promieniowych wg pa-

tentu nr US3472170 firmy Otto Eckerle z 1966 r. [31]. 1 – koło czynne, 2 – koło bierne, 3 – ele-

ment kompensujący mechanicznie luzy promieniowe, 4 – korpus pompy, 5 – płyta, 6 – po-

krywa 

Firma Otto Eckerle odegrała kluczową rolę jako pionier w implementacji kon-

cepcji kompensacji luzów promieniowych. W ciągu jednego dziesięciolecia 
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opatentowała blisko dziesięć różnych koncepcji, które znalazły zastosowanie za-

równo w pompach o zazębieniu zewnętrznym, jak i wewnętrznym. Przykładowe 

patenty obejmują: US3525581 (1968 r.) [33], USRE27901 [34] oraz USRE27904 

(1968 r.) [35], US3779674 (1971 r.) [36], US3912427 (1974 r.) [37], US4132514 

(1977 r.) [38]. Wraz z upływem lat, również inne firmy, takie jak Bosch (patent 

nr US3995975 z 1975 r) [39] oraz Tyrone Hydraulics (patent nr US4266915 [40] oraz 

WO8101315 z 1979 r.[41], US4336005 z 1980 r. [42]), wprowadziły swoje innowa-

cyjne rozwiązania. Dzięki implementacji nowych metod kompensacji luzów osią-

gnięto znaczne zwiększenie sprawności wolumetrycznej pomp powyżej dziewięćdzie-

sięciu procent oraz podniesiono ciśnienia robocze do 24 MPa. 

W roku 1981 związana z lotnictwem firma Dowty Group Services Ltd. złożyła 

wniosek patentowy na pompę zębatą wyposażoną w dodatkowy mechanizm aktyw-

nie redukujący pulsację wydajności pompy [43], [44]. W tym celu do jednego z kół 

konwencjonalnej pompy zębatej dołączono niewielki mechanizm generujący pulsa-

cję w przeciwfazie pulsacji pochodzącej od kół zębatych. Mechanizm działania urzą-

dzenia redukującego pulsację oparto na kilku niewielkich tłoczkach współpracują-

cych promieniowo z wielogarbną krzywką osadzoną na jednym z czopów koła zęba-

tego. Opracowane rozwiązanie pozwoliło na niemalże całkowite zredukowanie pul-

sacji ciśnienia dla pierwszych czterech składowych częstotliwości ciśnienia [45]. 

Szkic oraz zdjęcie rozwiązania przedstawiono na rysunku nr 1.9. 

 

Rys. 1.9. Pompa zębata o zazębieniu zewnętrznym z krzywkowym mechanizmem redukującym 

pulsację ciśnienia firmy Dowty Group Services Ltd. [45]. 1 – krzywka, 2 – tłoczek, 3 – obu-

dowa tłoczków, 4 – dodatkowy korpus, 5 – czop koła zębatego zakończony zabierakiem, 6 – ka-

nał do komory tłocznej pompy 7 – przestrzeń połączona do komory ssącej pompy 

W latach dziewięćdziesiątych XX wieku pojawiły się na rynku generatory osiągające 

ciśnienia sięgające nawet 32 MPa, a dodatkowo wprowadzono rozwiązania charak-

teryzujące się tzw. zerowym luzem bocznym [46], [47], [48]. W przypadku tych 
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innowacyjnych rozwiązań osie kół zębatych są łożyskowane z precyzyjnie określo-

nym luzem, a dodatkowo obciąża się je siłą promieniową, oddziałującą na podzie-

lone korpusy łożysk. Przykładem takiego podejścia może być konstrukcja pompy 

typu Silence firmy Bosch-Rexroth lub typu Whisper firmy Casappa (rys. 1.10), 

opatentowana w Stanach Zjednoczonych pod numerem US5624251 oraz w Europie 

pod numerem EP0692633. 

 

Rys. 1.10. Pompa zębata z zerowym luzem bocznym wg patentu nr US5624251 firmy Casappa 

z 1997 r. [49]. 1 – płyta, 2 – korpus, 3 – koło zębate czynne, 4 – element kompensujący mecha-

nicznie luzy promieniowe, 5 – korpus łożyska ślizgowego, 6 – pokrywa, 7 – śruby 

Zastosowanie rozwiązań charakteryzujących się zerowym luzem bocznym po-

zwoliło na obniżenie pulsacji wydajności nawet o 75 %, co za tym idzie, znacznie 

zmniejszono również emitowany hałas do otoczenia w porównaniu do tradycyjnych 

jednostek z luzem bocznym. Warto zaznaczyć, że jednostki zębate o zerowym luzie 

bocznym początkowo były oparte głównie na kołach z zębami prostymi. 

Przełom między XX a XXI wiekiem to kontynuacja prób redukcji pulsacji wy-

dajności poprzez odpowiednie ukształtowanie zarysu uzębienia. Modyfikacje obej-

mowały zarówno zarys ewolwentowy [20], [50], [51], [52], [53], [54], [55], [56], [57], 

jak i nieewolwentowy [20], [47], [58], [59], [60], co pozwoliło uzyskać łagodniejszy 

przebieg wydajności chwilowej. W grupie pomp charakteryzujących się zarysem 

nieewolwentowym można wyróżnić pompy o zazębieniu: Taocloid, cykloidalnym, 

typu CRT, hipocykloidalnym, logarytmicznym oraz specjalnymi konstrukcjami, 



ROZPRAWA DOKTORSKA — Paweł Bury 

19 

takimi jak: Truninger, Maglotta, Hitoshi, Catania i Klassen. Pompy z zazębieniem 

o kołowo-łukowych zarysach zębów, takie jak Wildhabera-Novikowa oraz VBB – 

„Vickers-Bstock-Bramley”, nie znalazły dotychczas zastosowania w komercyjnych 

konstrukcjach pomp. Systematykę pomp zębatych ze względu na typ zazębiania 

i zarys zęba przedstawiono na rysunku nr 1.11. 

POMPY ZĘBATE

o zazębieniu zewnętrznym o zazębieniu wewnętrznym

ewolwentowym nieewolwentowym ewolwentowym nieewolwentowym

monoewolwentowym

poliewolwentowym

CTR(Schwuchowa)

epicykloidalnym

Maglotta

Hiitoshi

Catania

Klasena

Taocloid

logarytmicznym

specjalnym
system Truninngera

epicykloidalnym

hipocykloidalnym

o łukach całkowitych

o łukach połówkowych

 

Rys. 1.11. Systematyka pomp zębatych ze względu na zarys zęba [21] 

W produkcji seryjnej pomp zębatych o zazębieniu wewnętrznym szerokie za-

stosowanie znalazł zarys Truningera, który charakteryzuje się bardzo niewielką 

krzywizną zarysu zęba. Zęby tego typu przypominają kształtem trapez, co skutkuje 

ograniczeniem przestrzeni zasklepionej w obszarze dwuparowego przyporu współ-

pracujących kół zębatych. To rozwiązanie zostało opatentowane w Szwajcarii 

i Niemczech [61]. 

Koła zębate o zarysie typu Taocloid (rys. 1.12), opatentowane w Japonii pod 

numerem JP2845174, zostały wprowadzone przez Daido Machinery Corporation do 

jednostek o zazębieniu wewnętrznym. Charakteryzują się one kształtem zębów zbli-

żonym do trapezu, przypominającym zarys Truningera. Według producenta, opa-

tentowana konstrukcja cechuje się większą sprawnością, co przekłada się na 
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mniejszy pobór energii, mniejszą emisję hałasu do otoczenia, mniejsze drgania, wyż-

szy współczynnik 𝑞
𝑉
 oraz wysoką zdolność samozasysania. 

 

Rys. 1.12. Pompa z zarysem Taocloid wg patentu japońskiego nr JP 2845174 [62]. 1 – kanał 

ułatwiający wypływ, 2, 3, 4 – kanały ułatwiające napływ czynnika roboczego 

W przypadku pomp zębatych o zazębieniu zewnętrznym, szczególną uwagę 

warto zwrócić na zarys cykloidalny oraz zarys typu CRT. Zazębienie cykloidalne 

cechuje się współpracą wklęsłej powierzchni zęba jednego koła z wypukłą po-

wierzchnią drugiego, co przekłada się na duże pole dolegania, małe naciski po-

wierzchniowe, nieduże poślizgi, małe zużycie zębów oraz dużą sprawność zazębienia. 

Jednakże, wadami tego zazębienia są: konieczność zachowania stałej odległości osi, 

powstawanie dodatkowych obciążeń dynamicznych z powodu zmienności kierunku 

i wartości sił międzyzębnych oraz konieczność obróbki zębów metodami kształto-

wymi, co może prowadzić do mniejszej dokładności i wymagać rozbudowanego asor-

tymentu narzędzi i oprzyrządowania. 

Zazębienie cykloidalne w pompach o zazębieniu zewnętrznym spotyka się sto-

sunkowo rzadko z uwagi na liczne wady opisane wcześniej. Jest ono preferowane 

jedynie w jednostkach o niewielkim obciążeniu i niskich prędkościach obrotowych. 

We współczesnych konstrukcjach dominują koła o zarysie ewolwentowym [19], [63], 

[64], [65], [66], [67]. Do zalet zarysu ewolwentowego z pewnością należą: 

▪ Odporność na zmianę rozstawu osi kół współpracujących, gdyż zarys 

głowy i stopy zęba tworzy jedną krzywą. 

▪ Możliwość obróbki z wysoką dokładnością narzędziami uniwersalnymi, 

co pozwala na obróbkę kół o różnych liczbach zębów. 

▪ Stałe obciążenie i brak dodatkowych drgań dzięki niezmienności kie-

runku sił międzyzębnych. 
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▪ Łatwy pomiar uzębienia, w tym podziałki, grubości zęba itp. 

▪ Relatywnie wysoka sprawność zazębienia, tylko nieznacznie niższa niż 

w przypadku zarysu cykloidalnego. 

Wśród wad zazębienia ewolwentowego można wymienić: 

▪ Wysokie naciski powierzchniowe między współpracującymi zębami wy-

nikające z wypukłego kształtu obu zębów. 

▪ Większe poślizgi, co skutkuje nieznacznym zmniejszeniem sprawności 

w porównaniu z zarysem cykloidalnym. 

Pomimo powyższych wad jednostki o zarysie ewolwentowym stanowią ponad 

dziewięćdziesiąt procent wszystkich produkowanych pomp o zazębieniu zewnętrz-

nym. Podejmowane są różne próby modyfikacji konwencjonalnego zarysu, m.in. 

wprowadzenie zarysów asymetrycznych, jak przedstawiono w przykładowym pa-

tencie amerykańskim US6123533. W tej konstrukcji co najmniej jedno z kół posiada 

zęby o profilu asymetrycznym, z płaskimi powierzchniami nieroboczymi (rys 1.13 

pozycje: 58 i 34’), co tworzy duży luz w strefie przywierania zapobiegając powsta-

waniu zjawiska aeracji. Dzięki temu skutecznie eliminuje się tworzenie pęcherzy 

gazowych przy dużych prędkościach kół prowadzących do przedwczesnych uszko-

dzeń na powierzchni zębów. 

 

Rys. 1.13. Zarys asymetryczny według patent nr US6123533 [68] 
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W ostatnich latach pojawiły się innowacyjne rozwiązania oparte na wykorzy-

staniu kół zębatych o zarysie dwuewolwentowym, który obejmuje ewolwentę stan-

dardową i wydłużoną. Takie rozwiązania były przedmiotem badań prowadzonych 

we wcześniejszych projektach na Politechnice Wrocławskiej [19], [20], [21], [50], [51], 

[56], [57], [63], a także zostały przedstawione w patencie dotyczącym niesymetrycz-

nej korekty zarysu w obszarze stopy zęba autorstwa Horsta Weidhassa (patent 

nr US5454702). Wprowadzona asymetria w zarysie polega na selektywnej obróbce 

materiału w obszarze stopy zęba, skutkując wzrostem wydajności pompy wynika-

jącym ze zwiększenia przestrzeni międzyzębnej. Dodatkowo, zmniejszone zostało 

tarcie międzyzębne, co przekłada się na wydłużenie trwałości współpracujących kół. 

Odpowiednie ukształtowanie stopy zęba ogranicza również tworzenie się przestrzeni 

zasklepionej, pozytywnie wpływając na redukcję hałasu i pulsacji ciśnienia. Na ry-

sunku 1.14 obszary oznaczone numerem 17 wskazują miejsca, w których materiał 

został usunięty. 

 

Rys. 1.14. Szkic modyfikacji zarysu zęba według patentu nr US5454702, numerem 17 ozna-

czono miejsce wybrania materiału [69] 

Na rysunku 1.15, pod numerem 63, wskazane jest miejsce, w którym przed 

modyfikacją zarysu dochodziło do kontaktu, co skutkowało powstawaniem sił tarcia 

pomiędzy współpracującymi zębami oraz tworzeniem się przestrzeni zasklepionej. 
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Rys. 1.15. Mechanizm współpracy zębów według patentu nr US5454702 [69] 

 

 

Rys. 1.16. Dwuewolwentowy zarys zęba według EP2453321 [70] 
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Jednym z innowacyjnych rozwiązań wykorzystujących zarys dwuewolwentowy 

jest patent nr EP2453321, zgłoszony w 2010 roku przez Jean-Luc Helfera. Głównym 

celem konstruktora było utrzymanie stałego momentu zginającego przez cały cykl 

styku. Zęby posiadają ewolwentowy zarys kończący się zaokrągleniem w stopie. 

Kluczową ideą tego rozwiązania jest stworzenie zarysów, które utrzymują siłę od-

działującą na ząb na stałym poziomie w każdej fazie współpracy. Na rysunku 1.16 

przedstawiono różne etapy współpracy kół wraz z kierunkiem działania wektorów 

sił powstających podczas zazębienia. Z analizy wykresów wynika, że wektory sił 

przecinają punkt środkowy 𝑃0 w tym samym miejscu, co utrzymuje stały moment 

obrotowy. 

W ostatniej dekadzie obserwuje się coraz więcej prób badań i produkcji pomp 

o specjalnych zarysach, dedykowanych wyłącznie do zastosowań w jednostkach zę-

batych. Główną motywacją jest dążenie do uzyskania doskonalszych właściwości 

hydraulicznych i akustycznych. W grupie zarysów specjalnych wyróżniamy pompy 

o zarysie Maglotta (zgodnie z patentem US2159744) [71], Hitosi (zgodnie z paten-

tami US3164099 i US3209611) [72], [73], Catania (zgodnie z patentem EP2352921) 

[74], Klassena (zgodnie z patentem US8118579) [75], CRT (opisane w pracach 

Schwuchowa [58], [60]) oraz zarysie Truningera (patent nr DE1653912) [61]. 

Zarys Klassena charakteryzuje się sierpowatym kształtem zarówno koła czyn-

nego, jak i biernego (rys. 1.17). Poprzez takie ukształtowanie kół zębatych osią-

gnięto znaczne zwiększenie objętości przestrzeni zasklepionej, co korzystnie wpływa 

na obniżenie współczynnika jej kompresji. Według autora wynalazku zastosowanie 

tego rozwiązania prowadzi do redukcji turbulencji, wibracji oraz hałasu emitowa-

nego do otoczenia. Ponadto, dzięki zmniejszeniu zużycia powierzchni zębów, trwa-

łość konstrukcji uległa znacznej poprawie. 
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Rys. 1.17. Zastosowanie zarysu Klassena w pompie zębatej o zazębieniu zewnętrznym wg pa-

tentu US8118579 [75]. 1 – korpus pompy, 2 – koło zębate czynne, 3 – koło zębate bierne. 

Podobną cechę kształtu zarysu zastosowano w kołach zębatych pompy typu 

Shhark® produkowanej przez firmę Turolla, którą przedstawiono na rysunku 

nr 1.18. W tej konstrukcji zdecydowano się na podwojenie liczby zębów i specjalne 

ich wyprofilowanie. Takie rozwiązanie znacząco zmniejszyło amplitudę pulsacji ci-

śnienia (o około 75 %) przy jednoczesnym wzroście wydajności. Nowa konstrukcja 

charakteryzuje się niższym poziomem hałasu o blisko 4 dB(A) w porównaniu z kla-

sycznymi pompami zębatymi. 

 

Rys. 1.18. Pompa serii Shhark® firmy Turolla, w której zastosowano asymetryczny zarys zęba 

Nazwa zazębienia typu CRT pochodzi od angielskiego skrótu "Changing 

Transmission Ratio" (zmieniający się stosunek przełożenia). Wymiary geome-

tryczne zazębienia zostały opracowane na Uniwersytecie w Stuttgarcie [60], [76]. 

Niski współczynnik pulsacji wydajności na poziomie 3 % to jedna z głównych zalet 

tej konstrukcji. Jednakże złożony kształt zarysu zęba wiąże się z trudnościami wy-

konawczymi [58] oraz wymaga użycia szerokiego asortymentu narzędzi 
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i oprzyrządowania, co skutkuje brakiem zastosowania tego zarysu w produkcji se-

ryjnej. Schemat metody nacinania zarysu CRT przedstawiono na rysunku nr 1.19. 

 

Rys. 1.19. Schemat nacinania kół zębatych typu CRT frezem tarczowym. 

a  koło czynne, b  koło bierne 

 

POMPY ZĘBATE
o zazębieniu zewnętrzym

Zęby proste
Zęby skośne
(śrubowe)

Zęby daszkowe 
(strzałkowe)

Zęby łukowe

 

Rys. 1.20. Systematyka pomp zębatych o zazębieniu zewnętrznym ze względu na linię zęba [21] 

W pompach o zazębieniu zewnętrznym (rys. 1.20) zazwyczaj dominują koła 

z zębami prostymi. Coraz częściej stosowane są również koła zębate o zębach sko-

śnych ewolwentowych, które początkowo znalazły zastosowanie w układach nisko-

ciśnieniowych np. w układach smarowania [77]. W takich pompach niewielkie po-

chylenie linii zęba w bardzo małym stopniu wpływa na redukcję pulsacji wydajności 

[21], jednakże we wspomnianych układach niskociśnieniowych, gdzie pulsacja ci-

śnienia nie jest dominującym źródłem hałasu, zastosowanie zębów skośnych po-

zwala na wyciszenie pracy samego zazębienia [66], [78]. Obecnie dostępne są na 

rynku pompy zębate z zazębieniem ewolwentowym skośnym, takie jak: 
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Bosch-Rexroth Silence, Cassappa XHP. Konstrukcje z zębami skośnymi były rów-

nież rozwijane w ramach prac własnych prowadzonych przy projekcie wdrożenio-

wym. Aktualnie opracowane w jego ramach pompy serii PC są produkowane przez 

firmę Hydrotor SA. W ostatnich latach pompy z zębami skośnymi stały się również 

przedmiotem licznych badań, koncentrujących się głównie na modelowaniu i anali-

zie pulsacji wydajności [79], [80], [81], [82], [83], [84]. 

W ostatnich dwóch dekadach swój renesans przeżywa rozwiązanie zapoczątko-

wane przez Maglotta wg patentu nr US2159744A za sprawą pojawienia się komer-

cyjnie dostępnych pomp, takich jak: Settima Continuum®, Turolla Shhark®Con-

tinuum®, Bosch-Rexroth Silence Plus, Marzocchi Pompe Elika® oraz Shimadzu 

(wg patentu WO2006090495) [85]. Wszystkie te rozwiązania wyróżniają się tym, że 

zęby współpracujących śrubowych kół zębatych nie tworzą przestrzeni zasklepionej, 

a punkt styku pomiędzy nimi, w dowolnym przekroju czołowym, istnieje bez prze-

rwy i przemieszczając się w trakcie pracy tworzy krzywą zamkniętą. Właśnie z tego 

powodu w literaturze często pompy te są określane w wolnym tłumaczeniu jako 

„pompy zębate o kontakcie ciągłym” („Continuous contanct gear pump”, a w now-

szych publikacjach „Continuous contanct helical gear pump”, w skrócie CCHGP). 

Więcej o rozwoju i badaniach w tej grupie pomp przedstawiono w rozdziale 1.4. 

Obserwowany rozwój konstrukcji jednostek zębatych obecnie skupiony jest 

głównie wokół dwóch kierunków. Pierwszym, mającym na celu ociąganie coraz wyż-

szych ciśnień roboczych, a w rezultacie miniaturyzację i zwiększanie sprawności 

całych układów hydraulicznych, oraz drugim, podążającym w stronę redukcji pul-

sacji wydajności, która, zbyt wysoka, może negatywnie wpływać na pracę elemen-

tów sterujących, generować drgania i zwiększać hałaśliwość maszyn i urządzeń z na-

pędem hydrostatycznym. Współczynnik nierównomierności wydajności, wyzna-

czany zgodnie z zależnością (4.41) opisaną w dalszej części pracy, dla komercyjnie 

dostępnych jednostek zębatych o zazębieniu zewnętrznym zawiera się w zakresie 

14–30 %. Pompy zębate charakteryzują się jednym z najwyższych wskaźników pul-

sacji wydajności w porównaniu z innymi rodzajami pomp wyporowych. Efektywne 

i skuteczne zmniejszenie pulsacji wydajności, poza szeroko opisanymi modyfika-

cjami konstrukcji pomp, można osiągnąć również poprzez zastosowanie biernych 

oraz czynnych tłumików, które łagodzą przebieg funkcji wydajności chwilowej i re-

dukują amplitudę pulsacji przekazywanej do dalszej części układu hydraulicznego 

[86]. Pulsacja ciśnienia w układach hydraulicznych, poza pulsacją wydajności, może 

wynikać również z drgań mechanicznych działających na różne elementy układu 

hydraulicznego, a zwłaszcza oddziałujące na zawory sterujące [87], [88]. Zagadnienie 
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pulsacji wydajności, ciśnienia oraz metody ich tłumienia są na tyle istotne, że prak-

tycznie każdy podręcznik poświęcony projektowaniu układów hydraulicznych poru-

sza tematykę związaną z pulsacją wydajności pomp wyporowych [89], [90], [91], 

[92]. 

Współczesne prace badawcze nie ograniczają się jedynie do rozwoju konstrukcji 

elementów hydraulicznych, ale, dzięki postępowi techniki w zakresie układów ste-

rowania, prowadzone są również prace w zakresie rozwoju i implementacji zaawan-

sowanych układów sterowania pompami [93] oraz całymi układami [94] mając na 

celu przede wszystkim poprawę parametrów dynamicznych przy jednoczesnym 

wzroście efektywności energetycznej. 

1.4. Przegląd badań dotyczących pomp z zarysem o kontakcie cią-

głym  CCHGP  

Pompy zębate cechujące się ciągłym (nieprzerwanym) kontaktem pomiędzy 

współpracującymi kołami zębatymi stanowią grupę maszyn hydraulicznych będą-

cych czymś pomiędzy dmuchawami Rootsa, a pompami śrubowymi. W dmucha-

wach Rootsa wirujące tłoki, zazwyczaj dwu- lub trzyskrzydełkowe, synchronizo-

wane są zewnętrzną przekładnią zębatą ze względu na brak możliwości przeniesienia 

momentu przez zarys wirujących tłoków. Tłoki jednak w trakcie obrotu mają zaw-

sze jeden ciągły punkt styku w przekroju czołowym w celu zapewnienia szczelnego 

oddzielenia przestrzeni ssawnej od tłocznej. W pompach śrubowych natomiast sto-

suje się rotory, których profil śrubowy tworzy minimum jeden pełny zwój znajdu-

jący się w korpusie cylindrycznym, natomiast często, w celu uzyskania wyższych 

ciśnień, stosuje się większą liczbę zwojów (czynna długość śruby jest wtedy kilku-

krotnie dłuższa od skoku linii śrubowej) [95]. W pompach śrubowych zasada prze-

tłaczania czynnika roboczego przebiega jednak nieco inaczej niż w dmuchawach 

Rootsa i pompach zębatych, gdyż przetłaczanie następuje wzdłuż osi wirujących 

śrub, a nie w poprzek. Warto tutaj zaznaczyć, że w większości konstrukcji pomp 

śrubowych nie ma konieczności stosowania zewnętrznej przekładni synchronizującej 

śruby. 
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Rys. 1.21. Przykłady konstrukcji: dmuchawy Rootsa z widoczną przekładnią synchronizującą 

wirujące tłoki  po lewej  oraz pompy śrubowej z dwiema śrubami  po prawej  [59], [95] 

Pierwszą konstrukcją, którą można zaliczyć do grupy pomp zębatych o kontak-

cie ciągłym, jest pompa z zarysem Maglotta zgłoszona w urzędzie patentowym Sta-

nów Zjednoczonych w 1936 roku. Śrubowe koła zębate opisane w zgłoszeniu przed-

stawiono na rysunku nr 1.22. Zgodnie z zastrzeżeniami patentowymi [71] profil kół 

zębatych w przekroju czołowym składa się z fragmentów ewolwenty odpowiedzial-

nych za przenoszenie momentu z koła czynnego na koło bierne oraz fragmentów 

łuków w obszarach wierzchołka i dna zęba, w celu wyeliminowania przestrzeni za-

sklepionej. Długość wieńca dobrana jest tak, aby przesunięcie zarysu czołowego 

pomiędzy początkiem a końcem wieńca wynosiło dokładnie połowę podziałki czo-

łowej. Warunki przyjęte przez Maglotta dawały czołowa liczbę przyporu równą 0,5 

oraz poskokową liczbę przyporu również równą 0,5, co w rezultacie daje warunek 

wystarczający do właściwego przenoszenia momentu z koła czynnego na koło 

bierne. Maglott w swoim zgłoszeniu, poza krótką wzmianką o redukcji pulsacji wy-

dajności, nie przedstawia żadnej analizy tego zagadnienia. 

  

Rys. 1.22. Zazębienie wg patentu Maglotta  US97970A  [71] 
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W roku 1962 Hitosi złożył zgłoszenie patentowe (US3164099A) [72], w którym 

profil zęba jest niemal identyczny jak profil Maglotta, jednakże dostrzega on, że dla 

pompy, w której przesunięcie zarysu w przekroju czołowym pomiędzy początkiem 

a końcem wieńca wynosi wielokrotność połowy podziałki, teoretyczna pulsacja wy-

dajności całkowicie ustaje. Co więcej, wskazuje również, że dla przesunięcia zarysów 

o całkowitą wielokrotność podziałki ustaje również pulsacja momentu przenoszo-

nego poprzez zazębienie. 

Togachi i Iyo [96] w 1973 roku zaprezentowali w swojej pracy metodę projek-

towania zarysu oraz badania pompy z kołami zębatymi Shimacloid (rysunek 

nr 1.23) produkowanej przez Shimadzu Machine Manufactory. Opracowany zarys 

powstał poprzez nacinanie zębów profilem powstałym z połączenia fragmentu si-

nusa z fragmentami okręgu. Zakres badań przedstawiony w pracy ogranicza się 

jedynie do podstawowych badań hydraulicznych oraz pulsacji ciśnienia i momentu 

obrotowego. Autorzy przedstawiają również rozważania matematyczne wskazujące 

warunki, dla których pulsacja wydajności oraz momentu zostaje całkowicie zredu-

kowana. Warto tutaj zaznaczyć, że wówczas pompy z kołami Shimacloid przezna-

czone były dla zastosowań niskociśnieniowych, do około 20 bar, przy jednocześnie 

wysokich wydajnościach jednostkowych w zakresie około 80 do 560 cm3/obr. 

 

 

Rys. 1.23. Koła zębate pompy Shimacloid producenta Shimadzu Machine Manufactory [96] 

W 1983 roku Mitome i Seki [97] w swojej pracy przedstawili metodę projekto-

wania zarysu kół zębatych na podstawie sparametryzowanej krzywej zamkniętej, 

przy założeniu, że porusza się po niej jeden ciągły punkt styku. Autorzy przedsta-

wili metodę szacowania wartości wydajności średniej, natomiast całkowicie pominęli 
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zagadnienia wydajności chwilowej, zaś sama pompa opisywana jest jako pompa bez 

pulsacji ciśnienia. W badaniach eksperymentalnych (pompa Lunary firmy Nippon 

Gerotor corp.) skupiono się na podstawowych charakterystykach hydraulicznych 

i akustycznych. Dodatkowo zaprezentowano pomiar pulsacji ciśnienia bez określe-

nia szczegółowych warunków pomiaru. Pompy typu Lunary, podobnie jak pompy 

Shimacloid, są pompami niskociśnieniowymi o wysokich wydajnościach. 

W odpowiedzi na wcześniej przytoczone rozwiązania na Politechnice Narodowej 

w Atenach podjęto próbę opracowania optymalnego ze względu na pulsację wydaj-

ności zarysu zęba kół o zębach prostych [98]. W wyniku przeprowadzonych analiz 

matematycznych autorzy wskazali, że takie rozwiązanie dla zarysu o ciągłym kon-

takcie i zębach prostych nie może istnieć, równocześnie wskazując, że zaprezento-

wane narzędzie można wykorzystać do częściowej redukcji pulsacji wydajności. Na-

leży tutaj wskazać, że z technicznego punktu widzenia zaproponowane zazębienie 

nie będzie mogło samodzielnie przenosić momentu z koła czynnego na koło bierne 

ze względu na zbyt niską wartość stopnia pokrycia (temat stopnia pokrycia szerzej 

opisano w rozdziale 3.2). 

W 1999 roku rozpoczął się projekt Continuum® włoskiej firmy Settima zapo-

czątkowany zgłoszeniem patentowym nr IT95BO000095A w 1995 roku przez Mario 

Antonio Morsellego [99]. W wyniku prowadzonych prac została opatentowana kon-

strukcja pompy EP1132618 [100] (rys. 1.24), która w 2004 roku została wprowa-

dzona na rynek pod nazwą Settima Continuum®. Obecnie Settima produkuje 

pompy typu CCHGP w zakresie wydajności jednostkowych 4,2 do 225 cm3/obr 

przy zakresie maksymalnych ciśnień roboczych od 160 do 275 bar w zależności od 

wielkości pompy. 
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Rys. 1.24. Koła zębate skośne o zarysie nieewolwentowym wg patentu nr EP1132618 firmy 

Settima z 2001 r. [100]. 10 – koło czynne, 11 – koło bierne, 15 – korpus łożysk ślizgowych 

W odpowiedzi na pojawienie się wysokociśnieniowych pomp, które z powodze-

niem można wykorzystać do napędu hydraulicznego, w kolejnych latach pojawiły 

się analogiczne konstrukcje, takie jak: Silence Plus firmy Bosch Rexroth (około 

2011), Marzocchi Pompe Elika® (2011), Shhark®Continuum® firmy Turolla 

(2016). Zakres produkowanych wyżej wymienionych pomp ogranicza się jedynie do 

kilku rozmiarów geometrycznych, stanowiących najbardziej popularne jednostki. 

W Polsce temat pomp niskopulsacyjnych z zarysem typu CCHGP został zaini-

cjowany w 2015 roku w ramach projektu pt. „Opracowanie innowacyjnych pomp 

zębatych o obniżonym poziomie emisji akustycznej” (Nr projektu 

POIG.01.04.00-04-345/13). O ile projekt w głównej mierze skupiał się na pompach 

zębatych z kołami skośnymi o zarysie poliewolwentowym [21], to właśnie w tym 

okresie zgłoszone zostało autorskie rozwiązanie zarysu typu CCHGP, uzyskując 

w 2018 roku patent (zgłoszenie nr PL420637 z dnia 24.02.2017 r.) [101] 

Niemalże równocześnie, ponieważ również w 2015 roku, Xinran Zhao podjął 

studia doktorskie na Uniwersytecie Purdue skupiając się na analizie kinematycznej 

oraz modelowaniu numerycznym pomp zębatych z kołami zębatymi skośnymi. 

W swojej pracy analizował różne zarysy śrubowych kół zębatych, w tym również 

zarysy typu CCHGP. Zarówno w pracy doktorskiej, jak i pozostałych publikacja 
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jego rozważania skupione są na jednym przypadku zazębienia typu CCHGP zbu-

dowanego z łuków okręgów na wierzchołku i dnie zęba połączonych flankami ewol-

wentowym [102], [103], [104], [105]. Niestety badania eksperymentalne ograniczyły 

się jedynie do pomiaru sprawności objętościowych oraz pulsacji ciśnienia w wybra-

nym punkcie układu. 

Zarys oparty na łukach okręgu w obrębie dna i wierzchołka zęba stanowi w li-

teraturze obiekt największego zainteresowania w grupie zarysów CCHGP. Poza 

przytoczonymi wcześniej pracami można wskazać prace, w których skupiono się 

w głównej mierze na projektowaniu zarysu [106], [107], [108], metodzie obróbki 

[109], analizie pulsacji wydajności [108], [110], analizie przecieków wewnętrznych 

[111] oraz łożyskowaniu kół zębatych [112], [113]. Można również wskazać prace 

związane z modelowaniem CFD pomp z zazębieniem łukowo-ewolwentowym 

w przestrzeni dwuwymiarowej [114] oraz trójwymiarowej [115]. 

W wyniku przeprowadzonego przeglądu rozwiązań patentowych oraz badań 

naukowych nie ujawniono prac, w których autorzy przeprowadziliby analizę prze-

biegu wydajności chwilowej popartą stanowiskowymi badaniami pulsacji wydajno-

ści pomp typu CCHGP w zakresie długości wieńca innej niż ta, która całkowicie 

redukuje pulsację wydajności. 

Dodatkowo, przeprowadzona analiza istniejących patentów wykazała brak kon-

strukcji z zarysem hybrydowym złożonym z zarysu ewolwentowego i eliptycznego. 

Zarys ten został zgłoszony do urzędu patentowego, w wyniku czego zostały przy-

znane prawa wyłączne (PL230528B1) [101]. Opracowanie nowej koncepcji zarysu 

wymaga przeprowadzenia szeregu badań i rozważań oraz odniesienie ich do istnie-

jącego stanu wiedzy. 
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2. CEL I ZAKRES PRACY 

Przeprowadzona analiza stanu wiedzy, zarówno pod kątem badań naukowych, 

jak i rozwiązań technicznych, pozwala stwierdzić, iż zdecydowana większość prac 

dotycząca pomp zębatych niskopulsacyjnych skupiona jest na analizie zarysów, 

a w szczególności ich szczelności oraz kinematyki zazębienia. Pomimo wskazania 

kilku prac, w których przedstawiono metody projektowania zarysów typu CCHGP, 

pompy te nadal stanowią niewielką część rynku pomp zębatych. Wynika to głównie 

z konieczności indywidualnego projektowania zarysu dla każdego rozmiaru geome-

trycznego w typoszeregu. Nowy zarys zazwyczaj niesie za sobą konieczność grun-

townych zmian w konstrukcji łożyskowania oraz korpusie. Konwencjonalne pompy 

zębate znane są tego, że kolejne rozmiary geometryczne pomp w ramach jednej 

grupy bazują na jednym zarysie, a różnią się jedynie długością wieńców oraz kor-

pusu. Analogiczne podejście w przypadku pomp typu CCHGP niestety będzie skut-

kować pojawieniem się pewnej pulsacji wydajności w miarę oddalania się od opty-

malnych długości wieńców. W wyniku przeprowadzonego przeglądu stwierdzono, 

że brakuje opracowań, w których wykonano kompleksowo: 

▪ Pełną analizę modelu matematycznego z uwzględnieniem różnych stopni 

pokrycia kół zębatych, a więc różnej długości wieńca dla ustalonego zarysu 

zęba. 

▪ Badania stanowiskowe właściwości hydraulicznych i akustycznych. 

▪ Walidację modelu pulsacji wydajności z oparciu o eksperymentalne wyniki 

uzyskane dla jednostki prototypowej. 

▪ Ocenę pomp zębatych, w których zastosowano koła zębate z zarysem hy-

brydowym o długościach wieńców innych niż ta, którą można określić jako 

optymalną. 

Powyżej wskazane luki badawcze pozwoliły na określenie celu głównego roz-

prawy doktorskiej. 

2.1. Cel główny 

Opracowanie metody wyznaczania kluczowych parametrów hydraulicznych, 

w szczególności wydajności średniej oraz pulsacji wydajności pomp zębatych z za-

zębieniem hybrydowym dla dowolnej długości wieńca. 



2. Cel i zakres pracy 

36 

2.2. Motywacja podjęcia tematu 

Głównym czynnikiem motywującym podjęcie prac we wskazanej luce badaw-

czej jest wcześniejsza współpraca z krajowym wiodącym producentem hydraulicz-

nych pomp zębatych w zakresie wdrożenia niskopulsacyjnych pomp zębatych, 

a także deklaracja chęci dalszej współpracy właśnie w zakresie opracowania i wdro-

żenia pomp zębatych o zazębieniu hybrydowym. Dotychczasowe podejście znane 

z literatury, a więc dążenie do optymalnej szerokości wieńca dla każdego rozmiaru 

pompy w typoszeregu niesie za sobą ogromne koszty wdrożenia, które, przy ciągle 

niskim wolumenie sprzedaży, stanowią obecnie barierę nie do przejścia. Koszty te 

wynikają głównie z konieczności indywidualnego zaprojektowania zarysu zęba dla 

każdej pompy w typoszeregu, co w produkcji wymusza konieczność stosowania od-

rębnych narzędzi oraz oprzyrządowania. W pracy podjęto próbę opracowania me-

tody, która pozwoli oszacować kluczowe parametry hydrauliczne pompy, a szcze-

gólności wydajność średnią i pulsację wydajności, na podstawie podstawowych pa-

rametrów kół zębatych. Określenie pulsacji wydajności na etapie projektowania 

pompy pozwoli konstruktorowi podjąć decyzję, kiedy kolejna pompa w typoszeregu 

wymaga już zaprojektowania nowego zarysu. 

2.3. Cele szczegółowe 

Realizacja celu głównego rozprawy doktorskiej składa się z następujących za-

dań cząstkowych: 

1. Opracowanie hybrydowego zarysu kół zębatych. 

2. Opracowanie metody wyznaczania wydajności chwilowej — pulsacji wydaj-

ności dla zarysu hybrydowego. 

3. Projekt i budowa prototypowej pompy o obniżonym współczynniku nierów-

nomierności wydajności (poziomie emisji hałasu). 

4. Budowa stanowiska oraz pomiar pulsacji wydajności pompy prototypowej. 

5. Przeprowadzenie statycznych badań hydraulicznych oraz akustycznych 

pompy prototypowej. 

6. Przeprowadzenie analizy sprawnościowej i akustycznej. 
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3. KINEMATYKA ZAZĘBIENIA 

Wynalezienie przekładni zębatej, pomimo pewnej wątpliwości wynikającej 

z niepewności datowania kół zębatych odkrytych przez archeologów w Chinach, 

przypisuje się wybitnemu greckiemu matematykowi Archimedesowi (287–212 r. 

p.n.e.) [116]. Od tego czasu koła zębate przechodziły szereg modyfikacji i uspraw-

nień mających na celu poprawę wzajemnej współpracy, a także ich dostosowywanie 

do nowych zastosowań. Pierwsze opisy matematyczne kół zębatych przypisuje się 

włoskiemu uczonemu Girolamo Cardano za sprawą pracy „De rerum varietate” 

z 1557 roku [117]. Około 1674 roku duński astronom Ole Rømer opisał epicykloi-

dalny zarys zazębienia [117], który powstaje jako trajektoria ustalonego punktu 𝑃  

na okręgu obtaczanego bez poślizgu po większym okręgu zasadniczym. Proces po-

wstawania epicykloidy przedstawiono na rysunku nr 3.1a. 

 

Rys. 3.1. Proces powstawania krzywych cykloidalnych: a  epicykloida, b  hipocykloida 

 Oznaczając promień obtaczanego okręgu jako 𝑟 , natomiast jako 𝑅  promień 

okręgu zasadniczego, epicykloidę w układzie kartezjańskim można opisać za pomocą 

poniższych równań parametrycznych: 

𝑥(𝛾) = (𝑅 + 𝑟) cos(𝛾) − 𝑟 cos (
𝑅 + 𝑟

𝑟
𝛾)

𝑦(𝛾) = (𝑅 + 𝑟) sin(𝛾) − 𝑟 sin (
𝑅 + 𝑟

𝑟
𝛾)

(3. 1) 

W praktyce zarys cykloidalny złożony jest z fragmentu epicykloidy powyżej 

koła zasadniczego oraz fragmentu hipocykloidy poniżej koła zasadniczego. 
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Hipocykloidę stanowi krzywa zakreślona poprzez ustalony punkt na okręgu koła 

toczonego bez poślizgu po wewnętrznej stronie okręgu zasadniczego. Proces powsta-

wania hipocykloidy przedstawiono na rysunku nr 3.1b. W układzie kartezjańskim 

hipocykloidę można opisać przy pomocy następujących równań parametrycznych: 

𝑥(𝛾) = (𝑅 − 𝑟) cos(𝛾) + 𝑟 cos (
𝑅 − 𝑟

𝑟
𝛾)

𝑦(𝛾) = (𝑅 − 𝑟) sin(𝛾) + 𝑟 sin (
𝑅 − 𝑟

𝑟
𝛾)

(3. 2) 

Liczba zakreślonych krzywych zarówno epicykloidy jak i hipocykloidy zależna 

jest wprost od stosunku promieni koła zasadniczego do koła toczonego tworząc 

w ten sposób współczynnik 𝑚 zwany modułem. 

𝑚 =
𝑅

𝑟
(3. 3) 

Całkowite wartości modułu 𝑚 pozwalają na utworzenie 𝑚 krzywych nieprzeci-

nających się wzajemnie. W przypadku wartości niebędącymi liczbami całkowitymi, 

jednakże nadal pozostającymi w zbiorze liczb wymiernych, a więc będącymi ułam-

kami zwykłymi, liczba zakreślonych krzywych będzie równa wartości licznika tegoż 

ułamka. W zakresie liczb rzeczywistych pozostało jeszcze miejsce dla liczb niewy-

miernych, w takim przypadku cykloidy będą złożone z nieskończonej liczby krzy-

wych. Na rysunku nr 3.2 przedstawiono epicykloidy i hipocykloidy dla wartości 

modułów: całkowitej (𝑚 = 3), niecałkowitej wymiernej (𝑚 = 5
3
) oraz niewymiernej 

(równiej liczbie Eulera 𝑚 = 𝑒). 

 

Rys. 3.2. Epicykloidy i hipocykloidy dla różnych wartości modułu 

W teorii zarysy cykloidalne (epicykloidalne i hipocykloidalne) posiadają wiele 

zalet. Niestety w rzeczywistych zastosowaniach, gdzie ze względu na odchyłki wy-

konawcze oraz przemieszczanie się czopów w zakresie luzów łożyskowych, powstają 
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niewielkie odchyłki rozstawu osi powodujące znaczące pogorszenie się współpracy 

takiego zazębienia. 

W 1760 roku szwajcarski matematyk i fizyk Leonhard Euler [118], [119] zapro-

ponował zastosowanie znanej już wcześniej ewolwenty jako funkcji opisującej zarys 

zęba. Ewolwenta jest krzywą, która powstaje w wyniku rozwijania napiętej nici 

z krzywej nazywanej ewolutą. Proces ten polega na odwijaniu nici z krawędzi ewo-

luty, w wyniku czego koniec nici rysuje trajektorię, którą to właśnie nazywamy 

ewolwentą. Najbardziej znanym przypadkiem jest ewolwenta koła, która powstaje, 

gdy ewolutą jest okrąg. Na rysunku 3.3 przedstawiono proces powstawania ewol-

wenty kołowej na okręgu o promieniu 𝑅, natomiast 𝛾 jest kątem odwinięcia dla 

wskazanego punktu 𝑃 . 

 

Rys. 3.3. Proces powstawania ewolwenty 

Funkcję ewolwentową w układzie kartezjańskim opisuję się przy pomocy po-

niższych równań parametrycznych: 

𝑥(𝛾) = 𝑅(cos(𝛾) + 𝛾 sin(𝛾))

𝑦(𝛾) = 𝑅(sin(𝛾) − 𝛾 cos(𝛾))
(3. 4) 

Pomimo wyższych nacisków jednostkowych niż w przypadku zarysu cykloidal-

nego zazębienie ewolwentowe jest całkowicie nieczułe na zmianę rozstawu osi kół. 

Dodatkowo, mnogość metod wykonywania ewolwentowych kół zębatych przy uży-

ciu prostych narzędzi spowodowała wyraźną dominację wśród zarysów stosowanych 

w przekładniach zębatych. 
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3.1. Opis zazębienia 

Poza konstrukcjami zbliżonymi do dmuchaw Rootsa większość przytoczonych 

we wprowadzeniu (rozdział 1.4) zarysów kół zębatych pomp typu CCHGP jest 

symetryczna i powstaje poprzez płynne połączenie różnych fragmentów zarysów. 

Jako zarys podstawowy, odpowiedzialny za płynne i niezawodne przenoszenie mo-

mentu z koła czynnego na koło bierne, został wybrany zarys ewolwentowy, którego 

wady i zalety zostały już wcześniej opisane. Pozostałe fragmenty, czyli w obrębie 

wierzchołka zęba i dna wrębu, odpowiedzialne są za utrzymanie szczelności pomię-

dzy komorami wysokiego i niskiego ciśnienia w trakcie przejścia punktu styku 

z flanki czynnej na flankę bierną. W literaturze można wyróżnić dwa podejścia do 

projektowania zarysów hybrydowych. Pierwsze, polegające na bezpośrednim zapro-

jektowaniu geometrii zęba w profilu czołowym i drugie, polegające na projektowa-

niu pośrednim, czyli na opracowaniu względnie prostego narzędzia, którym naci-

nane będzie docelowe uzębienie. Bez względu na zastosowaną metodę, w budowie 

zarysu CCHGP opartego na zarysie ewolwentowym można wyróżnić: flankę ewol-

wentową czynną i bierną, wierzchołek zęba oraz dno wrębu. Należy tutaj zaznaczyć, 

iż znaczna część analiz odbywa się w płaszczyźnie czołowej, tj. prostopadłej do osi 

obrotu kół współpracujących. Zatem, zgodnie z powszechnie przyjętą teorią, zagad-

nienia kinematyczne powinny być rozważane właśnie w płaszczyźnie czołowej. Bu-

dowę przykładowego zęba o zarysie hybrydowym przedstawiono w przekroju czo-

łowym na rysunku nr 3.4. 

 

Rys. 3.4. Widok na jeden ząb w płaszczyźnie czołowej. 1 – flanka ewolwentowa czynna, 

2, 3 – zakres zarysu ewolwentowego, 4 – zarys dna wrębu, 5 – zarys wierzchołka, 6 – flanka 

ewolwentowa bierna 

W celu utrzymania szczelności wewnętrznej jednostki ważne jest utrzymanie 

ciągłości punktu styku w analizowanym przekroju czołowym. Przykładowy zarys 
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z zaznaczonym punktem styku przemieszczającym się po krzywej zamkniętej na 

różnych etapach obrotu przedstawiono na rysunku nr 3.5.  

 

Rys. 3.5. Punkt styku w różnych fazach zazębienia. Rysunek: a – styk w centralnym punkcie 

zazębienia, b – styk w zakresie czynnych flanek ewolwentowych, c – styk zarysu wierzchołka 

zęba z dnem wrębu, d – styk w zakresie biernych flanek ewolwentowych. Fragmenty krzywej, 

po której porusza się punkt styku: 1 – czynna linia przyporu, 2 – krzywa styku dna wrębu 

z wierzchołkiem zęba, 3 – bierna linia przyporu 

Jeżeli warunek utrzymania ciągłego punktu styku nie zostanie spełniony, spo-

woduje to utworzenie się szczeliny pomiędzy kołami zębatymi. Możemy tutaj wy-

różnić dwie możliwości. Pierwsza, w której następuje chwilowy brak współpracy 

fragmentów zarysów kół współpracujących na pewnym niewielkim kącie obrotu 

oraz drugi, wywołany pojawieniem się w jednym położeniu dwóch punktów styku 

i niewspółpracującego fragmentu zarysu pomiędzy nimi. Pojawienie się takiej szcze-

liny spowoduje połączenie komór wysokiego i niskiego ciśnienia kanałem wzdłuż 

linii śrubowej zęba. Uformowanie się takiego kanału spowoduje utratę szczelności 

wewnętrznej pompy, a zatem brak możliwości uzyskiwania wysokich ciśnień 
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roboczych. Przykład zarysu, który nie tworzy ciągłej współpracy, wraz z zaznaczo-

nym miejscem braku współpracy, przedstawiono na rysunku nr 3.6. 

 

Rys. 3.6. Współpracujące koła zębate, które nie tworzą ciągłej linii styku: kolorem czerwonym 

zaznaczono linię styku, kolorem niebieskim – obszar, w którym dojdzie do połączenia komory 

niskiego i wysokiego ciśnienia 

Pojawienie się jedocześnie większej liczby punktów styku w jednym przekroju 

czołowym, przy zachowaniu ciągłości jednego z tych punktów, może skutkować 

utworzeniem przestrzeni zasklepionych, w szczególności w rejonie współpracy kół 

zębatych z blokiem łożyskowym. Problemy związane z przestrzenią zasklepioną 

w konwencjonalnych pompach zębatych oraz sposoby ich eliminowania, na przy-

kład poprzez odciążanie, pomimo iż są zagadnieniami bardzo dobrze opisanymi 

w literaturze, np. [29], [59], [95], nadal stanowią aktualny przedmiot badań [120], 

[121]. Do głównych problemów braku odciążenia przestrzeni zasklepionej należą: 

znaczące obniżenie sprawności objętościowej pompy, generowany wysoki hałas oraz 

niska trwałość pompy ze względu na duże obciążenia dynamiczne i kawitację. 

W przypadku pomp typu CCHGP temat przestrzeni zasklepionych stanowi dużo 

trudniejsze zagadnienie i w procesie przeglądu literatury nie ujawniono prac, w któ-

rych podjęto tę tematykę. Przykład przestrzeni zasklepionej utworzonej przez zarys 

CCHGP przedstawiono na rysunku nr 3.7. Zaznaczona kolorem niebieskim prze-

strzeń zasklepiona ograniczona jest z jednej strony poprzez linię styku (kolor czer-

wony) oraz z drugiej blokiem łożyskowym współpracującym z czołami kół zębatych 
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(bloku łożyskowego nie uwzględniono na rysunku, aby nie zasłonić widoku na utwo-

rzoną przestrzeń zasklepioną). 

 

Rys. 3.7. Współpracujące koła zębate tworzące przestrzeń zasklepioną: kolorem czerwonym za-

znaczono linię styku, natomiast kolorem niebieskim powstałą przestrzeń zasklepioną 

Analiza przebiegu puntu styku, w szczególności w zakresie zarysu odpowiedzial-

nego za przenoszenie momentu, jest bardzo ważnym aspektem ze względu na za-

gwarantowanie popranej współpracy kół zębatych pompy typu CCHGP. Parame-

trem opisującym przebieg punktu styku zarysu, a w rezultacie linii styku kół zęba-

tych jest stopień pokrycia. Parametr ten jest jednym z kluczowych parametrów 

w procesie projektowania przekładni zębatych, a więc, jak nietrudno się domyślić, 

jest istotny również w pompach zębatych. 

3.2. Stopień pokrycia 

Całkowity stopień pokrycia zwany też całkowitą liczba przyporu 𝜀𝛾 (ang. „total 

contact ratio”) w przekładniach zębatych o zębach skośnych składa się z sumy 

dwóch członów: czołowego stopnia pokrycia 𝜀𝛼 i poskokowego (skokowego) stopnia 

pokrycia 𝜀𝛽, co można zapisać w następującej w postaci [66], [78]: 

𝜀𝛾 = 𝜀𝛼 + 𝜀𝛽 (3. 5) 

W przekładniach zębatych o zębach skośnych, w tym także w pompach zęba-

tych z takim zazębieniem, całkowity stopień pokrycia 𝜀𝛾 musi zawsze przekraczać 
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wartość jedności. Spełnienie tego warunku jest niezbędne do zapewnienia ciągłości 

pracy zazębienia, a tym samym prawidłowej współpracy kół zębatych. Wyższa war-

tość tego parametru prowadzi do płynniejszej współpracy oraz zmniejszenia obcią-

żeń zębów, co wynika z równomierniejszego rozkładu nacisków na większą liczbę 

zębów. Na rysunku nr 3.8 przedstawiono geometrię przykładowego zazębienia śru-

bowego w przekroju czołowym oraz w płaszczyźnie przyporu, z oznaczeniami naj-

ważniejszych wielkości potrzebnych do wyznaczenia czołowego i poskokowego stop-

nia pokrycia. 

 

Rys. 3.8. Zazębienie śrubowe w płaszczyźnie czołowej wraz z płaszczyzną przyporu dla kół 

współpracujących w zakresie zarysu ewolwentowego 

Czołowy stopień pokrycia wyznaczany jest w przekroju czołowym i dla pomp 

typu CCHGP obliczany jest jedynie dla części ewolwentowej zazębienia. Z definicji 

czołowy stopień pokrycia jest stosunkiem długości odcinka 𝐴𝐵 znajdującego się na 

linii przyporu, w obrębie którego występuje kontakt pomiędzy współpracującymi 

zębami, odniesiony do podziałki zasadniczej: 

𝜀𝛼 =
𝐴𝐵

𝑝𝑡𝑧
(3. 6) 
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Dla zarysu, w którym nie występuje podcięcie stopy zęba, a liczba zębów koła 

czynnego i biernego jest równa i wynosi 𝑧, długość odcinka 𝐴𝐵 można wyznaczyć 

korzystając z poniższych zależności geometrycznych: 

𝐴𝐵 = 2𝐶𝐵 = 2(𝐺𝐵 −𝐺𝐶) (3. 7) 

 

Rys. 3.9. Zazębienie ewolwentowe w płaszczyźnie czołowej z zaznaczonymi kątami potrzeb-

nymi do wyznaczenia czołowego stopnia przyporu 

Korzystając z właściwości ewolwenty oraz uwzględniając zależności kątowe 

przedstawione na rysunku nr 3.9 zależność na długość odcinka 𝐴𝐵 można zapisać: 

𝐴𝐵 = 2(𝑟𝑡𝑧(𝛼𝑦𝑎 + inv𝛼𝑦𝑎) − 𝑟𝑡𝑧(𝛼𝑡𝑡 + inv𝛼𝑡𝑡)) = 2𝑟𝑡𝑧(tg 𝛼𝑦𝑎 − tg 𝛼𝑡𝑡) (3. 8) 

Podstawiając powyższą zależność do wzoru (3.6) czołowy stopień pokrycia po 

uproszczeniu można wyznaczyć z poniższej zależności: 

𝜀𝛼 =
𝑧

𝜋
(tg 𝛼𝑦𝑎 − tg 𝛼𝑡𝑡) (3. 9) 

Kąt 𝛼𝑦𝑎 jest kątem zarysu na promieniu 𝑟𝑦𝑎, na którym kończy się zarys ewol-

wentowy. Kąt ten jest zawarty pomiędzy styczną do zarysu a prostą przechodzącą 

przez środek koła zasadniczego i rozpatrywany punkt zarysu. Korzystając z rysunku 

nr 3.9 można zapisać poniższy warunek trygonometryczny: 

cos 𝛼𝑦𝑎 =
𝑟𝑡𝑧
𝑟𝑦𝑎

(3. 10) 

Zatem kąt zarysu na wskazanym promieniu można opisać za pomocą zależności: 

𝛼𝑦𝑎 = acos
𝑟𝑡𝑧
𝑟𝑦𝑎

(3. 11) 

Poskokowy stopień pokrycia wyznaczany jest z kolei jako stosunek szerokości 

wieńca 𝑏 odniesiony do wartości podziałki osiowej: 
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𝜀𝛽 =
𝑏

𝑝𝑎
(3. 12) 

Wiążąc zależnością trygonometryczną, zgodnie z rysunkiem nr 3.8, podziałkę 

zasadniczą 𝑝𝑡𝑧 z podziałką osiową 𝑝𝑎 możemy zapisać następująca zależność: 

𝑝𝑡𝑧
𝑝𝑎
= tg 𝛽𝑧 (3. 13) 

Przedstawiony w płaszczyźnie przyporu kąt pochylenia linii zęba 𝛽𝑧 jest kątem 

wyznaczonym przez linię śrubową na walcu zasadniczym koła zębatego. Kąt ten 

można wyznaczyć w oparciu o założenie niezmienności skoku linii śrubowej 𝐻 po-

mimo zmiany średnicy walca. Szkic linii śrubowej oraz rozwinięcie, wraz z najważ-

niejszymi oznaczeniami, przedstawiono na rysunku nr 3.10. 

 

Rys. 3.10. Obliczanie kąta pochylania linii zęba 𝜷𝒛 na walcu zasadniczym 

Korzystając z powyższego rysunku skok linii śrubowej w zależności od średnicy 

walca można zapisać: 

𝐻 =
2𝜋𝑟𝑡𝑧
tg 𝛽𝑧

=
2𝜋𝑟𝑝
tg 𝛽

(3. 14) 

Wykorzystując powyższą zależność oraz zależność pomiędzy promieniem zasad-

niczym i podziałowym tangens kąta 𝛽𝑧 można wyznaczyć następująco: 

tg 𝛽𝑧 =
𝑟𝑝
𝑟𝑡𝑧
tg 𝛽 = tg 𝛽 cos 𝛼𝛽 (3. 15) 

Podstawiając powyższe zależności trygonometryczne do wzoru (3.12) otrzymu-

jemy zależność pozwalającą na wyznaczenie poskokowego stopnia przyporu na pod-

stawie podstawowych parametrów zazębienia: 

𝜀𝛽 =
𝑏 sin 𝛽

𝜋𝑚𝑛
(3. 16) 
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Jak już wcześniej wspomniano, aby zagwarantować poprawną i niezawodną 

współpracę kół zębatych w trakcie okresu eksploatacji, w procesie projektowania 

kół zębatych należy bezwzględnie przestrzegać warunku, iż całkowity stopień po-

krycia musi zawsze być większy od jedności. Dodatkowo, w celu zmniejszenia praw-

dopodobieństwa utworzenia przestrzeni zasklepionej, należy ograniczyć czołowy 

stopień pokrycia do wartości 0,5. Warunek ten nie jest jednak warunkiem gwaran-

tującym eliminację przestrzeni zasklepionej. 

3.3. Optymalizacja zarysu 

Pomimo iż pompy z zarysem typu CCHGP istnieją już niespełna dziewięćdzie-

siąt lat, a na rynku, w wykonaniu wysokociśnieniowym, dostępne są od około dwu-

dziestu pięciu, to rozwiązania te nadal stanowią pewna niszę w rynku hydraulicz-

nych pomp zębatych. Obecnie produkowane są wyłącznie przez wiodących produ-

centów, co powoduje, że proces projektowania i technologia wykonywania kół zę-

batych stanowi pilnie strzeżone know-how każdego z producentów. W ramach wcze-

śniejszej współpracy z jednym z producentów na rodzimym rynku zostały opraco-

wane własne metody projektowania, analizy i wykonywania zarysów typu CCHGP. 

Wiedza ta pozostaje know-how autora i zespołu, co zostało również zabezpieczone 

zgłoszeniem patentowym nr 420637 z dnia 24.02.2017 r., a następnie potwierdzone 

nadaniem ochrony patentowej nr PL 230528 w dniu 30.11.2018 r. Z tego powodu 

w poniższej części zostaną jedynie krótko wspomniane kierunki i osiągnięcia procesu 

optymalizacji zarysu hybrydowego. Jak przedstawiono w rozdziale poświęconym 

celowi pracy, głównym celem naukowym nie jest metoda projektowania zarysów 

hybrydowych, a jedyne próba stworzenia uniwersalnego narzędzia do oceny para-

metrów hydraulicznych, w szczególności wydajności średniej i pulsacji wydajności 

dla różnych szerokości wieńców. 

Opracowany zarys w dalszym ciągu oparto na zarysie ewolwentowym w części 

odpowiadającej za przenoszenie momentu, natomiast szczególną uwagę zwrócono 

na wierzchołek zęba i współpracujące z nim dno wrębu. Założonym celem głównym 

były: eliminacja styku liniowego w przekroju czołowym, jak ma to miejsce w przy-

padku zarysu ewolwentowo-łukowego, oraz uzyskanie szczeliny zbieżnej do punktu 

styku w trakcie przejścia przez obszar współpracy wierzchołek-dno. Na rysunku 

nr 3.11 przedstawiono efekt poszukiwań nowego rozwiązania, gdzie można zauwa-

żyć, że na rysunku nr 3.11a i c szczelina rozszerza się w miarę wzrostu odległości 

od punktu styku. Na rysunku nr 3.11b można zaobserwować, że szczelina począt-

kowo rozszerza się, a następnie ponownie zwęża się, co utrudnia odpływ czynnika 
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ze szczeliny, a także może generować przestrzeń zasklepioną (tak jak przedstawiono 

to wcześniej rysunku nr 3.7). Dodatkowo, na rysunku nr 3.11d można zaobserwo-

wać powstanie szczeliny pomiędzy wierzchołkiem a dnem wrębu pomiędzy dwoma 

punktami styku. Taka sytuacja w skrajnych przypadkach może prowadzić do po-

wstania kanału pomiędzy komorą wysokiego i niskiego ciśnienia, co przedstawiono 

i omówiono wcześniej na rysunku nr 3.6. 

 

Rys. 3.11. Porównanie współpracy kół zębatych wg wynalazku Maglotta z autorskim rozwiąza-

niem: a, c – rozwiązanie autorskie, b, d – zarys Maglotta, a, b – położenia przesunięte o 3° od 

położenia martwego, c, d – położenie martwe 
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4. WŁAŚCIWOŚCI HYDRAULICZNE POMP Z KOŁAMI 

O ZARYSIE HYBRYDOWYM 

Parametry hydrauliczne pompy są kluczowe dla procesu projektowania, doboru 

oraz oceny jej wydajności i efektywności w różnorodnych zastosowaniach inżynier-

skich. Zrozumienie tych parametrów pozwala na optymalne projektowanie i eksplo-

atację systemów hydraulicznych, co jest szczególnie istotne dla różnych zastosowań 

w przemyśle. W pracy skupiono się na trzech kluczowych parametrach hydraulicz-

nych: wydajności chwilowej, pulsacji wydajności oraz wydajności średniej, które 

mają decydujący wpływ na pracę nie tylko samej pompy, ale i również całego 

układu hydraulicznego. 

Wydajność chwilowa jest definiowana jako objętość cieczy przepompowywana 

przez pompę w jednostce czasu w danym momencie. Jest to zmienna dynamiczna, 

której wartości zazwyczaj różnią się w zależności od kąta obrotu kół zębatych, ale 

mogą również zależeć od aktualnie występujących obciążeń, a więc ciśnienia w ukła-

dzie, oraz innych czynników operacyjnych. Umiejętność modelowania i analizy wy-

dajności chwilowej pozwala na znaczne przyśpieszenie wprowadzania nowych kon-

strukcji na rynek. 

Z wydajnością chwilową pompy ściśle powiązana jest pulsacja wydajności i od-

nosi się ona do cyklicznej fluktuacji przepływu cieczy wywołanej pracą kolejnych 

elementów wyporowych. Pulsacja wydajności jest zjawiskiem niepożądanym, które 

prowadzi do wibracji całych maszyn, wysokiego hałasu oraz obniżenia efektywności 

pomp, a także pozostałych elementów w układzie. Pulsacja może również negatyw-

nie wpływać na trwałość komponentów systemu hydraulicznego, powodując ich 

przedwczesne zużycie. Dlatego szczegółowe badanie i minimalizacja pulsacji są klu-

czowe dla zapewnienia stabilnej i niezawodnej pracy pomp. 

Wydajność średnia to uśredniona wartość wydajności chwilowej pompy. Jest 

to jeden z najważniejszych wskaźników efektywności pracy pompy, pozwalający na 

ocenę jej ogólnej wydajności i zdolności do spełniania wymagań projektowych. Zna-

jomość wydajności średniej jest kluczowa ze względu na dobór elementów współ-

pracujących, takich jak: układ napędowy, instalacja, elementy sterujące oraz od-

biorniki. 

W niniejszym rozdziale szczegółowo omówiono metody określania wydajności 

chwilowej, pulsacji wydajności oraz wydajności średniej. Przedstawione zostały dwa 
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modele wyznaczania pulsacji wydajności. Pierwszy – opierający się na modelu ana-

litycznym oraz drugi – numeryczny, bazujący na geometrii CAD zarysu zęba.  

4.1. Wydajność chwilowa 

Proces wyznaczenia wydajności jednostkowej pompy 𝑞0 należy poprzedzić zde-

finiowaniem właściwości geometrycznych ewolwenty. Na rysunku 4.1 przedstawiono 

graficznie proces powstawania krzywej ewolwentowej z zaznaczonym polem po-

wierzchni 𝑆 nad kołem zasadniczym, ograniczonym z jednej strony przez krzywą 

ewolwentową, a z drugiej przez styczną, która ją wykreśla. W dalszej części pole to 

skrótowo nazywane będzie polem pod ewolwentą. 

 

Rys. 4.1. Pole powierzchni pod ewolwentą 

Do wyznaczenia pola powierzchni 𝑆  zgodnie z rysunkiem 4.1 zdefiniowano 

przyrost pola powierzchni 𝑑𝑆 podczas rozwijania ewolwenty, co można zapisać na-

stępująco: 

𝑑𝑆 =
1

2
𝜌2𝑑𝛾 (4. 1) 

Długość stycznej będącej jednocześnie promieniem krzywizny ewolwenty 𝜌 po-

prowadzonej od koła zasadniczego o promieniu 𝑟𝑧  w funkcji kąta odwinięcia 𝛾 

można zapisać: 

𝜌 = 𝑟𝑧𝛾 (4. 2) 
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Podstawiając powyższą wartość do równania (4.1) oraz całkując otrzymujemy 

zależność określającą pole pod ewolwentą: 

𝑆 =
1

2
∫ 𝑟𝑧

2𝛾2𝑑𝛾 
𝛾

0

(4. 3) 

Rozwiązując powyższą całkę otrzymujemy wzór na pole powierzchni ewolwenty 

w uzależnieniu od kąta odwinięcia 𝛾: 

𝑆 =
𝑟𝑧
2𝛾3

6
(4. 4) 

Drugą ważną zależnością niezbędną do wyznaczenia wydajności jednostkowej 

jest określenie pola powierzchni wyznaczonego przez obrót o kąt 𝛿 dowolnego za-

rysu znajdującego się w zakresie promieni od 𝑟1  do 𝑟2 . Przypadek ogólny, wraz 

z niezbędnymi zależnościami, zilustrowano na rysunku nr 4.2. 

 

Rys. 4.2. Pole powierzchni wyznaczone poprzez obrót dowolnego zarysu zęba 

Elementarny przyrost powierzchni 𝑑𝑆 powstały poprzez obrót o kąt 𝛿 elemen-

tarnego fragmentu o grubości 𝑑𝑟 znajdującego się na wysokości 𝑟 można zapisać: 

𝑑𝑆 = 𝑟𝛿𝑑𝑟 (4. 5) 

Rozwiązując powyższą całkę w zakresie promieni od 𝑟1 do 𝑟2 otrzymujemy: 

𝑆 = ∫ 𝑟𝛿𝑑𝑟
𝑟2

𝑟1

=
𝑟2
2 − 𝑟1

2

2
𝛿 (4. 6) 

Proces tłoczenia pompy zębatej odbywa się w zazębieniu poprzez wypieranie 

cieczy roboczej z przestrzeni międzyzębnych na skutek wzajemnej współpracy kół 

zębatych. Na rysunku 4.3 przedstawiono przekrój czołowy o elementarnej grubości 

𝑑𝑏  współpracujących kół zębatych wraz z zaznaczonymi elementarnymi przyro-

stami przekrojów powstałymi w wyniku elementarnego obrotu kół zębatych o war-

tość kąta 𝑑𝜗 . Kolorem zielonym zaznaczono przyrosty dodatnie, natomiast na 
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czerwono ujemne. Dodatkowo kolorem niebieskim zaznaczono elementarną zmianę 

po drugiej stronie linii przyporu, która wykorzystana zostanie w dalszej części ob-

liczeń. 

 

Rys. 4.3. Elementarne przekroje wykorzystane do wyznaczenia wydajności chwilowej 

Elementarną zmianę objętości wywołaną poprzez obrót kół zębatych można 

zapisać poprzez poniższą zależność: 

𝑑𝑉 = (𝑑𝑆11 + 𝑑𝑆21 − 𝑑𝑆22)𝑑𝑏 (4. 7) 

Należy zauważyć, że różnica pomiędzy przekrojem 𝑑𝑆21 a przekrojem 𝑑𝑆22 jest 

równa przekrojowi 𝑑𝑆23 , oznaczonemu kolorem niebieskim. Powyższe zależności 

można zatem wyrazić w następujący sposób: 

𝑑𝑆23 = 𝑑𝑆21 − 𝑑𝑆22 (4. 8) 

Uwzględniając powyższą różnicę we wzorze (4.7)  otrzymujemy zredukowaną 

postać zależności: 

𝑑𝑉 = (𝑑𝑆11 + 𝑑𝑆23)𝑑𝑏 (4. 9) 

Aby precyzyjnie określić wartości wcześniej wskazanych przyrostów objętości, 

na rysunku 4.4 zaprezentowano przekrój czołowy z oznaczeniem kluczowych punk-

tów, kątów i promieni. 
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Rys. 4.4. Przekrój czołowy elementarnej wydajności pompy z naniesionymi punktami charakte-

rystycznymi oraz niezbędnymi oznaczeniami 

Elementarny przekrój zaznaczony na rysunku 4.4 można podzielić na trzy frag-

menty. Pierwszy, oznaczony kolorem niebieskim, powstaje w zakresie zarysu ewol-

wentowego. Drugi, zaznaczony na zielono, powstaje w obszarze wierzchołka koła 

czynnego oraz trzeci, szary, powstaje analogicznie jak zielony, jednakże wyznaczony 

poprzez obrót zarysu wierzchołka zęba koła biernego. Zgodnie z punktami zazna-

czonymi na rysunku 4.4 elementarny przyrost objętości w komorze tłocznej możemy 

przedstawić poniższą zależnością: 

𝑑𝑉 = (𝑑𝑆𝑒𝑓ℎ𝑔 + 𝑑𝑆𝑐𝑑𝑓𝑒 + 𝑑𝑆𝑐𝑑𝑚𝑛 + 𝑑𝑆𝑛𝑚𝑜𝑝)𝑑𝑏 (4. 10) 

Wydajności w części ewolwentowej nad linią przyporu wyznaczamy jako róż-

nicę przekroju powstałego poprzez obrót zarysu 𝑑𝑆𝑎𝑏𝑓𝑒 oraz pola zakreślonego po-

przez zarys pod linią przyporu: 

𝑑𝑆𝑐𝑑𝑓𝑒 = 𝑑𝑆𝑎𝑏𝑓𝑒 − 𝑑𝑆𝑎𝑏𝑑𝑐 (4. 11) 

Analogicznie do powyższego równania można sformułować zależność dla prze-

kroju w części ewolwentowej znajdującego się pod linią przyporu: 
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𝑑𝑆𝑐𝑑𝑚𝑛 = 𝑑𝑆𝑙𝑘𝑚𝑛 − 𝑑𝑆𝑐𝑑𝑘𝑙 (4. 12) 

Na podstawie wcześniej wyprowadzonej zależności (4.6) zmianę pól wyznaczo-

nych przez obrót zarysu ograniczony od dołu i góry łukami można zapisać: 

𝑑𝑆𝑎𝑏𝑓𝑒 =
𝑟𝑦𝑎
2 − 𝑟𝑡𝑧

2

2
𝑑𝜗 (4. 13) 

𝑑𝑆𝑙𝑘𝑚𝑛 =
𝑟𝑦𝑎
2 − 𝑟𝑡𝑧

2

2
𝑑𝜗 (4. 14) 

Następnie, wykorzystując metodę określania pola powierzchni pod ewolwentą 

przedstawioną na rysunku nr 4.1, fragmenty 𝑑𝑆𝑎𝑏𝑑𝑐  oraz 𝑑𝑆𝑐𝑑𝑘𝑙  można zapisać 

w postaci poniższych różnic: 

𝑑𝑆𝑎𝑏𝑑𝑐 = 𝑆𝐺𝑏𝑑 − 𝑆𝐺𝑎𝑐 (4. 15) 

𝑑𝑆𝑐𝑑𝑘𝑙 = 𝑆𝐻𝑐𝑙 − 𝑆𝐻𝑑𝑘 (4. 16) 

Podstawiając wyprowadzoną wcześniej zależność na pole powierzchni pod ewol-

wentą (4.4) do powyższych wzorów otrzymujemy: 

𝑑𝑆𝑎𝑏𝑑𝑐 =
𝑟𝑡𝑧
2

6
[(𝜗1 + 𝑑𝜗)

3 − 𝜗1
3] =
𝑟𝑡𝑧
2

6
[𝜗1
3 + 3𝜗1

2𝑑𝜗 + 3𝜗1𝑑𝜗
2 + 𝑑𝜗3 − 𝜗1

3] (4. 17) 

𝑑𝑆𝑐𝑑𝑘𝑙 =
𝑟𝑡𝑧
2

6
[𝜗2
3 − (𝜗2 − 𝑑𝜗)

3] =
𝑟𝑡𝑧
2

6
[𝜗2
3 − 𝜗2

3 + 3𝜗2
2𝑑𝜗 − 3𝜗2𝑑𝜗

2 + 𝑑𝜗3] (4. 18) 

Upraszczając, jednocześnie odrzucając nieskończenie małe wielkości wyższych 

rzędów, powyższe zależności można zapisać w postaci: 

𝑑𝑆𝑎𝑏𝑑𝑐 =
𝑟𝑡𝑧
2𝜗1

2

2
𝑑𝜗 (4. 19) 

𝑑𝑆𝑐𝑑𝑘𝑙 =
𝑟𝑡𝑧
2𝜗2

2

2
𝑑𝜗 (4. 20) 

Zależność pomiędzy kątami 𝜗1 oraz 𝜗2 wyznaczono korzystając z właściwości 

ewolwenty oraz zazębienia ewolwentowego: 

{
𝐺𝐻 = 𝐺𝑐 + 𝑐𝐻 = 𝑟𝑡𝑧𝜗1 + 𝑟𝑡𝑧𝜗2 = 𝑟𝑡𝑧(𝜗1 + 𝜗2)

𝐺𝐻 = 2𝑟𝑡𝑧 tg 𝛼𝑡𝑡
(4. 21) 

𝜗2 = 2 tg 𝛼𝑡𝑡 − 𝜗1 (4. 22) 

Dodatkowo, ponownie korzystając z zależności (4.6) przyrost pola powierzchni 

wyznaczony poprzez obrót wierzchołków kół zębatych można zapisać: 

𝑑𝑆𝑒𝑓ℎ𝑔 =
𝑟𝑤
2 − 𝑟𝑦𝑎

2

2
𝑑𝜗 (4. 23) 
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𝑑𝑆𝑛𝑚𝑜𝑝 =
𝑟𝑤
2 − 𝑟𝑦𝑎

2

2
𝑑𝜗 (4. 24) 

Podstawiając wszystkie wyprowadzone wyżej zależności na elementarne przy-

rosty pola powierzchni do wzoru (4.10) otrzymujemy: 

𝑑𝑉 = (
𝑟𝑤
2 − 𝑟𝑦𝑎

2

2
𝑑𝜗 +

𝑟𝑦𝑎
2 − 𝑟𝑡𝑧

2

2
𝑑𝜗 −

𝑟𝑡𝑧
2𝜗1

2

2
𝑑𝜗 +

𝑟𝑦𝑎
2 − 𝑟𝑡𝑧

2

2
𝑑𝜗 −

𝑟𝑡𝑧
2𝜗2

2

2
𝑑𝜗

+
𝑟𝑤
2 − 𝑟𝑦𝑎

2

2
𝑑𝜗)𝑑𝑏 

Po uporządkowaniu otrzymujemy zależność na elementarny przyrost objętości 

przekroju uzależniony od kąta 𝜗1: 

𝑑𝑉 = (𝑟𝑤
2 − 𝑟𝑡𝑧

2 −
𝑟𝑡𝑧
2

2
(𝜗1

2 + (2 tg 𝛼𝑡𝑡 − 𝜗1)
2))𝑑𝑏 𝑑𝜗 (4. 25) 

Następnie, w celu uporządkowania powyższego równania, wykonano poniżej 

przedstawione operacje mające na celu odszukanie charakterystycznych zależności 

trygonometrycznych: 

𝑑𝑉 = (𝑟𝑤
2 − 𝑟𝑡𝑧

2 − 𝑟𝑡𝑧
2(2tg2 𝛼𝑡𝑡 − 2 tg 𝛼𝑡𝑡 𝜗1 + 𝜗1

2)) 𝑑𝑏 𝑑𝜗 (4. 26) 

𝑑𝑉 = (𝑟𝑤
2 − 𝑟𝑡𝑧

2(1 + tg2 𝛼𝑡𝑡) − 𝑟𝑡𝑧
2(tg2 𝛼𝑡𝑡 − 2 tg 𝛼𝑡𝑡 𝜗1 + 𝜗1

2)) 𝑑𝑏 𝑑𝜗 (4. 27) 

Uwzględniając zależność trygonometryczną pomiędzy cosinusem a tangensem 

cos 𝛼𝑡𝑡 =
1

1+tg2 𝛼𝑡𝑡
 oraz zależność pomiędzy wartością promienia koła zasadniczego 

ewolwenty a promieniem tocznym 𝑟𝑡𝑧
cos𝛼𝑡𝑡

= 𝑟𝑡 otrzymano poniższą zależność: 

𝑑𝑉 = (𝑟𝑤
2 − 𝑟𝑡

2 − 𝑟𝑡𝑧
2(tg 𝛼𝑡𝑡 − 𝜗1)

2)𝑑𝑏 𝑑𝜗 (4. 28) 

Odległość 𝑠  aktualnego punktu styku 𝑐  od centralnego punktu zazębienia 𝐶 

w funkcji kąta 𝜗1 można wyznaczyć z następującej zależności: 

𝑠(𝜗1) = 𝐺𝑐 − 𝐺𝐶 = 𝑟𝑡𝑧𝜗1 − 𝑟𝑡𝑧 tg 𝛼𝑡𝑡 = 𝑟𝑡𝑧(𝜗1 − tg 𝛼𝑡𝑡) (4. 29) 

Podstawiając zależność (4.29) oraz uwzględniając definicję prędkości kątowej 𝜔 

jako zmiany kąta 𝑑𝜗 w czasie 𝑑𝑡 (𝜔 = 𝑑𝜗
𝑑𝑡

) do równania (4.28) otrzymujemy: 

𝑑𝑉 = 𝜔(𝑟𝑤
2 − 𝑟𝑡

2 − 𝑠2)𝑑𝑏 𝑑𝑡 (4. 30) 

Mając na uwadze, że zmiana objętości 𝑑𝑉  w czasie 𝑑𝑡 jest definicją objętościo-

wego natężenia przepływu możemy wyznaczyć elementarną wydajność chwilową 𝑑𝑞 

dla elementarnego przekroju czołowego 𝑑𝑏 zarysu złożonego z fragmentu ewolwenty 

i dowolnego kształtu wierzchołka zęba oraz dna wrębu: 
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𝑑𝑞 =
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝜔(𝑟𝑤

2 − 𝑟𝑡
2 − 𝑠2)𝑑𝑏 (4. 31) 

Niestety powyższa zależność, mimo że w znacznym stopniu przypomina wydaj-

ność chwilową klasycznych pomp zębatych z zębami prostymi, nie może zostać 

zależnością uniwersalną dla każdego zarysu hybrydowego opartego na zarysie ewol-

wentowym. W procesie wyznaczania zależności zmiany pola powierzchni założono, 

że punkt styku porusza się jedynie w zakresie ewolwentowym, czyli po linii przy-

poru. W takim przypadku odległość punktu styku od centralnego punktu zazębienia 

mieści się dokładnie w zakresie − 𝑝𝑡𝑧
4
≤ 𝑠 < 𝑝𝑡𝑧

4
. Taka sytuacja w całym cyklu tło-

czenia wystąpi jedynie w pompach, w których czołowy stopień przyporu będzie 

wynosić dokładnie 𝜀𝛼 = 0.5, co bezpośrednio wynika z zależności (3.6). Zatem osta-

teczna zależność elementarnej wydajności chwilowej w dowolnym przekroju czoło-

wym pompy wynosi: 

𝑑𝑞 = 𝜔(𝑟𝑤
2 − 𝑟𝑡

2 − 𝑠2)𝑑𝑏 dla −
𝑝𝑡𝑧
4
≤ 𝑠 <

𝑝𝑡𝑧
4

(4. 32) 

Powyższe równanie można uzależnić od kąta 𝜗 położenia przekroju czołowego 

względem centralnego punktu zazębienia 𝐶 wykorzystując poniższą własność ewol-

wenty: 

𝑠 = 𝑟𝑡𝑧𝜗 (4. 33) 

Podstawiając zależność (4.33) do równania (4.32) oraz określając jednocześnie 

periodyczność funkcji otrzymujemy równanie: 

{
 
 

 
 𝑑𝑞(𝜗) = 𝜔(𝑟𝑤

2 − 𝑟𝑡
2 − 𝑟𝑡𝑧

2𝜗2)𝑑𝑏 dla −
𝜋

2𝑧
≤ 𝜗 <

𝜋

2𝑧

𝑑𝑞 (𝜗 + 𝑘
𝜋

𝑧
) = 𝑑𝑞(𝜗) dla 𝑘 ∈ ℤ

(4. 34) 

Dla dowolnego przekroju czołowego śrubowych kół zębatych o kącie pochylenia 

linii zęba 𝛽 można wyznaczyć następującą zależność położenia punktu styku od 

współrzędnej szerokości wieńca 𝑏 oraz kąta obrotu kół zębatych 𝜑: 

𝜗(𝜑, 𝑏) =
tg 𝛽

𝑟𝑝
𝑏 + 𝜑 (4. 35) 

Aby wyznaczyć zależność wydajności chwilowej dla pompy o długości wieńca 

wynoszącym 𝑏  należy scałkować powyższe równanie po 𝑑𝑏  w zakresie od 0  do 𝑏 

uwzględniając periodyczność funkcji 𝑑𝑞(𝜗). 

𝑞(𝜑) = ∫ 𝑑𝑞[𝜗(𝜑, 𝑏)]
𝑏

0

(4. 36) 
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Ze względu na periodyczność, analityczna postać rozwiązania powyższej zależ-

ności jest bardzo złożona, ponieważ będzie miała formę funkcji wieloprzedziałowej, 

gdzie poszczególne przedziały będą zależne między innymi od kąta obrotu kół zę-

batych, szerokości wieńca oraz kąta pochylenia linii zęba. Ponadto, funkcje w tych 

przedziałach stanowią sumę rozwiązań całek w różnych zakresach. Mając na uwa-

dze, że celem tworzenia nauki jest służenie technice, opracowany model analityczny 

od tego momentu będzie rozwiązywany numerycznie, co zwiększy jego przydatność 

w praktyce inżynierskiej. W pierwszej kolejności, aby przy użyciu narzędzi mate-

matycznych wyeliminować przedziałowość funkcji, równanie (4.36) zostanie zapi-

sane za pomocą arytmetyki modularnej (arytmetyki reszt) [122], uzyskując: 

𝑞(𝜑) = ∫ 𝜔(𝑟𝑤
2 − 𝑟𝑡

2 − 𝑟𝑡𝑧
2([
tg 𝛽

𝑟𝑝
𝑏 + 𝜑 +

𝜋

2𝑧
](mod

𝜋

𝑧
) −
𝜋

2𝑧
)
2

)𝑑𝑏
𝑏

0

(4. 37) 

W powyższym równaniu zapis [tg𝛽
𝑟𝑝
𝑏 + 𝜑 + 𝜋

2𝑧
] (mod 𝜋

𝑧
) , zgodnie z przyjętymi 

zasadami, oznacza resztę z dzielenia wyrażenia w pierwszym nawiasie po podziele-

niu przez dzielnik 𝜋
𝑧
. W celu uzyskania numerycznego rozwiązania powyższego rów-

nania, operację całkowania można zastąpić sumowaniem dzieląc szerokość wieńca 

na 𝑛 skończonych fragmentów, co prowadzi do następującej zależności: 

𝑞(𝜑) =∑𝜔(𝑟𝑤
2 − 𝑟𝑡

2 − 𝑟𝑡𝑧
2([
tg 𝛽

𝑟𝑝

𝑖𝑏

𝑛
+ 𝜑 +

𝜋

2𝑧
](mod

𝜋

𝑧
) −
𝜋

2𝑧
)
2

)
𝑛

𝑖=0

𝑏

𝑛
 (4. 38) 

Na rysunku nr 4.5 przedstawiono numeryczne rozwiązanie postaci analitycznej 

wydajności chwilowej według zależności (4.38) dla pompy o liczbie zębów wynoszą-

cej 𝑧 = 10 . Na wykresie zestawiono przebiegi wydajności dla różnych szerokości 

wieńca 𝑏  wyrażonych poprzez poskokowy stopień przyporu 𝜀𝛽  obliczony zgodnie 

z zależnością (3.16). Ze względu na fakt, iż wydajność pompy zębatej w uproszcze-

niu proporcjonalna jest do szerokości wieńca 𝑏, w celu ułatwienia porównania, na 

wspomnianym wykresie wydajność chwilową przedstawiono w postaci względnej, 

jako stosunek wydajności chwilowej 𝑞 odniesionej do wydajności średniej 𝑄ś𝑟, opi-

sanej w dalszej części pracy (4.40). 
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Rys. 4.5. Wydajność chwilowa odniesiona do wydajności średniej dla różnych szerokości wieńca 

o poskokowym stopniu pokrycia 𝜺𝜷 w zakresie 0,5 do 2 

Na zaprezentowanym wykresie można zauważyć, że dla poskokowego stopnia 

pokrycia 𝜀𝛽, będącego wielokrotnością liczby 0,5, następuje całkowita redukcja pul-

sacji wydajności. Można zauważyć również ogólną tendencję, że osiągane ekstrema, 

wraz ze wzrostem poskokowej liczby przyporu, ociągają coraz niższe amplitudy 

względem wydajności średniej. Szersza analizę tego zagadnienia przedstawiono 

w podrozdziale nr 4.3. 

4.2. Wydajność średnia 

Teoretyczna wydajność średnia jest jednym z kluczowych parametrem pompy, 

którego znajomość niezbędna jest w trakcie projektowania układów hydrostatycz-

nych. W praktyce operuje się głównie wydajnością jednostkową 𝑞0 będącą stosun-

kiem wydajności średniej 𝑄ś𝑟 i prędkości obrotowej 𝑛: 

𝑞0 =
𝑄ś𝑟
𝑛

(4. 39) 

Taka postać pozwala konstruktorowi szybko wyznaczyć teoretyczną wydajność 

średnią lub jej zakres w zależności od zastosowanego napędu pompy. 

Wyznaczona we wcześniejszym podrozdziale zależność (4.36)  opisująca prze-

bieg wydajności chwilowej 𝑞(𝜑)  stanowi podstawę do wyznaczenia teoretycznej 
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wydajności średniej pompy 𝑄ś𝑟. Wartość tę uzyskuje się poprzez scałkowanie wy-

dajności chwilowej 𝑞(𝜑) w zakresie kąta obrotu koła zębatego 𝜑, mieszczącego się 

w jednym cyklu pracy − 𝜋
2𝑧
≤ 𝜑 < 𝜋

2𝑧
, a następnie podzielenie wyniku przez okres 

całkowania. Powyższą operację przedstawia się matematycznie w następujący spo-

sób: 

𝑄ś𝑟 =
𝑧

𝜋
∫ 𝑞(𝜑)𝑑𝜑

 𝜋
2𝑧

− 𝜋2𝑧

(4. 40) 

Wyznaczona powyżej teoretyczna wydajność średnia nie uwzględnia przecieków 

wewnętrznych pompy, występujących głownie w szczelinach osiowych i promienio-

wych, a także mogące wystąpić w zazębieniu. 

4.3. Pulsacja wydajności teoretyczna 

Pulsację wydajności przyjęło się wyrażać jako współczynnik nierównomierności 

wydajności [95]: 

𝛿 =
𝑄𝑚𝑎𝑥 −𝑄𝑚𝑖𝑛

𝑄ś𝑟
(4. 41) 

Wartości: maksymalną 𝑄𝑚𝑎𝑥 oraz minimalną 𝑄𝑚𝑖𝑛 z powyższej zależności wy-

znacza się następująco: 

𝑄𝑚𝑎𝑥 = max[𝑞(𝜑)] (4. 42) 

𝑄𝑚𝑖𝑛 = min[𝑞(𝜑)] (4. 43) 

Rozwiązania analityczne powyższych wartości ekstremów, ze względu na skom-

plikowaną już postać rozwiązania przebiegu wydajności chwilowej 𝑞(𝜑) (4.36), zo-

stały pominięte. W dalszej części, podobnie jak przy przebiegach wydajności chwi-

lowych, posłużono się rozwiązaniem numerycznym. Na rysunku nr 4.6 przedsta-

wiono wartość współczynnika nierównomierności wydajności 𝛿 w zależności od sze-

rokości wieńca 𝑏 wyrażonej podobnie jak poprzednio poprzez poskokowy stopień 

przyporu 𝜀𝛽 obliczony zgodnie z zależnością (3.16). Zgodnie z oczekiwaniami oraz 

literaturą dla poskokowej liczby przyporu będącej wielokrotnością liczby 0,5 (𝜀𝛽 =

𝑘
2
 dla 𝑘 ∈ ℤ+) współczynnik nierównomierności wydajności całkowicie się redukuje. 

Na wykresie uwzględniono jedynie pewien zakres poskokowej liczby przyporu. Ogra-

niczenie od dołu wynoszące 𝜀𝛽 ≥ 0,5 wynika z braku ciągłości zazębienia poniżej tej 

wartości, co spowodowane jest faktem, iż całkowita liczba przyporu 𝜀𝛾 spadłaby 

wtedy poniżej jedności. Z drugiej strony ograniczono się do poskokowej liczby przy-

poru 𝜀𝛽 ≤ 2  ze względu na zmniejszenie liczby wierzchołków na obwodzie 
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zapewniających szczelność pomiędzy komorami wysokiego i niskiego ciśnienia. 

Warto zauważyć, iż współczynnik nierównomierności wydajności pomiędzy warto-

ściami stopnia pokrycia wygaszającymi pulsację, w miarę zwiększania szerokości 

wieńca, osiąga coraz niższe ekstrema. 

 

Rys. 4.6. Pulsacja wydajności w zależności od długości wieńca wyrażonej poprzez poskokową 

liczbę przyporu 

4.4. Pulsacja wydajności rozwiązanie numeryczne 

Zaprezentowany w podrozdziale 4.1 model przebiegu wydajności chwilowej 

pompy został wyznaczony z założeniem, że zarys zęba w przekroju czołowym składa 

się z zarysu ewolwentowego o czołowym stopniu przyporu 𝜀𝛼 wynoszącym dokład-

nie 0,5, natomiast kształt wierzchołka zęba i współpracującego dna jest dowolny 

z zastrzeżeniem, że w momencie przejścia z czynnej flanki ewolwentowej na bierną 

następuje ciągły styk na całej długości wierzchołka i dna pomiędzy flankami ewol-

wentowymi. W przypadku zarysu, w którym skrócono zakres ewolwentowy (zmniej-

szono czołowy stopień przyporu poniżej wartości 0,5) analityczny model przedsta-

wiony we wcześniejszych podrozdziałach nie będzie rozwiązaniem dokładnym. 

W rozważaniach analitycznych przyjęto, że punkt styku zawsze porusza się po linii 

przyporu zarysu ewolwentowego. W zarysie o obniżonej czołowej liczbie przyporu 

punkt styku, po opuszczeniu linii przyporu, będzie poruszać się po wierzchołku 

(i dnie zębów współpracujących) odbiegając w ten sposób od przyjętego na pewnym 

etapie założenia. W celu stworzenia uniwersalnej metody wyznaczania pulsacji wy-

dajności zarysu dowolnego, gdzie nawet fragment odpowiedzialny za przenoszenie 

momentu nie musi być zarysem ewolwentowym opracowano algorytm wyznaczania 

przebiegu wydajności chwilowej. 

Opracowany algorytm został przedstawiony w dalszej części pracy w sposób 

matematyczny, gotowy do implementacji. Niemniej jednak, ze względu na opraco-

wanie autorskiego algorytmu przy kooperacji z przemysłem, pliki źródłowe oraz 
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fragmenty kodu nie zostaną zaprezentowane. Opracowane algorytmy zostały zaim-

plementowane w komercyjnym oprogramowaniu, które zostało udostępnione na te 

cele w postaci otwartej przez partnera z przemysłu. 

Do obliczeń numerycznych przyjęto, że wieniec kół zębatych podzielony jest 

wzdłuż osi kół na 𝑛 plastrów o skończonej grubości Δ𝑏 wynoszącej: 

Δ𝑏 =
𝑏

𝑛
(4. 44) 

Składową objętości cieczy wypartej poprzez skończony obrót z położenia kąto-

wego 𝜗𝑗−1  do położenia 𝜗𝑗  współpracujących kół zębatych w 𝑖 -tym przekroju 

można wyznaczyć następująco: 

Δ𝑉𝑖,𝑗 = Δ𝑆𝑖,𝑗Δ𝑏 (4. 45) 

Zmiana przekroju przestrzeni międzyzębnej Δ𝑆𝑖,𝑗 wyznaczana jest jako różnica 

powierzchni w pomiędzy położeniem 𝑗 a 𝑗 − 1, co można zapisać w postaci: 

Δ𝑆𝑖,𝑗 = 𝑆𝑖,𝑗−1 − 𝑆𝑖,𝑗 (4. 46) 

W celu wyznaczenia powyższej zmiany przekroju przestrzeni międzyzębnej 

Δ𝑆𝑖,𝑗 konieczne jest określenie punktu styku kół zębatych. Opracowany algorytm 

przyjmuje punkt styku jako minimum odległości pomiędzy zarysami. Na rysunku 

nr 4.7 przedstawiono graficznie analizowane kolejne przekroje komory tłocznej 

pompy. 

 

Rys. 4.7. Interpretacja graficzna fragmentu wyznaczanego pola powierzchni w przestrzeniach 

międzyzębnych w kolejnych krokach obliczeniowych 
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Korzystając z definicji objętościowego natężenia przepływu jako ilorazu zmiany 

objętości do czasu, w którym ta zmiana nastąpiła, można zapisać składową wydaj-

ności Δ𝑞𝑖,𝑗 dla 𝑖-tego przekroju kół zębatych: 

Δ𝑞𝑖,𝑗 =
Δ𝑉𝑖,𝑗
Δt
=
Δ𝑆𝑖,𝑗Δ𝑏

Δt
(4. 47) 

Aby powiązać przyrost czasu Δ𝑡 z obrotem kół zębatych, ponownie skorzy-

stano z definicji prędkości obrotowej, co w tym przypadku można zapisać jako: 

ω =
Δϑ

Δt
=
ϑj − ϑj−1
Δt

(4. 48) 

Wyznaczając z powyższego równania przyrost czasu Δ𝑡, a następnie wstawiając 

go do równania (4.47) otrzymujemy wydajność 𝑖-tego przekroju w 𝑗-tym położeniu 

kątowym kół zębatych: 

Δ𝑞𝑖,𝑗 =
ωΔ𝑆𝑖,𝑗Δ𝑏

Δϑ
(4. 49) 

Wartość chwilowego natężenia przepływu w 𝑗 -tym położeniu kół zębatych 

można wyznaczyć poprzez sumę składowych wydajności wzdłuż całej długości 

wieńca: 

𝑞𝑗 =∑Δ𝑞𝑖,𝑗 =
𝑛

𝑖=1

ωΔ𝑏

Δϑ
∑Δ𝑆𝑖,𝑗

𝑛

𝑖=1

(4. 50) 

Algorytm rozwiązywania powyższego modelu numerycznego, przedstawiony na 

rysunku nr 4.8 w postaci schematu blokowego, ilustruje krok po kroku proces obli-

czeniowy. Schemat ten umożliwia prześledzenie kolejnych etapów przetwarzania 

danych wejściowych, takich jak parametry geometryczne i fizyczne układu, w celu 

uzyskania wyników. 

Poszczególne bloki schematu obejmują: 

▪ Wprowadzenie danych początkowych – takich jak: geometria koła zęba-

tego, kąty, liczba zębów oraz szerokość wieńca. 

▪ Definiowanie warunków początkowych – przetworzenie geometrii zęba 

na zamkniętą geometrię fragmentu przestrzeni w komorze tłocznej oraz 

określenie początkowych wartości zmiennych potrzebnych do urucho-

mienia algorytmu. 

▪ Obliczenia iteracyjne – w których algorytm przeprowadza operacje ma-

tematyczne zgodnie z założonym modelem. 

▪ Kalkulacja wyników końcowych – gdzie ostateczne wartości wydajności 

są wyliczane na podstawie wcześniejszych obliczeń. 
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▪ Przedstawienie wyników – prezentacja wyników końcowych, np. w for-

mie tabel lub/i wykresów, które mogą być bezpośrednio wykorzystane 

do dalszych analiz inżynierskich.  

 

START

KONIEC

Wprowadzenie geometrii 
CAD oraz

parametrów: ar, z, b, β 

Generowanie geometrii do obliczeń
Wyznaczanie liczby 

analizowanych przekrojów imax

Ustawienie i-tego przekroju koła w 
położeniu φ0

Wyznaczenie punktu styku
Wyznaczenie Si, j

i = imax

Obrót koła o Δφ
j = j + 1

Przejście do kolejnego przekroju
i = i + 1

Nie

j = jmax

Tak

Nie

Wyznaczenie:
ΔSi, j oraz qj

Tak

Generowanie wydajności 
chwilowej qj

 

Rys. 4.8. Schemat blokowy algorytmu wyznaczania przebiegu wydajności chwilowej 

Należy tutaj zauważyć, że każdy z 𝑖-tych przekrojów czołowych jest identyczny 

względem pozostałych, a jedyną różnicą pomiędzy nimi jest przesunięcie w fazie, 

które można wyznaczyć na podstawie własności zazębienia śrubowego oraz 
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zależności trygonometrycznych. Przesunięcie fazowe Δ𝜑  pomiędzy dwoma kolej-

nymi przekrojami można wyznaczyć następująco: 

Δ𝜑 =
tg 𝛽Δ𝑏

𝑟
(4. 51) 

Uwzględniając powyższy fakt, w celu znacznego przyśpieszenia obliczeń, można 

powiązać ze sobą elementarny krok kąta obrotu Δ𝜗 kół zębatych w trakcie wyzna-

czania zmian powierzchni Δ𝑆𝑖,𝑗 z grubością elementarną Δ𝑏 składowych przekro-

jów, co uczyniono poniższym równaniem: 

Δ𝑏 =
𝑟Δ𝜗

tg 𝛽
(4. 52) 

W takim przypadku zmiana powierzchni w 𝑗-tym położeniu kół zębatych gene-

rowana przez przekrój 𝑖 + 1 (lub 𝑖 − 1 w zależności od zwrotu kąta pochylenia linii 

zęba względem kierunku obrotu kół zębatych) będzie równa zmianie powierzchni 

dla przekroju poprzedniego (𝑖-tego) w kolejnym położeniu kątowym (𝑗 + 1), co za-

pisano w poniższej równości:  

Δ𝑆𝑖+1,𝑗 = Δ𝑆𝑖,𝑗+1 (4. 53) 

Dzięki powyższym założeniom metodę wyznaczania zmiany powierzchni można 

ograniczyć dla jednego przekroju (najlepiej pierwszego) jednocześnie upraszczając 

zapis zmian przekroju Δ𝑆𝑖,𝑗 w następujący sposób: Δ𝑆𝑖=1,𝑗 = Δ𝑆𝑗. Uwzględniając 

wszystkie powyższe założenia przebieg pulsacji wydajności w 𝑗 -tym przekroju 

można wyznaczyć korzystając z poniższej zależności: 

𝑞𝑗 =
ωΔ𝑏

Δϑ
∑ Δ𝑆𝑗

𝑗+𝑛𝜗

𝑗

(4. 54) 

W powyższym równaniu wprowadzono nową liczbę przekrojów 𝑛𝜗  różną od 

wcześniej przyjętej, na które podzielono wieńce kół zębatych zgodnie z zasadą 

przedstawioną w równaniu (4.52). Wartość tej liczby można wyznaczyć wykorzy-

stując poniższą zależność.  

𝑛𝜗 =
𝑏

Δ𝑏
=
𝑏 tg 𝛽

𝑟Δ𝜗
(4. 55) 

Algorytm rozwiązywania powyższego, zoptymalizowanego pod kątem czasu ob-

liczeń, modelu numerycznego został przedstawiony w postaci schematu blokowego 

na rysunku nr 4.9. Schemat ten ilustruje zredukowaną liczbę operacji oraz uspraw-

nienia wprowadzające efektywność czasową, co pozwala na szybsze uzyskiwanie 

wyników bez utraty precyzji obliczeń. Opracowanie i wdrożenie takiego algorytmu 
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jest kluczowe w kontekście obliczeń inżynierskich, gdzie czas wykonania symulacji 

często ma istotne znaczenie dla praktycznego zastosowania modelu. 

START

KONIEC

Wprowazdenie geometrii 
CAD oraz

parametrów: ar, z, b, β 

Generowanie geometrii do obliczeń

Ustawienie analizowanego 
przekroju koła w położeniu φ0

Wyznaczenie punktu styku
Wyznaczenie S1, j

Obrót koła o Δφ
j = j + 1

j = jmax Nie

Wyznaczenie:
ΔSj oraz qj

Tak

Generowanie wydajności 
chwilowej qj

 

Rys. 4.9. Schemat blokowy zoptymalizowanego algorytmu wyznaczania przebiegu wydajności 

chwilowej 

Na rysunku nr 4.10 graficznie przedstawiono przykładowe kolejne iteracje pro-

gramu wyznaczającego pulsację wydajności w oparciu o przedstawiony algorytm 

rozwiązywania modelu numerycznego. Ilustracja, oprócz fragmentów zarysu, za-

wiera dodatkowe krzywe ograniczające obszar komór roboczych w celu wyznaczenia 

pola powierzchni komory dla każdego z kolejnych analizowanych położeń kół zęba-

tych. 
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Rys. 4.10. Graficzne przedstawienie przykładowych jedenastu iteracji algorytmu numerycznego 

W pierwszej kolejności opracowany algorytm przetestowano na przykładowym 

zarysie hybrydowym z rodziny o czołowym stopniu przyporu 𝜀𝛼 = 0.5, dla której 

wcześniej opracowano model analityczny. Rozwiązanie numeryczne w porównaniu 

do rozwiązania analitycznego dla przykładowego zarysu o poskokowym stopniu 

przyporu 𝜀𝛽 = 0.8  przedstawiono na rysunku nr 4.11. Na przebiegu wydajności 

chwilowej otrzymanej z rozwiązania modelu numerycznego można zaobserwować 

charakterystyczne miejsca, w których dochodzi do ostrych przejść, czego nie odno-

towano w przypadku modelu analitycznego. Rozbieżność ta jest wynikiem pewnej 

niejednoznaczności w procesie numerycznego określania aktualnego punktu styku 

zazębienia. Niemniej jednak algorytm numeryczny odwzorowuje wydajność średnią 

w porównaniu do rozwiązania analitycznego z błędem na poziomie 0,24 %, co sta-

nowi praktycznie niezauważalną różnicę. Nieco większe różnice odnotowano w przy-

padku odwzorowania przebiegu pulsacji wydajności, które przedstawiono na ry-

sunku 4.12 w formie porównania współczynnika nierównomierności wydajności 𝛿 

w zależności od szerokości wieńca wyrażonej w postaci poskokowej liczby przyporu 

𝜀𝛽. Błąd względny dla maksymalnej wartości współczynnika nierównomierności wy-

dajności (przy 𝜀𝛽 = 0,71) wynosi 8,9 %. 
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Rys. 4.11. Porównanie przebiegu wydajności chwilowej wyznaczonej według modelu analitycz-

nego i numerycznego dla zarysu o czołowej liczbie przyporu 𝜺𝜶 = 𝟎, 𝟓 oraz poskokowej liczbie 

przyporu wynoszącej 𝜺𝜷 = 𝟎, 𝟖 

 

 

Rys. 4.12. Porównanie przebiegu współczynnika nierównomierności wydajności wyznaczonej 

według modelu analitycznego i numerycznego dla zarysu o czołowej liczbie przyporu 𝜺𝜶 = 𝟎, 𝟓 

w zależności od długości wieńca wyrażonej poprzez poskokową liczbę przyporu 

Opracowany autorski algorytm określania pulsacji wydajności metodą nume-

ryczną może zostać zastosowany dla zarysów dowolnych, a więc nie posiada ogra-

niczenia czołowym stopniem przyporu w części ewolwentowej jak w przypadku mo-

delu analitycznego opisanego w rozdziale 4.3. Mimo tego, mając świadomość ogra-

niczeń modelu analitycznego wynikających z przyjętych założeń, porównano prze-

biegi wydajności chwilowej dla zarysu, w którym ograniczona część ewolwentowa 
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daje czołowy stopień przyporu 𝜀𝛼 = 0.32. Porównanie przebiegów przedstawiono 

na rysunku nr 4.13. Rozbieżność wartości wydajności średniej pomiędzy algoryt-

mem numerycznym a rozwiązaniem analitycznym wynosi około 0,4 %. Zastosowane 

modyfikacje eliptyczne w analizowanym zarysie w sposób znaczący redukują nie-

jednoznaczności w wykrywaniu punktu styku, dzięki czemu przebieg wyznaczony 

poprzez model numeryczny pozbawiony jest ostrych przejść. Dodatkowo na rysunku 

nr 4.14 przedstawiono porównanie współczynnika nierównomierności wydajności 𝛿 

w zależności od szerokości wieńca, gdzie błąd względny dla maksymalnej wartości 

współczynnika nierównomierności wydajności (przy 𝜀𝛽 = 0,71) wynosi 1,9 %. 

 

 

Rys. 4.13. Porównanie przebiegu wydajności chwilowej wyznaczonej według modelu analitycz-

nego i numerycznego dla zarysu o czołowej liczbie przyporu 𝜺𝜶 = 𝟎, 𝟑𝟐 oraz poskokowej liczbie 

przyporu wynoszącej 𝜺𝜷 = 𝟎, 𝟖 
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Rys. 4.14. Porównanie przebiegu współczynnika nierównomierności wydajności zarysu o czoło-

wej liczbie przyporu 𝜺𝜶 = 𝟎, 𝟑𝟐 w zależności od długości wieńca wyrażonej poprzez poskokową 

liczbę przyporu 

W ramach pracy przeprowadzono szereg prób i analiz dla różnych zarysów, co 

pozwala stwierdzić, że oba modele w wystarczającym stopniu odwzorowują zarówno 

wydajność średnią, jak i pulsację wydajności. Określony błąd względny wydajności 

średniej dla testowanych zarysów nie przekracza 0,4 %. W przypadku modelu ana-

litycznego należy mieć świadomość, iż jego wyznaczenie oparto o własności ewol-

wenty i zazębienia ewolwentowego, dlatego sugeruje się jego ostrożne wykorzysty-

wanie dla zarysów o niewielkim obniżeniu czołowego stopnia przyporu. 

 





 

71 

5. OPIS POMPY PROTOTYPOWEJ 

Prace nad rozwojem nowej jednostki są kontynuacją wcześniejszej współpracy 

z przemysłem. Pompę prototypową (rysunek nr 5.1) zaprojektowano na bazie 

pompy 3-PZ4 produkowanej przez zakład Hydrotor S.A. Aby maksymalnie wyko-

rzystać istniejące prefabrykaty oraz oprzyrządowanie dostępne w zakładzie produk-

cyjnym, zdecydowano się na pozostawienie dotychczasowego rozstawu kół zębatych 

oraz szerokości wieńca. Zmodyfikowano średnice zewnętrzne studzienek, w których 

pracują koła zębate, co wynika ze specyfiki zaprojektowanego zarysu zazębienia, 

czyli mocno ograniczonej możliwości zmiany wysokości głowy zęba.  

 

Rys. 5.1. Rozstrzelony widok modelu prototypowej pompy zębatej 

W pierwszym etapie, zgodnie z założeniami dotyczącymi technologii wykonania 

kół zębatych, zaprojektowano frez ślimakowy do ich nacinania w procesie frezowa-

nia. Model oraz zdjęcie wykonanego na zamówienie frezu ślimakowego przedsta-

wiono na rysunku nr 5.2. W trakcie projektowania narzędzia przyjęto założenie, że 

geometria zęba będzie wykonana na „gotowo”, bez uwzględniania naddatków na 

obróbkę cieplno-chemiczną i ścierną. Mając świadomość wysokiego ryzyka niepo-

wodzenia, decyzja ta została podjęta wspólnie z technologiem w celu ograniczenia 

kosztów zakupu indywidualnego oprzyrządowania do obróbki ściernej wykańczają-

cej. Wstępnie wykonano 10 kompletów kół zębatych, które następnie zostały pod-

dane obróbce cieplno-chemicznej. W procesie selekcji pod względem jakości 
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wykonania oraz wymiarów geometrycznych wybrano 4 komplety i złożono z nich 

pompy prototypowe. Pierwsze testy wykazały względnie poprawną pracę oraz sto-

sunkowo wysoką sprawność, a także redukcję pulsacji wydajności. Niestety, ze 

względu na powstałe deformacje po procesie obróbki cieplno-chemicznej, zaobser-

wowano kilka problemów, takich jak: wysoki hałas pochodzący od zazębienia (nie-

związany z pulsacją ciśnienia), wysoce zmienny moment obrotowy oraz ograniczona 

sprawność niektórych jednostek. Przeprowadzone badania pilotażowe potwierdziły 

poprawność współpracy zazębienia i stały się punktem wyjścia do dalszych badań. 

  

Rys. 5.2. Model zaprojektowanego frezu ślimakowego  po lewej  oraz wykonany frez  po 

prawej  

Drugą serię trzech par kół zębatych wytworzono przy współpracy z Zakładem 

Kół Zębatych (ZKZ Gears sp. z o.o.) wykorzystując technologię szlifowania profili 

dowolnych na maszynie KAPP NILES ZE 800 (rysunek nr 5.3). Szlifowanie profili 

dowolnych polega na wykonaniu profilu koła zębatego w oparciu o specjalnie przy-

gotowany plik wsadowy zawierający chmurę punków bez konieczności przygotowy-

wania drogich, dedykowanych do jednego modelu koła zębatego narzędzi (frezy, 

obciągacze profilowe do ściernic, itd.). W związku z koniecznością przygotowywania 

plików wsadowych do szlifierki został napisany skrypt pozwalający na wygenero-

wanie gotowego pliku zawierającego wszystkie niezbędne informacje o zarysie oraz 

wspomnianą wcześniej chmurę punktów. 

Standardowo, w celu uzyskania odpowiedniej trwałości kół zębatych, koła zę-

bate powinny zostać poddane dodatkowo obróbce cieplno-chemicznej, a następnie 

obróbce wykańczającej poprzez szlifowanie w celu usunięcia pozostawionego 
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nadmiaru materiału oraz osiągnięcia żądanej klasy dokładności wykonania. W przy-

padku tej krótkiej serii produkcyjnej, w celu ograniczenia czasu wykorzystania szli-

fierki, podjęto decyzję o wykonaniu kół zębatych z pręta uprzednio ulepszonego 

cieplnie, aby po procesie szlifowania przeprowadzić niskotemperaturową obróbkę 

cieplno-chemiczną TF1 oraz QP. Obróbka cieplno-chemiczna TF1 jest procesem 

węgloazotowania w kąpieli solnej w temperaturze około 480–630 ℃, po którym bez-

pośrednio przeprowadza się proces QP, czyli wytworzenia warstwy oksydacyjnej, 

zakończonej procesem polerowania. Dzięki dużo niższej temperaturze procesu niż 

w metodach konwencjonalnych (nawęglanie, węgloazotowanie połączone z harto-

waniem) obrabiany element nie ulega deformacji po procesie, a jego powierzchnia 

pozbawiona jest mikropęknięć, co czyni element gotowy do pracy bezpośrednio po 

zakończeniu procesu. W związku z brakiem konieczności przeprowadzania dodat-

kowej obróbki ściernej, koła zębate wykonano bez pozostawiania naddatku, czyli 

od razu na tak zwane „zero” z tendencją na dolny zakres tolerancji ze względu na 

niewielki przyrost materiału w procesie TF1 i QP. 

  

Rys. 5.3. Szlifierka KAPP NILES ZE 800 wykorzystana do wykonania prototypowych kół zę-

batych  po lewej , koło zębate w uchwycie maszyny po zakończonym procesie szlifowania  po 

prawej  

Na rysunku nr 5.4 przedstawiono zdjęcia przykładowych par kół zębatych 

pierwszej oraz drugiej serii. Na fotografii można dostrzec wyraźną różnicę w jakości 

uzyskanych powierzchni zębów. Koła zębate pierwszej serii (frezowane) posiadają 

widoczne nierówności na powierzchni zarysu zębów w przeciwieństwie do kół zęba-

tych szlifowanych. 
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Rys. 5.4. Koła zębate pierwszej serii – frezowane  u góry , drugiej serii – szlifowane  u dołu  

Koła drugiej serii poddano kontroli jakości bezpośrednio po procesie szlifowa-

nia, w tabeli 5.1 przedstawiono wyznaczone parametry odchyłek kół zębatych. 

Tab. 5.1. Opis zmierzonych odchyłek wykonania kół zębatych 

Parametr Opis 

𝑓𝐻𝛼 Odchyłka kąta profilu zęba 

𝐹𝑓  Całkowita odchyłka zarysu zęba 

𝑓𝑓  Odchyłka zarysu zęba 

𝑓𝐻𝛽 Odchyłka kąta linii zęba 
𝐹𝛽 Całkowita odchyłka kąta linii zęba 
𝑓𝛽𝑓  Odchyłka kształtu linii zęba 

𝑓𝑝 Odchyłka podziałki obwodowej 

𝑓𝑢 Błąd podziałki obwodowej 

𝑓𝑢𝑚 Średni błąd podziałki obwodowej 
𝐹𝑝 Całkowita odchyłka podziałki obwodowej 

𝐹𝑟 Bicie promieniowe 

Koła zębate pomp wyporowych powinny być wykonywane w klasie 6-7-7-C wg 

PN-79/M-88522/01, 6–7 wg ISO 1328-1/2 lub 6–7 wg DIN 3961/62. Pomiary od-

chyłek przeprowadzono z wykorzystaniem 4-osiowej maszyny współrzędnościowej 
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WENZEL WGT 400 w oparciu o normy DIN 3961/62. Dla przeprowadzonych po-

miarów założono minimum 6. klasę dokładności wykonania wg DIN 3961/62. Przy-

kładowy fragment raportu przedstawiający pomiar odchyłek profilu części ewolwen-

towej zarysu hybrydowego zaprezentowano na rysunku nr 5.5. 

 

Rys. 5.5. Fragment protokołu pomiarowego dla koła czynnego nr 3 wykonany przy pomocy 

4-osiowej maszyny współrzędnościowej WENZEL WGT 400 

Uzyskane dane z całej drugiej serii kół zębatych zestawiono w tabelach od 5.2 

do 5.5. W przypadku dwóch kół, czynnego nr 1 oraz biernego nr 3, została nie-

znacznie przekroczona odchyłka kąta profilu zęba. Analizując jednak indywidualnie 

wyznaczone klasy dla wszystkich parametrów można zauważyć, że zdecydowana 

większość (ponad 96 %) parametrów mieści się w zakresie od 1. do 5. klasy. Można 

zatem z całą pewnością stwierdzić, że pomimo nieznacznego wykroczenia poza za-

kładaną klasę koła zębate wykonane są na bardzo wysokim poziomie. 
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Tab. 5.2. Zmierzone odchyłki profilu zęba dla wykonanych czynnych kół zębatych 

N
r k

o
ła

 

P
a
ra

m
e
tr 

Wartość odchyłki [μm] 

 nr zęba, lewa/prawa flanka  Klasa 

częściowa 

K
la
sa

 1 3 6 8 

L P L P L P L P L P 

1 

𝑓𝐻𝛼 3,4 6,4 3,6 6,4 4,7 7,2 4,4 7,4 5 7 

7 

𝐹𝑓  3,4 6,7 3,8 6,8 4,6 7,0 4,6 7,2 3 5 

𝑓𝑓  1,3 1,3 1,4 1,7 1,3 1,4 1,6 0,9 1 1 

𝑓𝐻𝛽 4,1 1,4 3,8 −0,5 0,9 −2,9 2,2 −3,2 4 3 

𝐹𝛽 4,1 2,8 4,3 3,5 2,8 4,2 3,0 4,7 3 3 

𝑓𝛽𝑓  2,3 2,3 2,9 3,3 3,2 3,0 2,3 3,6 3 3 

2 

𝑓𝐻𝛼 2,3 5,3 1,5 5,2 3,0 4,2 3,4 5,4 4 5 

5 

𝐹𝑓  2,8 5,1 2,3 5,3 3,0 4,5 4,1 4,8 3 4 

𝑓𝑓  1,3 0,9 1,7 1,1 1,2 0,9 2,0 1,1 1 1 
𝑓𝐻𝛽 3,1 −1,7 2,7 −1,4 4,3 −0,3 3,7 −0,6 4 1 
𝐹𝛽 3,8 3,2 3,1 3,0 4,8 2,7 4,2 2,8 3 2 

𝑓𝛽𝑓  2,7 2,7 2,0 2,3 3,4 2,6 2,6 2,6 3 2 

3 

𝑓𝐻𝛼 0,9 4,8 1,9 5,0 0,9 4,5 0,1 4,8 2 5 

5 

𝐹𝑓  1,5 4,6 2,7 5,0 1,9 4,3 1,3 5,1 2 4 

𝑓𝑓  1,5 1,3 1,6 1,7 1,4 1,1 1,3 2,0 1 1 
𝑓𝐻𝛽 1,9 −0,6 −1,3 −3,7 0,9 −3,1 3,4 −0,4 3 4 
𝐹𝛽 3,1 2,5 2,3 4,1 2,4 3,7 4,1 2,6 3 3 

𝑓𝛽𝑓  2,9 2,3 1,8 2,5 2,1 2,2 2,4 2,4 2 2 
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Tab. 5.3. Zmierzone odchyłki profilu zęba dla wykonanych biernych kół zębatych 

N
r k

o
ła

 

P
a
ra

m
e
tr 

Wartość odchyłki [μm]  

 nr zęba, lewa/prawa flanka  Klasa 

częściowa 

K
la
sa

 1 3 6 8 

L P L P L P L P L P 

1 

𝑓𝐻𝛼 1,5 6,6 −0,1 5,5 1,2 5,5 1,5 6,8 1 6 

6 

𝐹𝑓  1,8 6,7 1,3 5,3 1,6 5,6 1,7 6,4 1 4 

𝑓𝑓  1,1 0,9 1,3 1,6 0,8 0,9 0,9 1,0 1 1 

𝑓𝐻𝛽 −0,6 3,2 1,7 4,7 0,2 4,9 −0,1 4,5 1 5 

𝐹𝛽 1,9 2,9 2,5 3,9 1,8 3,5 1,6 3,5 1 2 

𝑓𝛽𝑓  1,7 1,6 1,7 1,6 1,7 1,5 1,7 1,5 1 1 

2 

𝑓𝐻𝛼 1,4 6,2 0,7 6,3 1,1 5,4 1,9 6,9 2 6 

6 

𝐹𝑓  1,6 6,0 1,8 5,8 1,5 5,1 2,6 6,8 2 4 

𝑓𝑓  0,9 1,2 1,6 0,9 0,7 1,5 1,4 0,9 1 1 
𝑓𝐻𝛽 0,4 3,1 2,3 5,0 1,6 6,3 −0,9 3,3 2 5 
𝐹𝛽 2,1 2,9 2,9 3,7 2,1 4,8 2,0 5,0 1 3 

𝑓𝛽𝑓  2,0 1,1 2,0 1,3 1,4 1,5 1,7 3,1 1 3 

3 

𝑓𝐻𝛼 0,9 8,3 −0,1 7,4 2,5 7,5 0,8 6,3 3 7 

7 

𝐹𝑓  1,3 8,0 1,1 7,4 2,5 7,4 1,6 6,3 1 5 

𝑓𝑓  1,2 1,0 1,0 1,3 0,7 1,0 1,2 1,0 1 1 
𝑓𝐻𝛽 0,1 3,1 4,5 5,2 1,4 5,1 1,4 4,8 4 5 
𝐹𝛽 1,7 3,1 4,2 4,5 2,5 4,2 2,9 3,5 3 3 

𝑓𝛽𝑓  1,5 6,6 −0,1 5,5 1,2 5,5 1,5 6,8 1 6 
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Tab. 5.4. Zmierzone odchyłki bicia dla wykonanych czynnych kół zębatych 

Nr 

koła Parametr 

Wartość 

[μm] 

Klasa 

częściowa 

Klasa L P L P 

1 

𝑓𝑝 3,0 2,9 3 3 

4 

𝑓𝑢 2,2 2,7 2 3 

𝑓𝑢𝑚 1,1 1,1 — 
𝐹𝑝 5,9 7,4 2 3 

𝐹𝑟 8,2 4 

2 

𝑓𝑝 4,5 2,7 5 3 

5 

𝑓𝑢 6,2 2,3 5 2 

𝑓𝑢𝑚 1,9 1,0 — 

𝐹𝑝 8,1 6,6 4 3 

𝐹𝑟 7,9 4 

3 

𝑓𝑝 2,9 2,0 3 2 

3 

𝑓𝑢 3,7 2,0 3 1 

𝑓𝑢𝑚 1,2 1,0 — 
𝐹𝑝 7,4 6,0 3 2 

𝐹𝑟 6,1 3 

 

Tab. 5.5. Zmierzone odchyłki bicia dla wykonanych biernych kół zębatych 

Nr koła Parametr 

Wartość [μm] 

Klasa 

częściowa 

Klasa L P L P 

1 

𝑓𝑝 2,8 2,6 3 3 

3 

𝑓𝑢 3,5 3,3 3 3 

𝑓𝑢𝑚 1,7 1,0 — 

𝐹𝑝 6,4 6,8 3 3 

𝐹𝑟 5,7 3 

2 

𝑓𝑝 2,1 2,9 3 3 

3 

𝑓𝑢 2,0 2,4 1 2 

𝑓𝑢𝑚 0,9 1,3 — 
𝐹𝑝 6,6 6,1 3 3 

𝐹𝑟 5,4 3 

3 

𝑓𝑝 3,9 3,8 4 4 

5 

𝑓𝑢 4,5 5,8 4 5 

𝑓𝑢𝑚 2,2 2,0 — 

𝐹𝑝 5,8 3,8 2 1 

𝐹𝑟 4,6 3 
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6. BADANIA I OCENA WŁAŚCIWOŚCI HYDRAULICZNYCH 

Ocena właściwości hydraulicznych konwencjonalnych pomp wyporowych 

opiera się głównie na analizie charakterystyk sprawności objętościowej, hydrau-

liczno-mechanicznej oraz całkowitej w funkcji ciśnienia tłoczenia. Dla klasycznych 

rozwiązań takie podejście jest zupełnie wystarczające. W przypadku pomp nisko-

pulsacyjnych równie ważnym aspektem jest ocena pulsacji wydajności. 

6.1. Charakterystyki statyczne 

Pomiary hydrauliczne prototypowych pomp przeprowadzono na stanowisku bę-

dącym na wyposażeniu laboratorium Napędów Hydraulicznych i Wibroakustyki 

Maszyn przy Katedrze Eksploatacji Systemów Technicznych. Wszystkie badania 

prowadzono po uprzednim dotarciu jednostek. Temperaturę cieczy w zbiorniku sta-

bilizowano na poziomie 50 ℃ z dokładnością ±2 ℃ przy pomocy zainstalowanego 

wymiennika ciepła. Ciśnienie na ssaniu pompy stabilizowano przy pomocy układu 

doładowującego na poziomie 0,3 bar z dokładnością ±0,1 bar. Schemat stanowiska 

przedstawiono na rysunku nr 6.1. 
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Rys. 6.1. Schemat hydrauliczny stanowiska badawczego: 1 – badana pompa zębata, 2 – prze-

twornik ciśnienia w króćcu ssącym, 3 – przetwornik temperatury w króćcu ssącym, 
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4 – manometr w króćcu ssącym, 5 – przetwornik ciśnienia w króćcu tłocznym, 6 – przetwornik 

temperatury w króćcu tłocznym, 7 – manometr w króćcu tłocznym, 8 – przepływomierz, 

9 – momentomierz wraz z obrotomierzem, 10 – pompa doładowująca, 11, 12, 13 – zawory dła-

wiące, 14, 15 – zawory bezpieczeństwa, 16 – silnik napędowy badanej pompy, 17 – zbiornik ze 

stabilizacją temperatury 

W trakcie pomiarów wykorzystano nowoczesną aparaturę pomiarową, charak-

teryzującą się wysoką dokładnością pomiaru: ±0,25 % wartości mierzonej dla po-

miaru ciśnienia oraz ±0,4 % wartości mierzonej przy pomiarze natężenia prze-

pływu. Ze względu na małą liczbę badanych prototypów (brak dostatecznej liczby 

próbek do przeprowadzenia analizy statystycznej) oraz fakt, że wszystkie zaprezen-

towane w dalszej części badania przeprowadzono w zbliżonych warunkach, pomi-

nięto analizę błędu pomiarowego. Szczegółowy spis wykorzystanej aparatury po-

miarowej zaprezentowano w tabeli nr 6.1. 

Tab. 6.1. Aparatura pomiarowa wykorzystana do pomiarów hydraulicznych 

Lp. Opis Typ/nr seryjny 

1 
Przetwornik ciśnienia w króćcu 

ssącym 

HySense® PR100 −1–6 bar 

S/N: Z210389654 

2 
Przetwornik ciśnienia w króćcu 

tłocznym 

HySense® PR100 0–400 bar 

S/N: Z160244635 

3 
Czujnik temperatury w króćcu 

ssącym 

HySense® TE100 −50–200 ℃ 

S/N: 18570 

4 
Czujnik temperatury w króćcu 

tłocznym 

HySense® TE100 −50–200 ℃ 

S/N: 18492 

5 Przepływomierz 
HySense® QG-100 0,7–70 l/min 

S/N: 35149 

6 Momentomierz z obrotomierzem 
Sensor AT MT1000 

S/N: 05/04 

7 System pomiarowy 
Hydrotechnik MultiSystem 8050 

S/N: 0224 
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6.1.1. Sprawność objętościowa 

Sprawność objętościowa pompy wyporowej jest wskaźnikiem określającym efek-

tywność pompy w zakresie przetłaczania czynnika roboczego z przestrzeni ssawnej 

do króćca tłocznego. Tę wartość wyznacza się jako stosunek rzeczywistej objętości 

cieczy przetłaczanej przez pompę do wartości teoretycznej wynikającej z geometrii 

pompy oraz prędkości obrotowej wału pompy: 

𝜂𝑣 =
𝑄𝑟𝑧
𝑄𝑡

(6. 1) 

Im wyższa jest sprawność objętościowa, tym bardziej efektywna jest praca 

pompy. Jednakże warto zauważyć, że pompy rzadko osiągają 100 % sprawności 

objętościowej, ponieważ zawsze występują straty wynikające z przecieków we-

wnętrznych. W pompach zębatych wyróżnia się dwa zestawy szczelin/luzów, które 

odpowiadają za przecieki wewnętrzne: 

▪ Luzy osiowe – występujące pomiędzy powierzchniami czołowymi kół 

zębatych a powierzchnią bloku łożyskowego pompy. 

▪ Luzy promieniowe (określane w literaturze również mianem luzów ob-

wodowych [95]) – występujące pomiędzy wierzchołkiem zęba koła zęba-

tego a powierzchnią cylindryczną studzienki korpusu. 

Na rysunkach 6.2, 6.3, 6.4 i 6.5 przedstawiono charakterystyki sprawności ob-

jętościowej jednej pompy wykonanej w ramach pierwszej serii oraz trzech pomp 

wykonanych w ramach drugiej serii prototypów dla czterech różnych prędkości ob-

rotowych wału pompy. Analizując przedstawione charakterystyki można zauważyć 

wyraźną różnicę pomiędzy pompami nr 4 i 5 a 6 i 7. Pompa nr 4, zbudowana na 

bazie kół zębatych frezowanych cechuje się zdecydowanie najniższą sprawnością 

objętościową. Jest to bezpośrednio związane z jakością powierzchni współpracują-

cych zębów oraz odchyłkami geometrycznymi powstałymi w procesie obróbki 

cieplno-chemicznej. Można również zauważyć wyraźny spadek sprawności przy ci-

śnieniu 20 MPa dla prędkości 2000 obr/min, który wynikał z uszkodzenia uszczel-

nienia kompensacji pompy. 

Pomimo, iż pompy nr 5, 6 oraz 7 należą do jednej serii, to pompa nr 5 cechuje 

się wyraźnie niższą sprawnością od pozostałych dwóch. Należy tutaj zaznaczyć, że 

pompa ta była pierwszą jednostką poddaną badaniom niszczącym i tę pompę do-

cierano oraz badano do ciśnienia roboczego 28 MPa oraz krótkotrwale do 32 MPa. 

Po przeprowadzeniu badań zaobserwowano wyraźne pogorszenie parametrów wy-

dajności. Z tego względu pompę tę zdemontowano i przeprowadzono analizę 
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uszkodzeń. Zaobserwowano uszkodzenia powierzchni czołowych kół zębatych, które 

wskazują, iż przeprowadzona obróbka ścierna powierzchni czołowych spowodowała 

nadmierne usunięcie warstwy utwardzonej w procesie QP. Przedstawione poniżej 

charakterystyki dla wspomnianej pompy wykonano po ponownym montażu z no-

wymi blokami łożyskowymi. Niestety powstałe uszkodzenia na kołach zębatych nie 

pozwoliły na uzyskanie pierwotnej sprawności. 

Dla kolejnych pomp (nr 6 i 7) zmodyfikowano program badań ograniczając ci-

śnienia robocze do 22 MPa. W przypadku tych pomp, charakterystyki wskazują 

wysoką szczelność wewnętrzną pomp, uzyskując sprawność objętościową powyżej 

95 % przy każdej badanej prędkości obrotowej. 

 

 

Rys. 6.2. Sprawności objętościowe wybranych pomp prototypowych przy prędkości 

800 obr/min 
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Rys. 6.3. Sprawności objętościowe wybranych pomp prototypowych przy prędkości 

1000 obr/min 

 

 

Rys. 6.4. Sprawności objętościowe wybranych pomp prototypowych przy prędkości 

1500 obr/min 
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Rys. 6.5. Sprawności objętościowe wybranych pomp prototypowych przy prędkości 

2000 obr/min 

 

6.1.2. Sprawność całkowita 

Sprawność całkowita pompy to wskaźnik określający całkowitą efektywność 

działania pompy. Jest to stosunek mocy hydraulicznej przekazywanej do czynnika 

roboczego w króćcu tłocznym do mocy mechanicznej dostarczonej na wał pompy. 

Sprawność całkowita pompy przedstawia się za pomocą poniższego wzoru: 

𝜂𝑐 =
𝑁ℎ
𝑁𝑤𝑒

(6. 2) 

Sprawność całkowita pompy zawsze mieści się w przedziale od 0 % do 100 %, 

gdzie 100 % oznacza pompę idealną, w której cała moc mechaniczna dostarczona 

do pompy jest efektywnie przekazywana do płynu. W praktyce jednak żadna pompa 

nie osiąga 100 % sprawności całkowitej, ponieważ zawsze występują pewne straty 

energii, takie jak tarcie, wewnętrzne straty ciśnienia oraz przecieki wewnętrzne. 

Sprawność całkowita pompy jest ważnym parametrem podczas oceny jej wy-

dajności i efektywności w danym zastosowaniu. Pompy o wyższej sprawności cał-

kowitej wymagają dostarczania mniejszej ilości energii mechanicznej do tłoczenia 
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określonej ilości płynu, co czyni je bardziej przyjazne środowisku oraz przekłada się 

na niższe koszty eksploatacji. 

Na rysunkach 6.6, 6.7, 6.8 oraz 6.9 zaprezentowano charakterystyki sprawności 

całkowitej obu serii pomp prototypowych dla kolejnych prędkości obrotowych wału 

pompy. Pompy oparte na kołach zębatych szlifowanych, w szczególności pompy 

nr 6 i 7, wykazują porównywalny poziom sprawności całkowitej, natomiast pompa 

nr 5, ze względu na wcześniej opisaną jej historię, wykazuje od kilku do nawet 20 % 

niższą sprawność całkowitą. Pompa wykonana w ramach pierwszej serii (nr 4, koła 

frezowane) przy wszystkich prędkościach obrotowych wykazała najniższą spraw-

ność objętościową, tylko nieznacznie przekraczając 75 % przy prędkości 

2000 obr/min. Analiza sprawności hydrauliczno-mechanicznej przedstawiona w dal-

szej części pozwoli wysunąć wnioski, czy poza niską szczelnością pompy wykazaną 

wcześniej pojawiają się jeszcze podwyższone straty wynikające z tarcia pomiędzy 

współpracującymi elementami. 

 

 

Rys. 6.6. Sprawności całkowite wybranych pomp prototypowych przy prędkości 800 obr/min 
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Rys. 6.7. Sprawności całkowite wybranych pomp prototypowych przy prędkości 1000 obr/min 

 

 

Rys. 6.8. Sprawności całkowite wybranych pomp prototypowych przy prędkości 1500 obr/min 
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Rys. 6.9. Sprawności całkowite wybranych pomp prototypowych przy prędkości 2000 obr/min 

6.1.3. Sprawność hydrauliczno-mechaniczna 

Sprawność hydrauliczno-mechaniczna pompy wyporowej jest wskaźnikiem efek-

tywności zamiany momentu obrotowego dostarczanego do pompy na energię ciśnie-

nia cieczy roboczej w króćcu tłocznym pompy. Rozwijając zależności na moc hy-

drauliczną oraz wejściową we wzorze na sprawność całkowitą przedstawioną wzo-

rem (6.2) oraz uwzględniając teoretyczną wydajność pompy zależną od prędkości 

obrotowej możemy kolejno zapisać: 

𝜂𝑐 =
𝑁ℎ
𝑁𝑤𝑒
=
𝑝𝑄𝑟𝑧
𝑀𝑤𝑒𝜔

=
𝑝𝑄𝑟𝑧
2𝜋𝑀𝑤𝑒𝑛

=
𝑝𝑞

2𝜋𝑀𝑤𝑒

𝑄𝑟𝑧
𝑄𝑡
 (6. 3) 

Wstawiając do powyższej zależności wzór na sprawność całkowitą przedsta-

wioną wcześniej zależnością 6.1  oraz poniższą zależność na moment teoretyczny 

otrzymujemy:  

𝑀𝑡 =
𝑝𝑞

2𝜋
(6. 4) 

𝜂𝑐 =
𝑀𝑡
𝑀𝑤𝑒
𝜂𝑣 = 𝜂ℎ𝑚𝜂𝑣 (6. 5) 

𝜂ℎ𝑚 =
𝑀𝑡
𝑀𝑤𝑒

(6. 6) 

𝜂ℎ𝑚 =
𝜂𝑐
𝜂𝑣

(6. 7) 



6. Badania i ocena właściwości hydraulicznych 

88 

Podobnie jak w przypadku sprawności całkowitej oraz objętościowej, sprawność 

hydrauliczno-mechaniczna również mieści się w przedziale od 0 % do 100 %, gdzie 

100 % oznacza idealną konstrukcję, w której cały moment dostarczony na wał 

pompy jest efektywnie przekształcany na ciśnienie płynu. W rzeczywistości zawsze 

występują pewne straty energii, takie jak tarcie elementów wirujących, tarcie lepkie 

a także straty ciśnienia w kanałach wewnętrznych pompy, co powoduje, że spraw-

ność hydrauliczno-mechaniczna jest zawsze mniejsza niż 100 %. 

Ocena sprawności hydrauliczno-mechanicznej pompy jest ważna przy ocenie 

projektowanych pomp, ponieważ jej niskie wartości mogą zawężać pole poszukiwań 

wad konstrukcyjnych do wad w parach trących lub w geometrii kanałów wewnętrz-

nych. 

Na rysunkach 6.10, 6.11, 6.12 oraz 6.13 przedstawiono charakterystyki spraw-

ności hydrauliczno-mechanicznej badanych pomp prototypowych. Podobnie jak 

w poprzednich przypadkach, pompa z kołami frezowanymi charakteryzuje się naj-

niższą sprawnością hydrauliczno-mechaniczną. Ze względu na identyczną konstruk-

cję, obejmującą zarys zęba, łożyskowanie oraz ukształtowanie kanałów doprowa-

dzających i odprowadzających ciecz roboczą, wpływ tych czynników na wielkość 

strat mechanicznych pozostaje niezmienny. Fakt ten pozwala stwierdzić, że koła 

zębate o niskiej jakości wykonania cechują się „utrudnioną” współpracą. Podwyż-

szona chropowatość powierzchni oraz błędy w odwzorowaniu zarysu i linii zęba 

prowadzą do wyraźnego wzrostu strat mechanicznych, a w konsekwencji, do spadku 

sprawności hydrauliczno-mechanicznej. Dodatkowo, pomimo uszkodzenia po-

wierzchni czołowej kół zębatych w pompie nr 5, można zaobserwować zbliżone prze-

biegi sprawności hydrauliczno-mechanicznej pomp drugiej serii (koła szlifowane), 

co świadczy o wysokiej powtarzalności wykonania jednostek prototypowych. Należy 

tutaj zwrócić uwagę, że na straty mechaniczne mogą mieć wpływ nie tylko same 

koła zębate, ale również współpracujące z nimi: łożyska, bloki łożyskowe oraz kor-

pus. 
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Rys. 6.10. Sprawności hydrauliczno-mechaniczne wybranych pomp prototypowych przy pręd-

kości 800 obr/min 

 

 

Rys. 6.11. Sprawności hydrauliczno-mechaniczne wybranych pomp prototypowych przy pręd-

kości 1000 obr/min 
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Rys. 6.12. Sprawności hydrauliczno-mechaniczne wybranych pomp prototypowych przy pręd-

kości 1500 obr/min 

 

 

Rys. 6.13. Sprawności hydrauliczno-mechaniczne wybranych pomp prototypowych przy pręd-

kości 2000 obr/min 
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6.2. Pulsacja wydajności 

Bezpośredni pomiar pulsacji wydajności pomp wyporowych stanowi niezmier-

nie trudne zagadnienie. Przepływomierze objętościowe, do których należą między 

innymi przepływomierze zębate, owalnokołowe i śrubowe, cechują się bardzo wy-

soką dokładnością pomiaru, w szczególności wartości średniej, niestety ze względu 

na budowę i specyfikę pomiaru nie są w stanie precyzyjnie odwzorować przebiegu 

wydajności chwilowej. Wynika to z faktu, iż pomiar odbywa się poprzez zliczanie 

impulsów generowanych przez obrót kół lub śrub w założonym oknie czasowym. 

Rozdzielczość przepływomierza, czyli objętość przypadająca na jeden impuls często 

jest wielokrotnie większa od wartości amplitudy pulsacji wydajności. Przykładowo 

przepływomierz HySense® QG100 dla zakresu 0,2–30 dm3/min będący odpowiedni 

dla pomiaru wydajności pompy prototypowej cechuje się wysoką dokładnością po-

miaru na poziomie 0,5 % przy rozdzielczości około 0,6 cm3 na impuls. Dla pompy 

prototypowej o wydajności jednostkowej około 24 cm3/obr oraz pulsacji wydajności 

na poziomie 1 % objętościowa amplituda pulsacji wydajności wynosi 0,24 cm3, co 

stanowi niemal trzykrotnie niższą wartość niż objętość generująca jeden impuls 

przepływomierza. Na podstawie tych danych można jednoznacznie stwierdzić, że 

pulsacja wydajności generowana przez pompę będzie niezauważalna w sygnale re-

jestrowanym przez przepływomierze wyporowe. 

Pozostałe typy przepływomierzy, takie jak ultradźwiękowe czy Coriolisa, rów-

nież ze względu na rozdzielczość, dokładność lub częstotliwość pomiaru nie są w sta-

nie odwzorować przebiegu wydajności chwilowej. 

Na podstawie przeprowadzonego przeglądu literatury w kierunku metody po-

miaru pulsacji wydajności pomp wyporowych również nie znaleziono prac, w któ-

rych zostałyby wykorzystane komercyjnie dostępne przepływomierze. Natrafiono 

jednak na kilka prac, w których nie wykonywano bezpośredniego pomiaru przebiegu 

wydajności chwilowej pompy, natomiast wyznaczono go na podstawie pomiarów 

pulsacji ciśnienia w specjalnie przygotowanym do tego celu układzie hydraulicznym. 

Celowo zostało użyte tutaj słowo „wyznaczono” zamiast „zmierzono”, aby podkreślić 

różnicę w sposobie określenia wartości widma amplitudowo-częstotliwościowego, 

a także czasowego przebiegu pulsacji wydajności. 

6.2.1. Metoda pomiaru 

Jedna z pierwszych metod wyznaczania pulsacji wydajności została przedsta-

wiona w 1990 roku przez Edge‘a i Johnstona [123], [124] oraz następnie w 1996 roku 
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przez Johnstona i Drewa [125]. Obie prace opisują metodę nazywaną w literaturze 

jako „secondary source”, w której hydrauliczny układ pomiarowy (rys. 6.14) wy-

maga rozbudowy o dodatkowe źródło pulsacji wydajności. Na podstawie powyż-

szych prac została opracowana norma ISO 10767-1:1996 opisująca metodę wyzna-

czania impedancji źródłowej i pulsacji wydajności pomp wyporowych. 

51 2

43

 

Rys. 6.14. Układ pomiarowy pulsacji wydajności wykorzystujący „secondary source” [125], 

[126]. 1 – badana pompa, 2 – przetworniki ciśnienia dynamicznego, 3 – zawór dławiący, 

4 – przewód o małej średnicy, 5 – dodatkowe źródło pulsacji 

W roku 2000 Kojima i inni [127] opisali inną metodę pozwalającą na wyznacza-

nie pulsacji wydajności pompy bez konieczności stosowania skomplikowanego do-

datkowego źródła pulsacji wydajności. Autorzy zaproponowali pomiar pulsacji ci-

śnienia w rurze referencyjnej dla dwóch układów (rys. 6.15), różniących się jedynie 

położeniem zaworu dławiącego. 

L l 1 

P0

Q0

P1

Q1

L l 2 

P0

Q0

P1

Q1

a)

b)

1 2 3

 

Rys. 6.15. Układ pomiarowy pulsacji wydajności wykorzystujący metodę „2 Pressures/2 Sys-

tems” [127]. a  układ 1, b  układ 2, 1 – rura referencyjna, 2 – rura łącząca, 3 – zawór dławiący 
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Na podstawie powyższej metody wspominana wcześniej norma została zaktua-

lizowana w 2015 roku do normy ISO 10767-1:2015. Ze względu na skomplikowany 

proces pomiarowy i obliczeniowy na rynku brakuje komercyjnie dostępnych ukła-

dów pomiarowych. W związku z koniecznością budowy stanowiska w dalszej części 

przedstawiono w skrócie ideę metody oraz wykorzystany aparat matematyczny. 

Metoda opiera się na powszechnie znanym modelu rozchodzenia się fali ciśnie-

nia w układzie hydraulicznym z wykorzystaniem elementu dwuwrotnego. Interpre-

tację linii hydraulicznej przedstawia się w postaci czwórnika hydraulicznego zapre-

zentowanego na rysunku nr 6.15. 

 

Rys. 6.16. Graficzna interpretacja czwórnika hydraulicznego 

Matematyczny zapis czwórnika hydraulicznego przedstawia następujące rów-

nanie macierzowe: 

[
𝑃0
𝑄0
] = 𝑻 [

𝑃𝑙
𝑄𝑙
] = [

𝑇11 𝑇12
𝑇21 𝑇22

] [
𝑃𝑙
𝑄𝑙
] (6. 8) 

Macierz przejścia 𝑻  rozwija się następująco: 

𝑇11 = cosh(𝛽𝑙) (6. 9) 

𝑇12 = 𝑍𝑐 sinh(𝛽𝑙) (6. 10) 

𝑇21 =
1

𝑍𝑐
sinh(𝛽𝑙) (6. 11) 

𝑇22 = cosh(𝛽𝑙) (6. 12) 

Impedancję charakterystyczną 𝑍𝑐wyznacza się na podstawie zależności: 

𝑍𝑐 =
𝜌𝑐𝜉(𝜔)

𝜋𝑟0
2

(6. 13) 

Współczynnik związany z lepkością cieczy 𝜉(𝜔) w przybliżeniu wynosi: 

𝜉(𝜔) ≈ 1 +√
𝜈

2𝑟0
2𝜔
− 𝑗(√

𝜈

2𝑟0
2𝜔
+
𝜈

𝑟0
2𝜔
) (6. 14) 
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Współczynnik propagacji fali 𝛽 opisany jest zależnością: 

𝛽 =
𝜉(𝜔)𝜔

𝑐
(6. 15) 

Prędkość rozchodzenia się dźwięku 𝑐 w rurze referencyjnej z uwzględnieniem 

sztywności rury opisuje poniższa zależność: 

𝑐 =

√

 
 
 1

1
𝑐0
2 +
(𝐷𝑟 + ℎ)𝜌
𝐸ℎ

(6. 16)
 

Prędkość dźwięku w cieczy 𝑐0 można wyznaczyć na podstawie znajomości mo-

dułu sprężystości objętościowej cieczy 𝐵 i jej gęstości 𝜌, co zapisano poniżej: 

𝑐0 = √
𝐵

𝜌
(6. 17) 

Równanie macierzowe (6.8) można przedstawić w formie poniższych równań 

dla pomiaru w układzie pierwszym (pierwsze położenie zaworu dławiącego): 

𝑃0 = 𝑇11𝑃𝑙 + 𝑇12𝑄𝑙 (6. 18) 

𝑄0 = 𝑇21𝑃𝑙 + 𝑇22𝑄𝑙 (6. 19) 

Te same równania dla układu drugiego (zmienione położenie zaworu dławią-

cego) przedstawiono poniżej:  

𝑃 ′0 = 𝑇11𝑃
′
𝑙 + 𝑇12𝑄

′
𝑙

(6. 20) 

𝑄′
0
= 𝑇21𝑃

′
𝑙 + 𝑇22𝑄

′
𝑙

(6. 21) 

Źródło pulsacji, jakim jest pompa wyporowa, w uproszczeniu przedstawia się 

przy pomocy modelu Nortona: 

𝑄0 = 𝑄𝑠 −
𝑃0
𝑍𝑠
 lub 𝑄𝑆 = 𝑄0 +

𝑃0
𝑍𝑠

(6. 22) 

𝑄′
0
= 𝑄𝑠 −

𝑃 ′0
𝑍𝑠
 lub 𝑄𝑠 = 𝑄

′
0
+
𝑃 ′0
𝑍𝑠

(6. 23) 

Podstawiając równania (6.18)  i (6.19)  do (6.22)  oraz (6.20)  i (6.21)  do (6.23) 

otrzymujemy poniższe zależności: 

𝑄𝑠 −
𝑃0
𝑍𝑠
= 𝑇21𝑃𝑙 +

𝑇22
𝑇12
(𝑃0 − 𝑇11𝑃𝑙) (6. 24) 

𝑄𝑠 −
𝑃 ′0
𝑍𝑠
= 𝑇21𝑃

′
𝑙 +
𝑇22
𝑇12
(𝑃 ′0 − 𝑇11𝑃

′
𝑙) (6. 25) 
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Rozwiązując powyższe równania względem impedancji źródła 𝑍𝑠 otrzymujemy 

następującą zależność: 

𝑍𝑠 =
−𝑃0 + 𝑃

′
0

(𝑇21 −
𝑇22𝑇11
𝑇12
) (𝑃𝑙 − 𝑃

′
𝑙) +
𝑇22
𝑇12
(𝑃0 − 𝑃

′
0)

(6. 26) 

Następnie po podstawieniu wartości macierzy przejścia i uporządkowaniu 

otrzymujemy zależność na impedancję źródła: 

𝑍𝑠 = 𝑗𝑍𝑐
(𝑃0 − 𝑃

′
0) sin 𝛽𝑙

𝑃𝑙 − 𝑃
′
𝑙 − (𝑃0 − 𝑃

′
0) cos 𝛽𝑙

(6. 27) 

Podstawiając do równania (6.24) wyznaczoną w zależności (6.27) impedancję 

źródła 𝑍𝑠, a następnie upraszczając równanie otrzymujemy zależność opisującą pul-

sację wydajności 𝑄𝑠 wg modelu Nortona: 

𝑄𝑠 = 𝑗
1

𝑍𝑐

𝑃0𝑃
′
𝑙 + 𝑃

′
0𝑃𝑙

(𝑃0 − 𝑃
′
0) sin 𝛽𝑙

(6. 28) 

Wyznaczone powyżej parametry impedancji źródłowej 𝑍𝑠 i pulsacji wydajności 

źródła 𝑄𝑠 wyznaczono w oparciu o model Nortona, a więc bez uwzględniania zja-

wisk falowych wewnątrz kanału tłocznego pompy. Problem ten został dostrzeżony 

już przez autorów pierwszej metody [123], a następnie został uwzględniony w obec-

nie obowiązującej normie. Zakładając więc, że port tłoczny pompy można potrak-

tować jako fragment linii hydraulicznej, można przedstawić go matematycznie 

w postaci czwórnika hydraulicznego, analogicznie do równania macierzowego (6.8). 

Zakładając macierz przejścia jako 𝑻 ∗ otrzymamy następującą zależność opisującą 

pulsację natężenia 𝑄𝑠
∗ wg zmodyfikowanego modelu: 

𝑄𝑠
∗ = 𝑇21

∗ 𝑃0 + 𝑇22
∗ 𝑄0 (6. 29) 

W przyjętym wcześniej modelu Nortona pulsacja wydajności uwzględniona 

była jedynie na końcu kanału tłocznego. Zakładając z definicji impedancji, że im-

pedancja źródłowa jest stosunkiem pulsacji ciśnienia do pulsacji natężenia prze-

pływu wpływającego do kanału tłocznego możemy zapisać: 

𝑍𝑠 =
𝑃0
−𝑄𝑝

(6. 30) 

Model Nortona nie uwzględnia pulsacji po wewnętrznej stronie kanału tłocz-

nego pompy, a więc w modelu charakterystyk należy przyjąć jego wartość równą 0, 

co można zapisać następująco: 

0 = 𝑇21
∗ 𝑃0 + 𝑇22

∗ 𝑄𝑝 (6. 31) 
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Z równań (6.30)  i (6.31)  można wyznaczyć zależność pomiędzy współczynni-

kami macierzy przejścia: 

𝑍𝑠 =
𝑇22
∗

𝑇21
∗

(6. 32) 

Wstawiając zależność (6.32) do (6.29) otrzymujemy: 

𝑄𝑠
∗ = 𝑇21

∗ 𝑍𝑠 (
𝑃0
𝑍𝑆
+𝑄0) (6. 33) 

Następnie uwzględniając zależność (6.22) możemy zapisać: 

𝑄𝑠
∗ = 𝑇21

∗ 𝑍𝑠𝑄𝑠 (6. 34) 

Korzystając z własności macierzy 𝑻 ∗ oraz zależności (6.32) otrzymujemy zależ-

ność: 

𝑇 ∗21 =
1

√𝑍𝑠
2 − 𝑍𝑐

2
(6. 35) 

Podstawiając powyższą zależność do (6.34) otrzymujemy ostateczną postać za-

leżności pulsacji wydajności pompy: 

𝑄𝑠
∗ =

𝑍𝑠
√𝑍𝑠

2 − 𝑍𝑐
2
𝑄𝑠 (6. 36) 

Zgodnie z normą ISO 10767-1:2015, na podstawie zarejestrowanych przebiegów 

ciśnienia 𝑝0(𝑡) i 𝑝1(𝑡) przy dławieniu pompy pierwszym zaworem oraz 𝑝0
′ (𝑡) i 𝑝1

′ (𝑡) 

przy dławieniu drugim zaworem, wyznaczono składowe harmoniczne 𝑃0 , 𝑃1 , 

𝑃0
′ i 𝑃1

′ wykorzystując analizę FFT: 

𝑋(𝑖𝜔𝑘) ≡ 𝑋(𝑘) = ∑𝑥(𝑛𝜏)𝑒−𝑗
2𝜋𝑛𝑘
𝑁

𝑁−1

𝑛=0

≡ Re{𝑋(𝑘)} + 𝑗 Im{𝑋(𝑘)} (6. 37) 

Wartości amplitudy sygnału oraz przesunięcia fazowego wyznaczono przy po-

mocy poniższych zależności: 

|𝑋(𝑘)| = √[Re{𝑋(𝑘)}]2  + [Im{𝑋(𝑘)}]2 (6. 38) 

∠𝑋(𝑘) =
180

𝜋
tg−1 [

Im{𝑋(𝑘)}

Re{𝑋(𝑘)}
] (6. 39) 

Na podstawie otrzymanych składowych harmonicznych pulsacji ciśnienia wy-

znaczono pulsację wydajności 𝑄𝑠 i impedancję 𝑍𝑠 źródła wg standardowego mo-

delu Nortona zgodnie z zależnościami (6.28) i (6.27). W kolejnym kroku na podsta-

wie zależności (6.36) wyznaczono pulsację wydajności 𝑄𝑠
∗ wg modelu zmodyfikowa-

nego. 
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Na podstawie otrzymanych składowych harmonicznych pulsacji wydajności 𝑄𝑠
∗ 

przebieg czasowy 𝑞(𝑡)∗ można wyznaczyć przy pomocy poniższego równania: 

𝑞(𝑡)∗ =∑|𝑄𝑠.𝑖
∗ | cos(2𝜋𝑓𝑖𝑡 + 𝜓𝑖)

10

𝑖=1

(6. 40) 

Zgodnie z normą ISO 10767-1:2015 w procesie wyznaczania pulsacji wydajności 

analizowane jest jedynie dziesięć pierwszych składowych częstotliwości zarejestro-

wanych sygnałów ciśnienia lub maksymalnie do częstotliwości równej 3,5 kHz. Do 

rejestracji sygnałów ciśnienia, w celu zapewnienia odpowiedniej dokładności, wy-

magany jest układ pomiarowy wyposażony w przetworniki analogowo-cyfrowe mi-

nimum 24-bitowe. Ważnym elementem całego układu pomiarowego jest również 

układ pomiaru położenia wału silnika, gdyż w procesie analizy danych istotne są 

wartości przesunięcia fazowego składowych harmonicznych zarejestrowanych sy-

gnałów ciśnienia. Aby wspomniane przesunięcia fazowe dla wszystkich pomiarów 

ciśnienia miały zawsze wspólne odniesienie, przeprowadzana analiza FFT wyzwa-

lana jest od stałego położenia wału pompy. Na rysunku nr 6.17 przedstawiono sche-

mat układu pomiarowego zgodnie z normą ISO 10767-1. 

 

Rys. 6.17. Schemat układu pomiarowego zgodnie z normą ISO 10767-1:2015 [128]: 1 – badana 

pompa, 2 – zawór dławiący nr 1, 3 – zawór dławiący nr 2, 4 – zawór bezpieczeństwa, 5 – piezo-

elektryczne przetworniki ciśnienia, 6 – rura referencyjna, 7 – rura łącząca, 8 – rura przedłuża-

jąca, 9 – czujnik położenia wału, 10 – zawór ciśnienia wstecznego, 11 – kondycjoner sygnału 

IEPE, 12 – silnik napędowy, 13 – miernik prędkości obrotowej, 14 – 24-bitowa karta pomia-

rowa, 15 – wyświetlacz, 16 – komputer pomiarowy, 17 – sygnał wyzwalający 
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6.2.2. Budowa i testy układu pomiarowego 

Jak wspomniano wcześniej, ze względu na brak komercyjnie dostępnych goto-

wych układów pomiarowych do wyznaczania pulsacji wydajności, w ramach niniej-

szej pracy zbudowano własne stanowisko badawcze (rysunek nr 6.18). Zgodnie z zle-

ceniami normy ISO 10767-1:2015 wyznaczono optymalne długości rury referencyj-

nej oraz przedłużającej maksymalizując wynik różnicy zmierzonych składowych ci-

śnienia (𝑃0 − 𝑃
′
0)  oraz (𝑃𝑙 − 𝑃

′
𝑙)  występujących we wzorach (6.27)  oraz (6.28) . 

Ze względu na przeprowadzone testy oraz konieczność analizy zakresu częstotliwo-

ści nieznacznie przekraczającego wspomniane przez normę 3,5 kHz przeprowadzono 

serię testów dla coraz mniejszych długości rury referencyjnej. 

 

Rys. 6.18. Stanowisko badawcze do wyznaczania pulsacji wydajności pomp z badaną pompą 

prototypową 

Parametry hydraulicznej linii pomiarowej przedstawiono w tabeli nr 6.2. Po-

dana w nawiasie wartość długości rury referencyjnej stosowana była przy pomia-

rach w ramach testów stanowiska z wykorzystaniem pompy konwencjonalnej. 

Tab. 6.2. Główne parametry linii hydraulicznej wykorzystanej do pomiaru pulsacji wydajności 

Lp. Parametr Wartość 

1 Długość rury referencyjnej 98,7 mm (149,8 mm) 

2 Średnica wew. rury referencyjnej 19 mm 

3 Grubość ścianki 3,0 mm 

4 Długość rury przedłużającej 163,1 mm 

5 Moduł sprężystości materiału rury 210 GPa 
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Wyznaczając przebieg pulsacji wydajności ważne jest również określenie, ze 

zdefiniowaną przez normę dokładnością, podstawowych parametrów cieczy hydrau-

licznej. Część danych, takich jak: lepkość kinematyczna w 40 ℃, wskaźnik lepkości 

oraz gęstość otrzymano wraz z kartą katalogową producenta. Niestety, pomimo 

bezpośredniego kontaktu z producentem oleju, nie otrzymano wartości modułu 

sprężystości objętościowej oleju 𝐵, która jest kluczowa do określenia prędkości pro-

pagacji fali ciśnienia w tłoczonym czynniku. W celu określenia rzeczywistej wartości 

modułu przygotowano odpowiednie stanowisko (rysunek nr 6.19) wyznaczając szu-

kaną wartość zgodnie z definicją: 

𝐵 = −𝑉
𝑑𝑝

𝑑𝑉
(6. 41) 

 

Rys. 6.19. Stanowisko badawcze przeznaczone do wyznaczania modułu sprężystości objętościo-

wej oleju 

Zestawienie przyjętych do obliczeń parametrów cieczy przedstawiono w tabeli 

nr 6.3. Wartość modułu sprężystości objętościowej podano w formie przedziału, 

gdyż silnie zależy ona od ciśnienia cieczy. W trakcie obliczeń przyjęto wartość mo-

dułu odpowiadającą ciśnieniu średniemu, przy którym prowadzono pomiar. 
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Tab. 6.3. Najważniejsze parametry cieczy roboczej 

Lp. Parametr Wartość 

1 Rodzaj cieczy Lotos Oil L-HL-68 

2 Lepkość kinematyczna w 40 ℃ 65,6 cSt 

3 Wskaźnik lepkości 98 

4 Gęstość 880 kg/m3 

5 Moduł sprężystości objętościowej 1300–1700 MPa 

W tabeli nr 6.4 zawarto spis aparatury pomiarowej wykorzystanej do wyzna-

czenia przebiegów pulsacji wydajności. 

Tab. 6.4. Aparatura pomiarowa wykorzystana do wyznaczenia pulsacji wydajności 

Lp. Opis Typ/nr seryjny 

1 
Przetwornik ciśnienia dynamicznego 

w króćcu tłocznym 

PCB M102B06 

S/N: 46981 

2 
Przetwornik ciśnienia dynamicznego 

w rurze referencyjnej 

PCB M102B06 

S/N: 46982 

3 

Dane aparatury rejestrującej 

(rejestrator sygnału lub analizator 

widma) 

Brüel&Kjær 3050-A-040 

S/N: 3050-100862 

4 Czujnik temperatury 
HySense® TE100 −50–200 ℃ 

S/N: 18492 

5 Przepływomierz 
HySense® QG-100 0,7–70 l/min 

S/N: 35149 

6 Czujnik ciśnienia statycznego 
HySense® PR100 0–250 bar 

S/N: Z210266807 

7 
Dane aparatury do monitorowania 

parametrów pracy pompy 

Hydrotechnik MultiSystem 8050 

S/N: 0224 

Ponadto, w celu przyśpieszenia procedury obliczeniowej, a także podglądu wy-

ników napisano autorski program pozwalający na szybkie wyznaczanie pulsacji wy-

dajności z wczytanych plików pomiarowych. Zrzut okna programu przedstawiono 

na rysunku nr 6.20. 
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Rys. 6.20. Interfejs autorskiego programu napisanego w celu przyśpieszenia i częściowej auto-

matyzacji procedury obliczeniowej pulsacji wydajności 

Przed przystąpieniem do pomiarów pomp prototypowych przeprowadzono 

kilka testowych serii pomiarowych na pompach konwencjonalnych o zarysach ewol-

wentowych, których teoretyczne przebiegi pulsacji wydajności są powszechnie 

znane i wielokrotnie opisane w literaturze [95], [129]. Na rysunku nr 6.21 przedsta-

wiono przebiegi czasowe pulsacji wydajności dla pompy konwencjonalnej (Hydrotor 

S.A. 3PW-KPF1 nr 7, 24 cm3/obr) przy różnych ciśnieniach tłoczenia, wraz z prze-

biegiem teoretycznym. Porównanie składowych harmonicznych dla wyznaczonych 

przebiegów przedstawiono na rysunku nr 6.22. Pulsacja teoretyczna dla testowanej 

pompy wynosi 18,24 %, co przekłada się na wyraźny rejestrowany sygnał pulsacji 

ciśnienia. Stosunek rejestrowanego sygnału pulsacji ciśnienia do szumu (SNR) dla 

badanej pompy wynosił średnio 14,1 dB, co pozwoliło na uzyskanie szczególnie wy-

sokiej zgodności pomiaru z przebiegiem teoretycznym w porównaniu do dalej opi-

sanych badań pomp niskopulsacyjnych. Przy ciśnieniu 4 MPa błąd odwzorowania 

składowej podstawowej (𝛿𝑄𝑠.1
∗ ) wynosi 0,1 %. Analizując amplitudy kolejnych po-

miarów można zauważyć, że wraz ze wzrostem ciśnienia maleje dokładność odwzo-

rowania przebiegu teoretycznego, a błąd dla składowej podstawowej wzrasta 
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maksymalnie do 24,1 %. Dodatkowo, na podstawie znormalizowanego współczyn-

nika korelacji wzajemnej 𝜌𝑞𝑞∗ , określono, że podobieństwo przebiegów wyznaczo-

nych względem przebiegu teoretycznego zawiera się w przedziale od 0,873 do 0,981. 

 

Rys. 6.21. Przebiegi czasowe pulsacji wydajności przy różnych ciśnieniach tłoczenia dla przy-

kładowej konwencjonalnej pompy zębatej  KPF1 nr 7, 1000 obr/min  

 

 

Rys. 6.22. Widma amplitudowe wyznaczonych pulsacji wydajności przy różnych ciśnieniach 

tłoczenia dla przykładowej konwencjonalnej pompy zębatej  KPF1 nr 7, 1000 obr/min  
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Dodatkowo, przeprowadzono również pomiary dla pompy niskopulsacyjnej 

o bliźniaczej konstrukcji (Hydrotor S.A. 3PW-BPF1, 24 cm3/obr), której teore-

tyczna wartość pulsacji wydajności jest około czterokrotnie niższa i wynosi 4,47 %. 

Ze względu na znacząco niższą wartość pulsacji można domyślić się, że zmierzony 

sygnał pulsacji ciśnienia będzie cechował się mniejszymi amplitudami, wskutek 

czego przebieg czasowy będzie się „wypłaszaczał”. W efekcie, ze względu na wystę-

pujące zakłócenia pomiaru, dokładność odwzorowania przebiegu czasowego pulsacji 

wydajności będzie wizualnie gorsza. Wyniki pomiarów w postaci przebiegów czaso-

wych dla pompy niskopulsacyjnej przedstawiono na rysunku nr 6.23. 

 

Rys. 6.23. Przebiegi pulsacji wydajności przy różnych ciśnieniach tłoczenia dla przykładowej 

pompy zębatej o obniżonej pulsacji wydajności  BPF1, 800 obr/min  

Na rysunku nr 6.24 zestawiono amplitudy kolejnych harmonicznych wyznaczo-

nych pulsacji wydajności oraz przebiegu teoretycznego. Należy tutaj zwrócić uwagę 

na znacznie mniejszą zbieżność pomiaru z przebiegiem teoretycznym, błąd odwzo-

rowania dla pierwszej składowej względem wartości teoretycznej waha się w zakre-

sie od 5,7 % do 40,5 %. Efekt ten bezpośrednio związany jest z niższą wartością 

generowanej pulsacji ciśnienia, a co za tym idzie niższym rejestrowanym sygnałem. 

SNR dla przeprowadzonych pomiarów wynosił średnio 2,33 dB. Dodatkowo badana 

pompa cechowała się uszkodzeniem kół zębatych, co również zostało ujawnione 

w trakcie tych pomiarów jako nagły spadek ciśnienia, który nasila się wraz ze wzro-

stem ciśnienia tłoczenia pompy. Pojawiające się z tego powodu dodatkowe znie-

kształcenia sygnału powodują, że znormalizowany współczynnik korelacji 
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wzajemnej dla wyznaczonych przebiegów względem przebiegu teoretycznego osiąga 

maksymalnie wartość 0,826. 

 

Rys. 6.24. Widma amplitudowe wyznaczonych pulsacji wydajności przy różnych ciśnieniach 

tłoczenia dla przykładowej pompy zębatej o obniżonej pulsacji wydajności  BPF1, 

800 obr/min  

Przeprowadzone testy dla pomp konwencjonalnych o zarysie ewolwentowym 

wykazały poprawność przyjętej metody pomiarowej oraz potwierdziły możliwość 

wykorzystania zbudowanego stanowiska do dalszych badań nad pompami prototy-

powymi. 

6.2.3. Wyniki pomiaru pulsacji wydajności dla pomp prototypowych 

Zdobyte doświadczenie w trakcie wcześniej prowadzonych pomiarów pulsacji 

wydajności oraz wielokrotnie przeprowadzone pomiary na jednostkach prototypo-

wych pozwoliły na przeprowadzenie obliczeń mających na celu wyznaczenie pulsacji 

wydajności docelowych jednostek prototypowych. Badaniom poddano zarówno jed-

nostki pierwszej serii (koła tylko frezowane) oraz drugiej serii (koła szlifowane). Ze 

względu na wysoką niedokładność oraz wady na powierzchni zębów pierwszej serii 

kół zębatych wyznaczona pulsacja silnie zależała od ciśnienia tłoczenia, a także od 

testowanego egzemplarza. W związku z powyższym, otrzymane wyniki uznano za 

niejednoznaczne, obarczone wysokim błędem związanym głównie z technologią wy-

konania, co uniemożliwia jednoznaczne potwierdzenie słuszności opracowanego 
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modelu analitycznego oraz numerycznego, w których to zakładano idealne odwzo-

rowanie zarysu zęba. 

Znacznie wyższą zbieżność badań stanowiskowych z modelami matematycz-

nymi otrzymano dla drugiej serii pomp prototypowych. Wyznaczone przebiegi cza-

sowe wraz z przebiegami teoretycznymi przedstawiono na rysunku nr 6.25. Mając 

na uwadze, że spodziewana wartość pulsacji (współczynnika nierównomierności wy-

dajności) wynosi około 1 % wartości średniej wydajności, otrzymane wyniki można 

z całą pewnością uznać za zadowalające. Znormalizowana korelacja wzajemna po-

między wyznaczonymi przebiegami wydajności chwilowej a przebiegiem obliczonym 

zgodnie z modelem analitycznym mieści się w zakresie od 0,90 do 0,92. Dodatkowo, 

na rysunku nr 6.26 zestawiono amplitudy kolejnych harmonicznych wyznaczonych 

przebiegów wraz z amplitudami odpowiadającymi przebiegom teoretycznym. Naj-

lepszą zgodność uzyskano dla pomp o numerach seryjnych 6 oraz 7, w przypadku 

których rozbieżność podstawowej składowej pulsacji wydajności względem modelu 

analitycznego wynosi kolejno 17,2 % i 22,6 %. Pompy te, jak przedstawiono wcze-

śniej, charakteryzowały się najwyższą szczelnością wewnętrzną. Można zatem wnio-

skować, że wyznaczony przebieg pulsacji wydajności pompy nr 5 obarczony jest 

dodatkowym wpływem przecieków wewnętrznych. Należy również zauważyć, iż teo-

retyczny kształt przebiegu wydajności chwilowej jest wysoce zbliżony do przebiegu 

sinusoidalnego, gdyż wartości harmonicznych począwszy od drugiej składowej są 

bliskie zera. W przebiegach pulsacji wyznaczonych dla pomp prototypowych można 

jednak zauważyć wyraźnie wyższe zniekształcenie, objawiające się obecnością nie-

zerowych kolejnych harmonicznych. Pomimo tych rozbieżności, przeprowadzone 

pomiary można uznać za udane, a uzyskane wyniki potwierdzają słuszność opraco-

wanych modeli. Szczegółowe zestawienie wyznaczonych parametrów wraz z porów-

naniem do pompy konwencjonalnej przedawniono w podsumowaniu pracy w tabeli 

8.1. Dodatkowo, biorąc pod uwagę ich unikalny charakter, można stwierdzić, że 

stanowią one istotny wkład w rozwój modelowania pulsacji w pompach typu 

CCHGP. 
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Rys. 6.25. Przebieg czasowy wyznaczonych pulsacji wydajności prototypowych pomp NSH 

nr 5, 6, 7 w porównaniu z modelem analitycznym i numerycznym dla prędkości obrotowej 

800 obr/min przy ciśnienia 4 MPa 

 

 

Rys. 6.26. Porównanie widm amplitudowych wyznaczonych pulsacji wydajności prototypowych 

pomp NSH nr 5, 6, 7 w porównaniu z modelem analitycznym i numerycznym dla prędkości ob-

rotowej 800 obr/min przy ciśnienia 4 MPa 
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7. BADANIA I OCENA WŁAŚCIWOŚCI AKUSTYCZNYCH 

Badania akustyczne odgrywają kluczową rolę w ocenie jakości i zgodności urzą-

dzeń mechanicznych, w tym również pomp zębatych, z obowiązującymi normami. 

W przypadku pomp niskopulsacyjnych, które z założenia powinny być ciche, ana-

liza generowanego hałasu jest szczególnie istotna. Umożliwia ona identyfikację źró-

deł dźwięków mogących wpływać na klimat akustyczny oraz prowadzenie dalszych 

modyfikacji konstrukcyjnych w celu redukcji hałaśliwości. W dalszej części roz-

działu przedstawiona zostanie zastosowana metoda oraz wyniki pomiarów akustycz-

nych, w tym analiza mocy akustycznej oraz widma tercjowego, które mogą stanowić 

podstawę do dalszego rozwoju badanych konstrukcji. 

Badania akustyczne można podzielić na metody polegające na pomiarze po-

ziomu ciśnienia akustycznego lub pomiarze natężenia dźwięku. Metody natężeniowe 

mogą być stosowane w pomieszczeniach nieprzystosowanych do pomiarów aku-

stycznych lub w warunkach podwyższonego tła akustycznego. Z tych powodów są 

to metody najczęściej stosowane przy pomiarach mocy akustycznej maszyn w wa-

runkach roboczych, kiedy umieszczenie maszyny w komorze jest niemożliwe lub 

nieopłacalne ze względu na jej wyłączenie z pracy lub wysokie koszty transportu. 

Metody ciśnieniowe stosowane są głównie przy pomiarach w pomieszczeniach przy-

stosowanych do pomiarów akustycznych, do których należą komory bezechowe, 

semibezechowe oraz pogłosowe. Nieco rzadziej wykorzystuje się je w pomiarach 

terenowych nad tzw. płaszczyzną odbijającą. 

7.1. Pomiar parametrów akustycznych 

Badania akustyczne pomp prototypowych przeprowadzono w komorze pogło-

sowej znajdującej się Laboratorium Napędów Hydraulicznych i Wibroakustyki Ma-

szyn wchodzącego w skład Katedry Eksploatacji Systemów Technicznych. Objętość 

komory wynosi 𝑉 = 102 m3 i, zgodnie z obecnie obowiązującą normą, komora nie 

spełnia wymaganej minimalnej objętości dla prowadzenia badan akredytowanych. 

Jednakże ze względu na przeprowadzone badania porównawcze, wspomniana ko-

mora jest wystarczającym, stabilnym środowiskiem akustycznym do przeprowadze-

nia analizy porównawczej. Rzut komory wraz z lokalizacją punktów pomiarowych 

przedstawiono na rysunku nr 7.1. 
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Rys. 7.1. Rzut komory pogłosowej w Katerze Eksploatacji Systemów Technicznych 

Do pomiaru wielkości akustycznych wykorzystano system pomiarowy składa-

jący się z 8 mikrofonów pojemnościowych (Brüel&Kjær typ 4165 ) z przedwzmac-

niaczami (Brüel&Kjær typ 2639), które połączono z 8-kanałowym multiplekserem 

(Brüel&Kjær typ 2811). Sygnały poziomu ciśnienia akustycznego z wybranych 4 

mikrofonów rejestrowano przy pomocy uniwersalnej czterokanałowej karty pomia-

rowej (Brüel&Kjær typ 3050-A-040). Dzięki zastosowaniu multipleksera i odpo-

wiedniej konfiguracji połączeń system umożliwia pomiar z dowolnie wybranego mi-

krofonu. W trakcie pomiarów testowych wytypowano 4 mikrofony (1, 2, 4, 7), 

z których w sposób jednoczesny rejestrowano sygnały ciśnienia akustycznego. 

W procesie obliczeń uwzględniono również poprawki wyznaczone w trakcie kalibra-

cji mikrofonów przeprowadzonej pistofonem (Brüel&Kjær typ 4220). Schemat 

układu pomiarowego przedstawiono na rysunku nr 7.2. 
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Rys. 7.2. Schemat blokowy toru pomiarowego do wyznaczania hałaśliwości pomp zębatych: 

KO – komora akustyczna dyfuzyjna, KEST Politechniki Wrocławskiej, OB – badany obiekt – 

hydrauliczna pompa zębata, MC – pojemnościowe mikrofony pomiarowe z przedwzmacnia-

czami, B&K typ 4165 + 2639, MU – multiplekser 8-kanałowy, B&K typ 2811, WP – uniwer-

salny wzmacniacz pomiarowy, B&K typ 3050-A-040, KA – kalibrator akustyczny  pistonfon , 

B&K typ 4220 

Rejestrację ciśnienia akustycznego przeprowadzono w pasmach tercjowych 

w pełnym zakresie słyszalnym (od 12,5 Hz do 20 kHz). Poziom ciśnienia akustycz-

nego w 𝑗-tym pasmie wyznaczono przy pomocy poniższej zależności:  

𝐿𝑝 𝑗  = 10 log
〈𝑝𝑗
2〉

𝑝0
2
 (7. 1) 

Globalny poziom ciśnienia akustycznego wyznaczono zgodnie z poniżej przed-

stawionym wzorem (dla zakresu, w którym komora spełnia minimalne wymagania): 

𝐿𝑝 = 10 log
∑ 〈𝑝𝑗

2〉
𝑗

𝑝0
2
 (7. 2) 

W celu wyznaczenia skorygowanego poziom dźwięku wg charakterystyki czę-

stotliwościowej A, w pierwszej kolejności wyznaczono skorygowany poziom dźwięku 

indywidulanie dla każdej z analizowanych tercji, uwzględniając wartości współczyn-

ników korekcyjnych 𝐿𝑝 𝑗 [130]. Obliczenia te przeprowadzono zgodnie z poniższą 

zależnością:. 

𝐿𝑝𝐴 𝑗  = 𝐾𝐴 𝑗 + 𝐿𝑝 𝑗 (7. 3) 
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Wykorzystując skorygowane pasmowe poziomy dźwięku wyznaczono skorygo-

wany poziom dźwięku w odniesieniu globalnym przy pomocy poniższego wzoru: 

𝐿𝑝𝐴 = 10 log∑100,1(𝐿𝑝𝐴 𝑗)

𝑗

(7. 4) 

Moc akustyczną wyznaczono metodą dokładną w oparciu o normę 

PN-85/N-01334, po uprzednim przeprowadzeniu pomiarów kalibrujących komorę 

oraz wyznaczeniu na tej podstawie odpowiednich współczynników. Wyznaczone 

wartości współczynników przedstawiono w tabeli 7.1. 

Poziom mocy akustycznej w 𝑗-tym pasmie częstotliwości wyznacza się na pod-

stawie pasmowych poziomów ciśnienia akustycznego zgodnie z poniższym wzorem: 

𝐿𝑊 𝑗 = 𝐿𝑝 𝑗 + 10 log
𝐴𝑗
𝐴0
+ 10 log

1 +
𝑆𝑉 𝜆
8𝑉

1 − 𝐴
𝑆𝑉

− 6 + 𝐶 (7. 5) 

Korzystając z uprzednio wyznaczonych pasmowych poziomów mocy wartość glo-

balnego poziomu mocy akustycznej wyliczana jest zgodnie z poniższą zależnością: 

𝐿𝑊 = 10 log∑100,1(𝐿𝑊 𝑗)

𝑗

(7. 6) 

Skorygowany poziom mocy akustycznej wyznacza się analogicznie do powyższej 

przedstawionej procedury z wykorzystaniem skorygowanych poziomów dźwięku 

w analizowanych pasmach. Poniżej przedstawiono zależności na kolejno pasmowy 

i globalny na poziom mocy akustycznej: 

𝐿𝑊𝐴 𝑗 = 𝐿𝐴 𝑗 + 10 log
𝐴𝑗
𝐴0
+ 10 log

1 +
𝑆𝑉 𝜆
8𝑉

1 − 𝐴
𝑆𝑉

− 6 + 𝐶 (7. 7) 

𝐿𝑊𝐴 = 10 log∑100,1(𝐿𝑝𝐴 𝑗)

𝑗

(7. 8) 
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Tab. 7.1. Zestawienie wyznaczonych współczynników poziomu mocy akustycznej dla wykorzy-

stanej dla komory pogłosowej [131]  znajdującej się w Laboratorium Napędów Hydraulicznych 

i Wibroakustyki Maszyn  

Oktawa 𝒇𝒋 [Hz] 𝟏𝟎 𝐥𝐨𝐠
𝑨𝒋
𝑨𝟎

 𝟏𝟎 𝐥𝐨𝐠
𝟏 +
𝑺𝑽 𝝀
𝟖𝑽

𝟏 − 𝑨
𝑺𝑽

 

125 5,12 1,77 

250 5,12 1,02 

500 5,70 0,79 

1000 6,00 0,37 

2000 6,11 0,26 

4000 7,00 0,23 

8000 9,64 0,33 

 

7.2. Skorygowany poziom mocy akustycznej 

Na podstawie przeprowadzonych pomiarów wygenerowano charakterystyki 

skorygowanego poziomu mocy akustycznej w zależności od prędkości obrotowej 

pompy oraz ciśnienia tłoczenia. Uzyskane dane w formie map 3D przedstawiono na 

poniższych rysunkach (7.3, 7.4 oraz 7.5). W poniższej prezentacji wyników pomi-

nięto pozostałe wcześniej opisywane parametry akustyczne ze względu na fakt, iż 

poziom mocy akustycznej jako jedyny w sposób obiektywny określa emisję hałasu 

do otoczenia. W przeciwieństwie do poziomu ciśnienia akustycznego lub poziomu 

dźwięku, poziom mocy akustycznej nie zależy od otoczenia, w którym może znaj-

dować się obiekt. Zmierzony skorygowany poziom mocy akustycznej dla trzech pro-

totypowych jednostek nie przekroczył 85 dB. Ogólny przebieg charakterystyk aku-

stycznych można zakwalifikować do standardowych, co oznacza, że równocześnie 

ze wzrostem generowanej mocy (ciśnienie oraz prędkość obrotowa) odnotowywany 

jest rosnący trend emitowanej mocy akustycznej. Szczególną uwagę należy zwrócić 

na przebieg poziomu mocy akustycznej w zakresie niskich obciążeń. Dla każdej 

z badanych pomp zauważalny jest szybki wzrost poziomu mocy akustycznej w po-

czątkowej fazie obciążenia po czym, szczególnie dla niskich prędkości obrotowych, 

następuje wyraźne zatrzymanie narostu lub nawet chwilowy spadek poziomu mocy 

akustycznej, co można określić terminem „wzgórza” (używając bezpośredniego tłu-

maczenia z opracowań angielskojęzycznych – „hills”). Analiza widmowa przeprowa-

dzona w kolejnym podrozdziale pozwoli na określenie zakresów częstotliwości, które 

w głównej mierze wpływają na wartość globalną. 
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Rys. 7.3. Mapa poziomu skorygowanej mocy akustycznej pompy prototypowej NSH nr 5 

 

 

Rys. 7.4. Mapa poziomu skorygowanej mocy akustycznej pompy prototypowej NSH nr 6 
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Rys. 7.5. Mapa poziomu skorygowanej mocy akustycznej pompy prototypowej NSH nr 7 

 

7.3. Analiza widmowa 

Akustyczna analiza widmowa w oktawach lub tercjach polega na podziale za-

rejestrowanego spektrum dźwiękowego na węższe podpasma, a następnie precyzyjne 

określenie wartości parametru akustycznego emitowanego hałasu dla każdego z wy-

dzielonych pasm. Dzięki tej metodzie można uzyskać szczegółowy obraz widmowy 

dźwięków generowanych przez pompę, ułatwiając w ten sposób identyfikację domi-

nujących częstotliwości oraz ich amplitud w zależności od zmieniających się para-

metrów pracy. Pomiary przeprowadzono przy różnych wartościach ciśnienia robo-

czego oraz prędkości obrotowej wału pompy. Badanie miało na celu identyfikację 

źródeł hałasu oraz porównanie charakterystyk akustycznych kolejnych pomp pro-

totypowych. 

Dla wykorzystanej w pomiarach komory pogłosowej wyznaczone zostały jedy-

nie oktawowe współczynniki umożliwiające obliczenie mocy akustycznej badanego 

obiektu. Niestety, ze względu na zbyt dużą szerokość pasm oktawowych, identyfi-

kacja źródeł hałasu może być utrudniona ze względu na zbyt niską rozdzielczość 

częstotliwościową. Z tego względu podjęto decyzję o przeprowadzeniu analizy 

w trzykrotnie węższych pasmach – tercjach. Jednocześnie, ze względu na brak 
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współczynników komory niezbędnych do wyznaczenia skorygowanego poziomu 

mocy akustycznej w tercjach, analizę widmową przeprowadzono przy pomocy sko-

rygowanego poziomu dźwięku. 

Dominującym źródłem hałasu w pompach wyporowych jest pulsacja ciśnienia 

wywołana pulsacją wydajności. Dla badanej prototypowej pompy zębatej charak-

terystyczne 𝑖-te harmoniczne częstotliwości wyznacza się analogicznie jak dla pomp 

z zazębieniem ewolwentowym bezluzowym, korzystając z poniższej zależności: 

𝑓𝑖 = 2𝑧
𝑛

60
𝑖 (7. 9) 

Wartości dziesięciu kolejnych harmonicznych pulsacji ciśnienia dla każdej z ba-

danych prędkości obrotowych przestawiono w tabeli nr 7.2. 

Tab. 7.2. Częstotliwości charakterystyczne pulsacji ciśnienia pomp prototypowych NSH 

𝒏 
[obr/min] 

𝒇𝒊 [Hz] 

𝑖 = 1 𝑖 = 2 𝑖 = 3 𝑖 = 4 𝑖 = 5 𝑖 = 6 𝑖 = 7 𝑖 = 8 𝑖 = 9 𝑖 = 10 

800 267 533 800 1067 1333 1600 1867 2133 2400 2667 

1000 333 667 1000 1333 1667 2000 2333 2667 3000 3333 

1500 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 

2000 667 1333 2000 2667 3333 4000 4667 5333 6000 6667 

Na rysunkach nr 7.6, 7.7, 7.8 oraz 7.9 przedstawiono widma tercjowe prototy-

powej pompy NSH nr 6 dla każdej z badanych prędkości obrotowych. Ze względu 

na wysoką powtarzalność wyników w zakresie częstotliwości charakterystycznych 

pominięto prezentację wyników pozostałych przebadanych pomp prototypowych. 

W zakresie niskich obciążeń (2–6 MPa) na charakterystykach skorygowanej 

mocy akustycznej (rysunki nr 7.3, 7.4 oraz 7.5), szczególnie przy niskich prędko-

ściach obrotowych wynoszących 800 oraz 1000 obr/min, zauważalne były wyraźne 

wzgórza, które można powiązać z chwilowym wzrostem poziomu hałasu dla tercji 

o częstotliwości środkowej 2 kHz (rysunki nr 7.6, 7.7). Analizując tę tercję dla 

wszystkich pomiarów pomp prototypowych, a także wcześniejszych pomiarów in-

nych pomp, można zauważyć w tym zakresie pewną powtarzalność niezależnie od 

typu jednostki oraz prędkości obrotowej. Taka odpowiedź akustyczna wskazuje za-

tem, że źródłem tego hałasu najprawdopodobniej będzie konsola, do której monto-

wana jest badana pompa, będąca niezbędnym wyposażeniem komory. Analizując 

poniższe widma z wykorzystanie składowych harmonicznych przedstawionych w ta-

beli nr 7.2 można zauważyć wyraźnie podwyższony hałas w tercjach pokrywających 

się zakresem z pulsacji wydajności. 
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Rys. 7.6. Widmo tercjowe skorygowanego poziomu ciśnienia akustycznego pompy NSH nr 6 

przy prędkości 800 obr/min 

 

 

Rys. 7.7. Widmo tercjowe skorygowanego poziomu ciśnienia akustycznego pompy NSH nr 6 

przy prędkości 1000 obr/min 
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Rys. 7.8. Widmo tercjowe skorygowanego poziomu ciśnienia akustycznego pompy NSH nr 6 

przy prędkości 1500 obr/min 

 

 

Rys. 7.9. Widmo tercjowe skorygowanego poziomu ciśnienia akustycznego pompy NSH nr 6 

przy prędkości 2000 obr/min 
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Dodatkowo, szczególnie przy prędkościach obrotowych 1500 oraz 2000 obr/min 

(rysunek nr 7.8 oraz 7.9) w zakresie niskich częstotliwości (poniżej częstotliwości 

charakterystycznych dla pulsacji ciśnienia) pojawiają się wyraźnie dominujące ter-

cje ponad hałas tła. Analizując dokładniej częstotliwość każdej z dominujących 

tercji w tym zakresie można przyporządkować im odpowiadającą częstotliwość wy-

nikająca z prędkości obrotowej wału zespołu napędowego. Wartości kolejnych har-

monicznych częstotliwości dla analizowanych prędkości przedstawiono w tabeli 7.3. 

Tab. 7.3. Częstotliwości charakterystyczne zespołu napędowego 

𝒏 
[obr/min] 

𝒇𝒊 [Hz] 

𝑖 = 1 𝑖 = 2 𝑖 = 3 𝑖 = 4 𝑖 = 5 𝑖 = 6 𝑖 = 7 𝑖 = 8 𝑖 = 9 𝑖 = 10 

800 13 27 40 53 67 80 93 107 120 133 

1000 17 33 50 67 83 100 117 133 150 167 

1500 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 

2000 33 67 100 133 167 200 233 267 300 333 

Przedostające się drgania oraz hałas zespołu napędowego do komory zauwa-

żalny jest również w przypadku innych wcześniej badanych pomp, co może potwier-

dzić porównanie widm przedstawione w podsumowaniu (rysunek nr 8.7). 

Pomimo wskazania pewnych niedoskonałości środowiska, w którym prowa-

dzono badania akustyczne, można z całą pewnością stwierdzić, że wpływ zewnętrz-

nych źródeł hałasu nie wpływał w istotny sposób na globalną wartość skorygowa-

nego poziomu mocy akustycznej. Wskazane w analizowanych widmach dominujące 

tercje pochodzą od składowych częstotliwości charakterystycznych pochodzących 

od pulsacji ciśnienia. Wniosek ten można poprzeć wykazaną na początku rozdziału 

pełną znajomością metod obliczeniowych, w szczególności sposobem wyznaczania 

poziomów globalnych (zależność nr (7.8)). Wato również zauważyć, że w przypadku 

pomiaru przy prędkości obrotowej 800 obr/min składowe pochodzące od pulsacji 

wydajności pompy tylko w nieznacznym stopniu wznoszą się ponad hałas tła, a więc 

pomiar ten zapewne obarczony jest największą niepewnością. 
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8. PODSUMOWANIE I WNIOSKI 

Praca została poświęcona tematyce modelowania przebiegu wydajności chwilo-

wej pomp typu CCHGP, w szczególności metodą analityczną oraz numeryczną na 

podstawie modelu CAD zarysu. Szczegółowej analizie poddano wybrane dwa za-

rysy, jeden, o czołowym stopniu pokrycia 𝜀𝛼 = 0,5 oraz drugi dla wartości 𝜀𝛼 =

0,32. W pracy skupiono się na metodzie wyznaczania przebiegu wydajności chwilo-

wej, a w konsekwencji, pulsacji wydajności pomp dla dowolnych wartości poskoko-

wego stopnia pokrycia 𝜀𝛽, a nie, jak w przytoczonych opracowaniach, dla wartości 

szczególnych, będących wielokrotnością liczby 0,5 (𝜀𝛽 =
𝑘
2
, gdzie 𝑘 ∈ ℤ+). 

W pierwszej części pracy zaprezentowano podstawowy opis matematyczny za-

zębienia określonego jako hybrydowy ze wskazaniem fragmentów charakterystycz-

nych. Znaczna część pracy zakłada właśnie zarys, w którym hybrydowo połączono 

dwa różne zarysy: ewolwentowy i dodatkowy, będący zarysem powstałym poprzez 

obwiedniowe nacinanie łukami elipsy lub, w szczególnym przypadku, łukami 

okręgu. 

W dalszej części pracy skupiono się na opracowaniu dwóch metod wyznaczana 

teoretycznych przebiegów wydajności chwilowej pompy dla dowolnego poskoko-

wego stopnia pokrycia 𝜀𝛽. Pierwszy zaprezentowany model, będącym modelem ana-

litycznym, został wyprowadzony w oparciu o zależności geometryczne fragmentów 

ewolwenty oraz dowolne zarysy w obrębie wierzchołka oraz dna zęba. Przedsta-

wiony model analityczny posiada ograniczenia stosowania w postaci czołowego 

stopnia pokrycia wynoszącego 𝜀𝛼 = 0,5. Drugi model, podejście numeryczne z wy-

korzystaniem numerycznej geometrii zarysu zęba, pozwala na analizę dowolnych 

zarysów, wykazujących podstawową cechę zarysów typu CCHGP, czyli ciągłego 

kontaktu współpracujących zarysów. W zakresie rozważań teoretycznych porów-

nano wyniki obu modeli dla dwóch wcześniej wskazanych typów zarysów z pełną 

świadomością wykroczenia poza przyjęte założenia dla modelu analitycznego. Za-

prezentowane wyniki wykazują się zadowalającą dokładnością, gdyż maksymalna 

uzyskana rozbieżność pomiędzy modelami dla testowanych zarysów wyniosła około 

0,24 % dla zarysu mieszczącego się w założeniach modelu analitycznego oraz 0,4 % 

dla badanego zarysu wykraczającego poza przyjęte założenia. 

W kolejnym etapie pracy zaprezentowano wyniki przeprowadzonych ekspery-

mentów. Kluczowym elementem tej analizy było wykonanie właściwych 
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prototypów, co okazało się najbardziej czasochłonnym etapem pracy. Nacinanie 

zębów o zarysie hybrydowym na typowych frezarkach obwiedniowych wymaga spe-

cjalistycznych, indywidualnie projektowanych narzędzi, co znacząco podnosi koszty 

prototypowania. Po wielu próbach i testach zdołano wykonać finalną serię trzech 

pomp, która pozwoliła na weryfikację opracowanych modeli teoretycznych. 

W pierwszej kolejności przeprowadzono klasyczne badania hydrauliczne pomp, wy-

znaczając charakterystyki statyczne sprawności objętościowej, hydrauliczno-mecha-

nicznej oraz całkowitej. Uzyskane dane pozwoliły na zaklasyfikowanie pomp proto-

typowych do dalszych badań. Następnie zestawiono opracowane oryginalne rozwią-

zanie konstrukcyjne (prototypowe pompy niskopulsacyjne) z konstrukcjami kon-

wencjonalnymi. Uzyskane wyniki sprawności objętościowej wykazały wysoką szczel-

ność wewnętrzną jednostek, porównywalną, a w niektórych przypadkach wyższą, 

niż rozwiązanie klasyczne. Na rysunku nr 8.1 zaprezentowano porównanie spraw-

ności pomp prototypowych pierwszej serii (NSH nr 4), drugiej serii (NSH nr 5, 6 

oraz 7), a także pompy konwencjonalnej o porównywalnej wydajności jednostkowej 

(KPF1 nr 10). Porównano również sprawności całkowite (rysunek nr 8.2) oraz hy-

drauliczno-mechaniczne (rysunek nr 8.3) pomp prototypowych z konwencjonalnym 

odpowiednikiem uzyskując potwierdzenie prawidłowej współpracy kinematycznej 

opracowanego zarysu zazębienia. 

 

Rys. 8.1. Porównanie sprawności objętościowych wybranych pomp prototypowych z pompą 

konwencjonalną przy prędkości 1500 obr/min 
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Rys. 8.2. Porównanie sprawności całkowitych wybranych pomp prototypowych z pompą kon-

wencjonalną przy prędkości 1500 obr/min 

 

 

Rys. 8.3. Porównanie sprawności hydrauliczno-mechanicznych wybranych pomp prototypo-

wych z pompą konwencjonalną przy prędkości 1500 obr/min 
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W kolejnym badaniu podjęto próbę zmierzenia, a w zasadzie wyznaczenia, rze-

czywistego przebiegu wydajności chwilowej pomp prototypowych. W tym celu zbu-

dowano dedykowane stanowisko pomiarowe bazujące na aparaturze pomiarowej 

najwyższej klasy dostępnej na rynku. Badane pompy cechują się pulsacją wydajno-

ści wielokrotnie niższą niż pompy klasyczne, w konsekwencji czego przeprowadzone 

pomiary są wysoce podatne na rożne czynniki zewnętrzne. Aby zilustrować różnicę 

pulsacji wydajności pomiędzy pompami prototypowymi a konwencjonalnymi, na 

rysunkach nr 8.4 oraz 8.5 zestawiano kolejno wyznaczone na stanowisku badaw-

czym i teoretyczne przebiegi czasowe oraz charakterystyki częstotliwościowe wy-

branych jednostek prototypowych (NSH) oraz pompy konwencjonalnej (KPF1). 

 

Rys. 8.4. Porównanie wyznaczonych przebiegów czasowych pulsacji wydajności pomp prototy-

powych, pompy konwencjonalnej wraz z przebiegami teoretycznymi dla prędkości obrotowej 

800 obr/min i ciśnienia 4 MPa 

Przebiegi czasowe wydajności chwilowej dla niskopulsacyjnych pomp prototy-

powych wykazały wysoką zgodność z opracowanymi modelami, osiągając współ-

czynnik korelacji 𝜌𝑞𝑞∗ w przedziale 0,90–0,92, w porównaniu do wartości 0,94 uzy-

skanej dla pompy konwencjonalnej typu KPF1. Najlepszą zgodność z modelem dla 

amplitudy podstawowej składowej widma wydajności chwilowej zaobserwowano 

w przypadku pomp NSH nr 6 i 7, co przypisano ich wysokiej szczelności wewnętrz-

nej. Natomiast w przypadku pompy nr 5 stwierdzono występowanie przecieków 

wewnętrznych, które negatywnie wpłynęły na wyniki (błąd odwzorowania 
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amplitudy składowej podstawowej widma wydajności chwilowej wynosi 76,9 %). 

Szczegółowe zestawienie parametrów przedstawiono w tabeli 8.1. 

Tab. 8.1. Porównanie parametrów hydraulicznych i akustycznych pomp prototypowych typu 

NSH z pompą konwencjonalną KPF1 

Parametr NSH nr 5 NSH nr 6 NSH nr 7 KPF1 nr 10 

𝛿 1,03 % 1,03 % 1,03 % 18,24 % 

𝜌𝑞𝑞∗
(1) 0,91 0,90 0,92 0,94 

𝛿𝑄𝑠.1
∗ (1) 76,9 % 17,2 % 22,6 % 13,8 % 

𝜂𝑣
(2) 85,6 % 97,0 % 99,5 % 84,0 % 

𝜂ℎ𝑚
(2) 85,0 % 86,5 % 84,8 % 83,3 % 

𝜂𝑐
(2) 72,8 % 83,9 % 84,3 % 70,0 % 

𝐿𝑊𝐴
(2) 81,51 dB 81,63 dB 80,50 dB 93,16 dB 

(1) przy 4 MPa, 800 obr/min; (2) przy parametrach nominalnych dla pomp NSH, 22 MPa, 1500 obr/min 

 

 

Rys. 8.5. Porównanie widma amplitudowego pulsacji wydajności pomp prototypowych, pompy 

konwencjonalnej wraz z przebiegami teoretycznymi dla prędkości obrotowej 800 obr/min i ci-

śnienia 4 MPa 

W ostatnim etapie przeprowadzono badania akustyczne, gdyż powszechnie wia-

domym jest, że pulsacja ciśnienia, która generowana jest przez pulsację wydajności, 

stanowi główne źródło hałasu emitowanego przez pompy wyporowe. Pomiary aku-

styczne można zatem przyjąć jako pośredni wyznacznik wskazujący na ograniczenie 

pulsacji wydajności pompy. Zaprezentowane w pracy badania zostały przeprowa-

dzone w specjalistycznej komorze pogłosowej wyposażonej w napęd oraz układ 
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hydrauliczny przeznaczony do badań pomp wyporowych. Na rysunku nr 8.6 zasta-

wiono dodatkowo charakterystyki mocy akustycznej pomp prototypowych z porów-

nywalną pompa konwencjonalną. Redukcję hałasu uzyskano w całym badanym za-

kresie odnotowując maksymalną różnicę, w zależności od jednostki, w zakresie od 

13,5 do 15,4 dB, co stanowi znakomite potwierdzenie redukcji pulsacji wydajności 

pompy. Należy tutaj wskazać, iż takie ograniczenie hałaśliwości pomp zębatych 

otwiera przed nimi nowe obszary zastosowań, z których wcześniej zostały wyklu-

czone właśnie ze względu na wysoką hałaśliwość. Na kolejnym rysunku (rysunek nr 

8.7) porównano również widma tercjowe pomp prototypowych z jednostką konwen-

cjonalną przy nominalnej prędkości obrotowej. Dla każdej z przedstawionych pomp 

można wskazać dominujące źródło hasłu, którego zakres częstotliwości pokrywa się 

z częstotliwościami charakterystycznymi dla pulsacji wydajności. Pomimo że dla 

każdej z badanych jednostek można wskazać obszar będący odpowiedzią pulsacji 

wydajności, to w przypadku pomp prototypowych obszary te są wyraźnie niższe. 

 

Rys. 8.6. Porównanie poziomu skorygowanej mocy akustycznej 
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Rys. 8.7. Porównanie widma tercjowego skorygowanego poziomu ciśnienia akustycznego dla 

prędkości 1500 obr/min 

 

8.1. Wnioski naukowe 

Opracowanie modelu analitycznego przeprowadzono wychodząc wprost z zależ-

ności geometrycznych zarysu ewolwentowego oraz zarysów wierzchołka i dna zęba. 

Przyjęcie tej metody pozwoliło jednoznacznie sformułować kryteria stosowania mo-

delu analitycznego, czego zabrakło w dotychczasowej literaturze. W pracy [102] 

autor przyjął wprost standardowy model przebiegu wydajności chwilowej pomp 

zębatych o zębach ewolwentowych skośnych. Pomimo wykazanej w niniejszym 

opracowaniu słuszności stosowania tego wzoru, w pracy [102] zabrakło szerszej ana-

lizy i dowodu na poprawność uzyskiwanych wyników oraz zakresu ograniczającego 

używanie tej zależności. Zidentyfikowaną lukę badawczą uzupełniono przedstawia-

jąc kompletny model analityczny, wraz z zestawem założeń ograniczających zakres 

stosowania.  

Opracowany został również algorytm modelu numerycznego pozwalającego na 

wyznaczanie przebiegu wydajności chwilowej pomp o dowolnych zarysach opisa-

nych przy pomocy chmury punktów np. w postaci geometrii CAD. Jedynym 
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ograniczaniem pozostaje warunek ciągłości punktu styku, który jednocześnie sta-

nowi jeden z ważniejszych warunków prawidłowego działania pompy. 

Ponadto zostały przeprowadzone pionierskie kompleksowe badania ekspery-

mentalne pompy z zarysem typu CCHGP o długości wieńca niestanowiącej wielo-

krotności wartości 0,5 poskokowego stopnia przyporu (𝜀𝛽 ≠
𝑘
2
, gdzie 𝑘 ∈ ℤ+), które 

pozwoliły na weryfikację opracowanych modeli. Badania zostały przeprowadzone 

na dwóch seriach pomp w liczbie najmniej 3 sztuk na serię, co znacząco zwiększa 

wiarygodność otrzymanych wyników. Zdecydowana większość prac zazwyczaj po-

mija całkowicie analizę eksperymentalną, bądź przedstawiane są jedynie wyniki po-

miaru pulsacji ciśnienia, co, ze względu na znaczny wpływ charakterystyki układu 

na rejestrowany sygnał, nie może stanowić jednoznacznego i wiarygodnego wyniku. 

W pracy natomiast wyznaczono przebieg wydajności chwilowej metodą „2 Pressu-

res/2 Systems” znaną z innych zastosowań i zarazem uznaną w świecicie naukowym, 

opartą na ściśle zdefiniowanej linii hydraulicznej i odpowiednio przeprowadzonym 

pomiarze pulsacji ciśnienia. Dodatkowo analizę eksperymentalną wzbogacono 

o standardowe hydrauliczne badania statyczne oraz bardzo rzadko spotykane sze-

rokie badania akustyczne. W ramach przeprowadzonych badań akustycznych wy-

znaczono charakterystyki poziomów mocy akustycznej dla różnych prędkości obro-

towych i różnych ciśnień roboczych, wzbogacone dodatkowo o analizę widma ter-

cjowego poziomu dźwięku, które wskazują jednoznacznie na obniżenie źródła hałasu 

jakim jest pulsacja ciśnienia wywołana pulsacją wydajności.  

8.2. Wnioski utylitarne 

Zaprezentowany w pracy zarówno model analityczny, jak i model numeryczny 

wraz z algorytmem rozwiązywania stanowi autorskie, oryginalne narzędzie dedyko-

wane dla inżynierów konstruktorów pomp niskopulsacyjnych typu CCHGP. Dzięki 

opracowanym narzędziom pozwalającym na określenie pulsacji wydajności pomp 

spoza uprzywilejowanych wartości poskokowego stopnia przyporu (𝜀𝛽 ≠
𝑘
2
, gdzie 

𝑘 ∈ ℤ+), można w znaczący sposób zwiększyć popularność oraz ekonomię produkcji 

pomp typu CCHGP. Jednocześnie dzięki możliwości ograniczenia liczby indywidu-

lanych narzędzi stosowanych do produkcji kół zębatych można w znaczący sposób 

przyczynić się do ograniczenia zużycia materiałów, zmniejszenia ilości generowa-

nych odpadów, a w konsekwencji zmniejszenia także śladu CO2 zarówno przy wdro-

żeniu, jak również w seryjnej produkcji nowej generacji pomp. 
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Opracowany autorski zarys hybrydowy został zgłoszony w Urzędzie Patento-

wym RP uzyskując numer prawa wyłącznego PL230528B1 [101]. Opatentowane 

rozwiązanie jest alternatywą dla konstrukcji firm zachodnich, dodatkowo konstruk-

cja została również doceniona na rynku krajowym uzyskując „Medal XIV Targów 

Pneumatyki, Hydrauliki, Napędów i Sterowań KIELCE FLUID POWER 2021”. 

Przeprowadzone badania z wykorzystaniem metody „2 Pressures/2 Systems” 

wskazują, że, poza możliwością walidacji rozwijanych modeli matematycznych 

pomp wyporowych, metoda ta może znaleźć zastosowanie w diagnostyce przecieków 

wewnętrznych będących często wynikiem zużycia lub uszkodzeń elementów wypo-

rowych pomp [132]. 

8.3. Kierunki dalszych badań 

W ramach dalszych badań planowane jest poszukiwanie nowych zarysów dla 

fragmentów wierzchołka oraz dna zęba, które będą charakteryzować się istotną po-

prawą współpracy elementów roboczych, wymaganą szczelnością, a także wyższą 

efektywnością procesów odprowadzania i doprowadzania czynnika roboczego w kry-

tycznych fazach zazębienia. 

Kolejnym etapem będzie finalizacja modeli numerycznych CFD oraz opracowa-

nie wytycznych i kluczowych założeń niezbędnych do precyzyjnego modelowania 

przepływów z zastosowaniem metody objętości skończonych. 

Ze względu na znaczne zróżnicowanie sił osiowych działających na bloki łoży-

skowe, planuje się opracowanie mechanizmu kompensacji tych różnic przy jedno-

czesnym zachowaniu kompensacji luzu osiowego na poziomie porównywalnym z kla-

sycznymi pompami zębatymi. Dodatkowo, badania będą ukierunkowane na opra-

cowanie rozwiązań umożliwiających kompensację luzu międzyzębnego, co pozwoli 

na minimalizację strat objętościowych. 

W oparciu o autorską metodę modelowania pulsacji dla kół CCHGP zostały 

opracowane prototypy, które należy traktować jako wyniki badań podstawowych. 

Efekty przeprowadzonych badań stanowią doskonały punkt wyjścia do dalszych 

prac wdrożeniowych w szczególności na rodzimym rynku. 

W kontekście dalszego rozwoju technologicznego planuje się również przepro-

wadzenie badań nad zastosowaniem nowych cieczy roboczych opartych na olejach 

roślinnych. Badania te powinny skupić się nie tylko na analizie kompatybilności 

tych cieczy z materiałami używanymi do budowy pomp, ale także na ich wpływie 
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na parametry pracy, takie jak sprawność, trwałość i szczelność wewnętrzna. Zasto-

sowanie olejów roślinnych jako ekologicznej alternatywy dla tradycyjnych cieczy 

hydraulicznych może przyczynić się do zrównoważonego rozwoju technologii pomp 

wyporowych. 
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STRESZCZENIE 

Hydrostatyczne układy napędowe odgrywają kluczową rolę we współczesnej 

inżynierii, znajdując zastosowanie w przemyśle ciężkim, budownictwie, rolnictwie 

oraz gospodarce komunalnej. Dzięki wysokiej niezawodności, elastyczności działania 

oraz zdolności do precyzyjnego sterowania w zmiennych warunkach obciążenio-

wych, napędy hydrostatyczne są coraz częściej wykorzystywane do realizacji zadań 

wymagających wysokiej efektywności energetycznej oraz minimalnego oddziaływa-

nia na środowisko, w tym niskiej emisji hałasu do otoczenia. 

Niniejsza praca koncentruje się na analizie oraz opracowaniu nowatorskiego 

rozwiązania umożliwiającego ocenę pulsacji wydajności pomp zębatych, opartych 

na hybrydowym zarysie zęba. Celem badań było zmniejszenie poziomu hałasu, 

ograniczenie obciążeń dynamicznych oraz wydłużenie żywotności komponentów 

układów hydraulicznych poprzez redukcję pulsacji wydajności. Opracowany hybry-

dowy zarys kół zębatych pozwala na zmniejszenie amplitudy pulsacji oraz bardziej 

równomierny przepływ medium roboczego, co eliminuje konieczność stosowania 

biernych układów tłumiących oraz ogranicza emisję hałasu. 

Badania obejmowały szczegółową analizę wpływu parametrów konstrukcyj-

nych kół zębatych, takich jak długość i kształt wieńców, na charakterystykę prze-

pływu w hydrostatycznych pompach zębatych. Wykorzystano zaawansowane sy-

mulacje numeryczne oraz opracowano modele i algorytmy matematyczne opisujące 

pulsację wydajności w zależności od parametrów geometrycznych kół zębatych. Na 

podstawie uzyskanych wyników skonstruowano prototyp pompy niskopulsacyjnej, 

który przetestowano w warunkach laboratoryjnych. W trakcie eksperymentów ana-

lizowano pulsację wydajności, poziom hałasu oraz hydrauliczne charakterystyki sta-

tyczne przy różnych parametrach pracy. 

Wyniki badań potwierdziły, że opracowane autorskie modele i algorytmy po-

zwalają określić pulsację wydajności już na etapie projektowania konstrukcji pompy 

z hybrydowym zarysem kół, co daje szansę na popularyzację tych rozwiązań w przy-

szłości. Niska amplituda pulsacji względem rozwiązań komercyjnych pozwoliła na 

redukcję emisji hałasu o kilka decybeli w zależności od prędkości obrotowej oraz 

warunków obciążeniowych pompy. Uzyskane rezultaty mają istotne znaczenie prak-

tyczne, umożliwiając produkcję szerokiego zakresu rozmiarów pomp zębatych ni-

skopulsacyjnych bez konieczności stosowania indywidulanych narzędzi oraz 
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oprzyrządowania zachowując stabilność parametrów hydraulicznych oraz niski po-

ziom hałasu. Opracowana konstrukcja pompy niskopulsacyjnej posiada również 

znaczący potencjał komercyjny, stanowiąc istotny wkład w rozwój napędów hydro-

statycznych zgodnych z globalnymi trendami zwiększania efektywności energetycz-

nej i minimalizacji wpływu na środowisko. 

Podsumowując, niniejsza praca stanowi kompleksowe opracowanie zagadnień 

związanych z projektowaniem wydajności chwilowej pomp zębatych z hybrydowym 

zarysem zęba. Uzyskane wyniki przyczyniają się do rozwoju wiedzy teoretycznej 

i praktycznej w dziedzinie napędów hydraulicznych, otwierając nowe możliwości 

zastosowań w sektorach wymagających cichych i wydajnych układów pompowych, 

zgodnych z wymogami współczesnego rynku technologicznego. 
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ABSTRACT 

Hydrostatic drive systems are fundamental to modern engineering, finding ap-

plications in heavy industry, construction, agriculture, and municipal management. 

Due to their high reliability, operational flexibility, and the ability to precisely 

control performance under varying load conditions, hydrostatic drives are increas-

ingly used for tasks requiring high energy efficiency and minimal environmental 

impact, including low noise emissions to the surroundings. 

This study focuses on the analysis and development of an innovative solution 

for evaluating the flow pulsation of gear pumps based on a hybrid tooth profile. 

The research aimed to reduce noise levels, limit dynamic loads, and extend the 

lifespan of hydraulic system components by mitigating flow pulsations. The devel-

oped hybrid gear profile allows for a reduction in pulsation amplitude and ensures 

a more uniform flow of the working medium, thereby eliminating the need for pas-

sive damping systems and reducing noise emissions. 

The research encompassed a detailed analysis of the influence of gear design 

parameters, such as the face width and shape of the gear, on the flow characteristics 

of hydrostatic gear pumps. Advanced numerical simulations were used, and math-

ematical models and algorithms were developed to describe flow pulsation based on 

the geometric parameters of the gears. Using the obtained results, a prototype low-

pulsation pump was constructed and tested under laboratory conditions. The ex-

periments analyzed flow pulsations, noise levels, and static hydraulic characteristics 

under various operational parameters. 

The results confirmed that the developed authorial models and algorithms en-

able the prediction of flow pulsations during the pump design stage with a hybrid 

gear profile, which paves the way for the future popularization of these solutions. 

The low pulsation amplitude compared to commercial solutions allowed for a re-

duction in noise emissions by several decibels, depending on the rotational speed 

and load conditions of the pump. These findings have significant practical implica-

tions, facilitating the production of a wide range of low-pulsation gear pumps with-

out the need for custom tools and fixtures while maintaining stable hydraulic pa-

rameters and low noise levels. The developed low-pulsation pump design also holds 

substantial commercial potential, contributing significantly to the advancement of 

hydrostatic drives in line with global trends in enhancing energy efficiency and 

minimizing environmental impact. 
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In summary, this study provides a comprehensive exploration of issues related 

to the design of instantaneous performance in gear pumps with a hybrid tooth 

profile. The results contribute to the advancement of theoretical and practical 

knowledge in the field of hydraulic drives, opening new possibilities for applications 

in sectors demanding quiet and efficient pump systems that comply with modern 

technological market requirements. 
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