RECENZJA/OCENA OSIAGNIECIA
DOKTORA BARTOSZA FREJA

Ostagniecie dr.  TFreja sklada sie z czterech publikacji naukowych oznaczonycl
w jego referacic etykietkami [Al] [A4]. Wszystkic one dotycza zagadnicnia prze-
niesienia pojecia metryeznej entropiit Kolmogorowa—Sinaia na klase wszystkich oper-
atorow Markowa. Chodzi o nogdlnienie. ktére byloby mozliwie najlepsze. Jak autor
slusznie zauwaza Jednym z warunkéw koniecznych takiego uogdhienia jest spelni-
anie przez entropic odpowiedniej wersji twierdzenia Shannona—McMillana Breimana
a takze twierdzenia Kusznirenki oraz twierdzenia Rochlina o typowosci zerowej cii-
tropii.

Dr Frej woeykln prac [A1]=[A4] (i innych) przedstawia swoje wlasue podejseie do
tak postawionego problemu.  Préoby uwogdluienia entropii wetryezne] na przyvpadek
operatorow Markova maja swoja historie 1 byly podejmowane miedzy innymi przez
autorow takich jak E. Ghys. Langevin 1 Walczak., B. Kaminski i de Sam Lazaro. Dr
Frej zauwazyl naturaluny ogélny schemat wspdoluy dla tych propozyveji i juz w pracy
[DF] wspdlnej z T. Downarowiczem przedstawil aksjomatyczne podejscie do zagad-
nienia.  Wprowadzil oun cztery aksjomaty: monotonicznodci. ciaglosci, aksjomat o
rozbiciach i aksjomat o oszacowaniu. Picrwszym twierdzeniein, jeszceze z [DF], dobit-
nic wskazujacyim 1a zasadnosé podanej przez Downarowicza i Freja aksjomatyzacii
jest fakt. iz wartosé cutropii operatora Markowa jest przez te aksjomaty wyznaczona
jednoznacznie. Ale to nie konice. Oznaczimy za autorein entropie operatora Markowa
T przez by, (T). W pracy [Al] dr Frey udowodnil, ze jedna z pierwszych konstrukty-
winyvch definicji entropii operatora Markowa T', podana w roku 1987 przez Malicky’ego
i Riecana. jest réwna entropii aksjomatycznej b, (7). 7 pracy tej wynika tez, ze jesh
S jest przeksztalceniem mierzalnym 7 probabilistyczna, niczmiennicza miara o, to en-
tropia aksjomatyczna h, (1) operatora Koopmana T stowarzyszonego z S jest réwna
entropit metrycznej hy, (S) przcksztalcenia S. Jest to wladnie. to czego nalezalo w
plerwszej kolejnosel oczekiwad.

W pracy [A2] autorzy formuluja dwa dalsze naturalne warunki entropijne, ktérych
spelnienie nic jest automatyczinie gwarantowanc przez powyze) wymienione cztery
aksjomaty. W zwiazku 7 tym proponuja oni taka definicje entropii statycznej H, (7).
wykorzystujaca klasvezna definicje cutropii rozbicia, przy ktorej bylyby spelnione te
cztery aksjomaly a takze te dwa nowe naturalie warunki. Jest to kluczowy mowment
pracy.

Ponadto autorzy dowodza wzorn na cutropic produkiu dwdch operatorow Markova
pokazujac. ze jest ona. podobnic jak dla zachowujacych miare nieziicnunicza nkladow
dynamicznych, réwna sumie entropii tych operatorow. Interesujacy jest tez udowod-
niony przez autoréw fakt ciaglodei entropii statycznej 1, (C'(X)) w *-slabej topologii,
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gdzie C'(X) jest rodzina funkcji ciaglych na zadanej zwartej przestrzeni metryzowalnej
X.

Kolejna praca rozprawy habilitacyjnej dr. Freja jest artykul [A3]. Stanowi on
kontynuacje prac [A2] oraz [Fr]. Przyjeta jest tu ta sama definicja entropii opera-
torowej, ale wprowadza sie nowe elementy, zwlaszcza entropie rodziny F na dowol-
nym poziomie ¢ € [0, 1] oznaczana przez H,(F,t). Calo$¢ pracy koncentruje sie wokol
odpowiednich wersji twierdzenia Shannona—McMillana—Breimana. Punktem wyjscia
jest odpowiednie uogdlnienie klasycznej definicji funkcji informacji i otrzymany w ten
sposéb wzor na entropie statyczna zadanej rodziny funkcji F jako calki funkcji in-
formacji. Praca [A3] zawiera dwa gléwne twierdzenia o zbieznosci srednich wartosci
funkcji informacji do entropii operatora Markova wzgledem rodziny F. Jest to bardo
dobry analogon klasycznej wersji twierdzenia Shannona—McMillana—Breimana, ktéry,
obok wczesniej uzyskanych rezultatéw, dobitnie wskazuje jak bardzo udane jest przy-
jete przez dr. Freja podejscie do entropii operatoréw Markowa. Decydujacym punk-
tem dowodu jest rozpatrywanie w pierwszym kroku operatoréw Markowa zadanych
przez prawdopodobienstwa przejécia. Wprowadza sie tu réwniez pomocniczy, klasy-
czny uklad dynamiczny o, bedacy przeksztalceniem jednostronnego przesuniecia na
przestrzeni XY, i dowodzi sie réwnodci jego metrycznej entropii z entropia opera-
torowa. Odpowiednikami, do pewnego stopnia, twierdzenia Shannona—McMillana—
Breimana sa twierdzenia 4.1 i 4.2 szacujace z goéry miare “wiekszosci” atoméw coraz
drobniejszych rozbi¢. Ich dowody bazuja na pomocniczym ukladzie o i zachodzacej
dla niego klasycznej wersji twierdzenia Shannona—McMillana—Breimana.

W sytuacji ogélnej, kiedy operator Markowa nie musi by¢ generowany przez praw-
dopodobienstwa przejscia, dr Frej proponuje interesujaca konstrukcje. Przy pomocy
twierdzenia Gelfanda konstruuje on izomorfizm wyj$ciowego operatora T z pewnym
odpowiednio zdefiniowanym operatorem Markowa T dzialajacym na przestrzeni funkcji
ciaglych odpowiednio skonstruowanej zwartej przestrzeni Hausdorffa. O takich zas
operatorach juz wiadomo, ze zawsze mozna je zada¢ poprzez prawdopodobienstwa
przejscia.

Praca [A4] w pierwszej ze swych czedci odpowiada na postawione przez A. Vershika
14 lat temu pytanie o typowo$¢ entropii zero operatorow Markowa. Jest to naturalne
pytanie motywowane klasycznym rezultatem Rochlina o typowosci entropii zero dla
automorfizméw zachowujacych miare probabilistyczna. Moéwiac dokladniej, Vershik
pyta o typowosé¢ entropii w sensie [DF]. Frej and Huczek w [FH] udzielaja na py-
tanie Vershika odpowiedzi twierdzacej. Jak to czesto w tego typu problemach bywa,
odpowiedz sklada sie z dwoch czeéci. Pierwsza z nich, dowodzaca gestosci operatorow
z entropia zero, polega na konkretnej konstrukcji malych zaburzen wyjsciowego oper-
atora. Dowodzenie, ze operatory o entropii zero tworza zbiér G5 jest dokonane przez
konkretne przedstawienie tego zbioru jako przeliczalnego przekroju zbioréw otwartych
skladajacych sie z operatoréw o entropii zero.

Druga czesc pracy [A4] poswiecona jest, troche juz chyba zarzuconemu, ale wciaz
zywemu w dynamice topologicznej, pojeciu ciagowej entropii. Autorzy pracy wprowa—
dzaja odpowiednie pojecie entropii ciagowej dla operatoréw Markowa i koncentruja
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sie na odpowiedniku ponad pélwiecznego twierdzenia Kusznirenki charakteryzujacego
uklady dynamiczne z dyskretnym spektrum Koopmana jako te, ktorych entropia znika
wzdluz kazdego ciagu. Definicja entropii ciagowej dla operatoréw Markowa jest natu-
ralna i chociaz doslowny odpowiednik twierdzenia Kusznirenki dla niej nie zachodzi,
to jednak autorzy uzyskuja jego bardzo interesujaca wersje bazujaca na rozkladzie
Jacobsa—de Leeuwa—Glicksberga.

Intrygujace jest twierdzenie 5.12 z [A4] o znikaniu entropii ciagowej wzdluz kazdego
ciagu dla quasi—zwartych ukladéw markowowskich. Narzuca mi sie tu pytanie o en-
tropie ukladu sprzezonego (dualnego) do zadanego ukladu markowowskiego T'. Jaki
jest jej zwiazek z entropia T'7 W rozszerzajacych bowiem ukladach dynamicznych,
przy szeregu dodatkowych naturalnych zalozen, zachodzi wlasno$¢ K—mieszania a
nawet slabego Bernoulli, podczas gdy operator sprzezony, obciety do mniejszej ale
ciagle interesujacej przestrzeni (zazwyczaj sa to funkcje holderowskie z ustalonym
wykladnikiem) Banacha, jest quasi—zwarty i dodatkowo, promien spektralny jest je-
dynym punktem spektrum (w istocie wartoscia wlasna) o maksymalnym module. Jak
sie maja do siebie entropie tych wszystkich trzech operatorow?

Tematyka badawcza dr. Freja nie ogranicza sie do badania entropii operatoréw
Markowa. Jego osiagniecia matematyczne sa szersze. Calo$¢ dorobku sklada sie
z dwunastu artykuléw naukowych opublikowanych w recenzowanych czasopismach o
miedzynarodowym zasiegu oraz kilku innych publikacji. Publikacje naukowe dr. Freja
dziela sie w zasadzie na dwie podkategorie. Pierwsza z nich, obejmujaca publikacje
osiagniecia i kilku prac z tej samej tematyki, ktore nie weszly w sklad rozprawy, sklada
sie z prac poswieconych entropii operatorow Markowa. Druga natomiast dotyczy
dzialan grup Z¢, i bardziej ogélnie, grup ze $rednia. Chce zaznaczyé¢ na marginesie,
ze podana w autoreferacie dr. Freja definicja grup ze srednia jest troche dziwna. Jesli
przyjaé te definicje w jej doslownym brzmieniu, to kazda grupa jest grupa ze $rednia
(F,, = G dlakazdego n). Jesli uznaé to za przeoczenie (drobna pomylke), to az nasuwa
sie sugestia, aby zaznaczy¢ w autoreferacie, ze chodzi o przeliczalne grupy ze $rednia.
Prace w tej kategorii z grubsza mdéwiac dotycza réznych form reprezentowalnosci
dzialaii grup Z? i grup ze $rednia, zwlaszcza jako ukladéw minimalnych oraz badaniu
ich miar niezmienniczych. Jedno z interesujacych twierdzen dr. Freja w tym kierunku
méwi, ze kazdy aperiodyczny uklad generowany przez grupe Z¢, d > 1, i dzialajacy na
zwartej, metryzowalnej przestrzeni o topologicznym wymiarze zero, co, przy majacym
wlasnie miejsce, zalozeniu zwartosci i metryzowalnosci oznacza po prostu calkowita
niespdjnosé, jest izomorficzny z pewnym ukladem minimalnym.

Podoba mi sie, ze dr Frej nie calkiem stroni od popularyzacji matematyki. Szkoda
jedynie, ze napisal tylko jeden artykul tego typu. Powinien sprébowaé jeszcze raz
(aluzja do tytulu artykulu).

Od 2001 roku dr Frej, w sposéb ciagly, byl wykonawca w kilku grantach w tym
w najbardziej prestizowym grancie Maestro. W zadnym z tych grantéw nie pelnil
jednak funkcji kierownika.



Nalezy pogratulowaé dr. Frejowl az czterech nagrdd Rektora Politechniki Wro-
clawskiej.

Konczac opis dzialalnosci naukowej dr.  Freja trzeba zauwazyd, ze jest on uc-
ronym rozpoznawalnym wonicdzynarodowym Srodowisku naukowym.  Zauwazalna
jest liczba zaproszen do wygloszenia wykladow na krajowyceh 1 zagranicznych koufer-
encjach matematycznych.

Przechodzac do oceny osiagniccia/rozprawy habilitacyjnej i pozostalego dorobku
dr. Freja, stwierdzam, ze chociaz dorobek naukowy dr. Freja jest raczej skrommny i
nieco niszowy, w mojej opinit uprawia on solidna i interesujaca matematyke. Potwier—
dzeniem mojego zdania o niszowosci sa niskie wskazniki cytowan (21 cytowan wlicza-
jac antocytowania).

Mimo wszystko uznaje dr. Freja za jednego z najlepszych specjalistow w dziedzinie
entropijuej teovii operatoréow Markowa a jego dorobek uznaje za istotny wklad do
szeroko rozumianej teorii ukladéw dynamicznych. W przedstawianc) recenzji zadalem
tylko jedno pytanic. W istocie pytan takich cisnie sie wiccej, recenzja nie jest chyba
jednak stosownym miejscem do ich formulowania. Dla mnic jest to w kazdym razie
oznaka. ze temalyka entropijne] teorit operatorow Markowa jest clagle zywa 1 ina
dobrze zapowiadajaca sic praysulodd.

Porzostale prace dr. Freja rowniez przynosza zauwazalny wklad w teorie ukladow
dynamicznych i przedstawiaja niezaniedbywalna czes¢ jego dorobku naukowego.

Koniczac, jednoznacznie popieram nadanie doktorowi Frejowi tytulu doktora habil-
itowanego.
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