Warszawa, 24-11-2019

dr hab. Michal Rams
Instytut Matematyczny PAN
ul. Sniadeckich 8, 00-6566 Warszawa,

Recenzja w postepowaniu o nadanie stopnia doktora
habilitowanego dr Bartoszowi Frejowi

Dr Bartosz Frej jest absolwentem i pracownikiem Politechniki Wroctawskiej.
Tytul magistra matematyki uzyskal w roku 1998, stopienn doktora w roku
2003 (promotor: prof. dr hab. Tomasz Downarowicz). Jest autorem 13
artykuléw notowanych w bazie MathSciNet.

W ramach swojego dorobku dr Frej wyrdznit cykl 4 publikacji, pod wspélnym
tytulem 'Entropy theory for generalized dynamical systems induced by Markov
operators’. W sklad tego cyklu wchodza nastepujace artykuty:

(A1) B. Frej, Malicky-Riecan’s entropy as a version of operator entropy,
Fund. Math. 189 (2006), 185-193,

(A2) B. Frej, P. Frej, An integral formula for entropy of doubly stochastic
operators, Fund. Math. 213 (2011), 271-289,

(A3) B. Frej, P. Frej, The Shannon-McMillan theorem for doubly stochastic
operators, Nonlinearity 25 (2012), 3453-3467,

(A4) B. Frej, D. Huczek, Doubly stochastic operators with zero entropy, Ann.
Funct. Anal. 10 (2019), 144-156.



Tematyka tego cyklu prac pochodzi jeszeze z doktoratu habilitanta, ktérego
wyniki zostaly spisane w pracy [DF] z Downarowiczem w roku 2005.

W pracy tej przedstawiona jest aksjomatyczna konstrukeja entropii dla
operatorow podwdjnie stochastycznych, przy czym autorzy oswiadczaja ze
ich konstrukcja jest jedyna rozsadna (co jest stwierdzeniem odrobine op-
tymistycznym). W pracy [Al] dr Frej podejmuje prébe uzasadnienia tego
stwierdzenia, pokazujac ze jedna z alternatywnych definicji pochodzaca od
Malicky’ego i Riecana jest jej réwnowazna. Przy okazji dr Frej uogélnia
definicje entropii Malicky’ego i Riecana, pokazujac ze dla kazdego wyboru
rozbi¢ jedynki - poczawszy od rozbi¢ na funkcje proste a konczac na rozbi-
ciach na funkcje mierzalne - otrzymana entropia jest ta sama. Aczkolwiek
nadal pozostaja alternatywne definicje entropii, pokazanie Ze entropia zadana
kolekcjami funkcji mierzalnych jest ta sama co zadana poprzez rozbicia je-
dynki istotnie wzmacnia teze ze to jest wlasnie wlasciwa definicja. W przed-
stawionej habilitacji praca [A1] podoba mi si¢ najbardziej.

Pozostale trzy prace [A2-4] rozwijaja inny temat, réwniez zapoczatkowany
w [DF), gdzie autorzy pokazali ze ich definicja entropii spelia latwa czgsé za-
sady wariacyjnej. Przypomne tu, ze zasada wariacyjna to réwnosc czyli dwie
nieréwnoéci, jedna z ktorych jest spetlniona dla bardzo szerokiej klasy topo-
logicznych ukladéw dynamicznych podczas gdy druga wymaga zeby ukiad
dynamiczny byl zwarty (inaczej latwo przedstawié kontrprzyklad). Na pier-
wszy rzut oka wydaje si¢ wige, iz operatory Markowa (ktdre niespecjalnie
odrézniaja czy sg zadane na zwartej przestrzeni czy nie) trudnej czesci za-
sady wariacyjnej spelnia¢ nie powinny — ale kontrprzyklad nie jest znany do
dzis.

W pracy [A3] autorzy wykorzystuja pewna specjalng modyfikacje kon-
strukeji entropii podang w [A2] do pokazania ze entropia Downarowicza-Freja
spelnia twierdzenie Shannona-McMillana-Breimana w wersji L' (dla opera-
toréw Markowa twierdzenie to musi by¢ zapisane ’stochastycznie’, dokladne
sformulowanie pomijam). W pracy [A4] autorzy podobnie pokazuja analogie
trzech klasycznych twierdzen o wlasnosciach topologicznych uktadéw dynam-
icznych o zerowej entropii, w tym tw. Kusznirenki i tw. Halmosa-von Neu-
manna. Analogie te nie sa prostym przepisaniem definicji, Swiat operatoréw
stochastycznych rézni sie jednak znaczaco od $wiata topologicznych uktadow
dynamicznych, ale pewne bazowe wlasnosci pozostaja jednak rozpoznawalnie
podobne.



Podsumowanie rozprawy

Przedstawiony cykl prac jest spdjny tematycznie a uzyskane wyniki sa
interesujace. 7 drugiej strony, sa to tylko cztery kilkunastostronicowe prace.
Podobnie wyglada sprawa migdzynarodowej rozpoznawalnosci wynikéw: pomi-
jajac prace B. Freja i P. Frej, jedyna osobg ktora zacytowala ktorakolwiek z
prac wchodzacych w skiad habilitacji jest Tim Austin (praca w Studia Math.
z roku 2015). Ogdlem, spodziewalem si¢ czegos wigcej.

Pozostaly dorobek naukowy

Na pozostaly dorobek naukowy dra Freja (po doktoracie) sktada sig osiem
prac (w tym jedna w recenzji) w czasopismach sredniej klasy, wg bazy Math-
SciNet prace te sa cytowane 7 razy. Dorobek ten oceniam pozytywnie.

Dorobek dydaktyczny i popularyzatorski oraz w zakresie wspélpracy
miedzynarodowej

Dr Frej wspdlorganizowal pieé konferencji. Ponadto, oprécz normalne;
dziatalnosci dydaktycznej pracownika uczelni prowadzit intensywna dziatalnosé
popularyzatorska (Festiwal Nauki, Szkola Matematyki Pogladowej, zajgcia w
szkotach,...). Mial jednego magistranta i prowadzit siedem licencjatéw, byt
réwniez promotorem pomocniczym dra Tywoniuka.

Podsumowujac, dzialalnosé dydaktyczno-organizatorska dra Freja oce-
niam wysoko.

Chciatbym w tym miejscu zwréci¢ uwage na jeden szczegot, ktéry byé
moze ma znaczenie. W latach 2010-2014 dr Frej bral udzial w projekcie in-
teraktywnego komputerowego kursu z matematyki Matematyka Reaktywacja.
Patrzac na liste publikacji widzimy, Ze ma dwie prace ktére ukazaty si¢ w
latach 2011 i 2012 (uwzgledniajac cykl wydawniczy, napisane co najmniej
rok-dwa wezesniej), a nastgpna jego praca ukazala si¢ dopiero w roku 2016.
Wyglada to tak, jakby w okresie 2010-2014 dr Frej nie prowadzil (nie byl w
stanie prowadzi¢?) dziatalnosci naukowej.

Jezeli chodzi o wspélprace miedzynarodowa, dr Frej takowej nie prowadzi.
Jedna jedyna praca napisana wspélnie z matematykiem spoza Wroclawia
(przy tym wspdtautorem tej pracy jest réwniez Downarowicz, mozliwe wigc ze
to on zorganizowal wspolprace z Romagnolim), ostatni wyjazd sredniookresowy
w roku 2006. O zapraszaniu gosci do Wroclawia w przedstawionych mate-



rialach danych brak.

Konkluzja

Bez entuzjazmu ale popieram wniosek o nadanie doktorowi Bartoszowi
Frejowi tytutu naukowego doktora habilitowanego nauk matematycznych.

Michal Rams
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