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Estymacja czestotliwosci metodami interpolacji widma
dla okien czasowych GMSD

Adam Matusiak

Streszczenie

Estymacja czgstotliwosci jest zagadnieniem podstawowym dla wielu dziedzin techni-
ki i stanowi kluczowy element realizacji wielu praktycznych systeméw. Klasa metod in-
terpolowanej DFT (ang. interpolated Discrete Fourier Transform) pozwala na eliminacje
ograniczen klasycznego podejscia analizy sygnatu z wykorzystaniem prazkéw DFT, ktére
ujawniajg si¢ w przypadku, gdy badany sygnat nie jest zsynchronizowany z oknem pomia-
rowym (probkowanie niekoherentne). Niniejsza praca skupia si¢ na sposobie uzyskania i
analizie estymatoréw wykorzystujacych interpolacje prazkéw widma DFT dla uogélnio-
nej postaci okien czasowych maksymalnego opadania listkéw bocznych, tj. okien GMSD
(ang. Generalized Maximum Sidelobe Decay Windows). Proponowane w niniejszej pra-
cy metody eliminuja bfad wynikajacy z obecnosci w sygnale sktadowych zakt6cajacych:
sktadowych oddalonych ze wzgledu na wykorzystanie okien czasowych GMSD oraz skta-
dowej sprzezonej i pojedynczej sktadowej harmonicznej niskiego rzedu ze wzgledu na
uzycie nowych formut interpolacyjnych, nawet dla krétkich czaséw pomiaru.

W pierwszych dwdéch rozdziatach niniejszej pracy nakreSlona zostaje tematyka esty-
macji czestotliwoSci w kontek$cie wykorzystania przyktadowych metod w praktycznych
systemach czasu rzeczywistego. W rozdziale trzecim przedstawione zostajg podstawy teo-
retyczne dla metod interpolacji widma DFT oraz bardziej szczegétowa analiza dostep-
nych metod wraz ze wskazaniem kluczowych cech opisywanych algorytméw, zakoriczona
podsumowaniem jakoSciowym. W rozdziale czwartym wyprowadzone zostaja rownania
nowych metod interpolacji widma: dwupunktowej, trzypunktowej oraz pigciopunktowe;j
GMSD umozliwiajacych poprawe doktadnoSci estymacji przez eliminacje wplywu obec-
nosci zaktdcajacych sktadowych widmowych. Sa to kolejno: sktadowe oddalone, sktadowa
sprzezona i pojedyncza sktadowa harmoniczna niskiego rz¢du. W rozdziale zostaje takze
wprowadzony przyktadowy opis implementacji proponowanych algorytmoéw. W rozdziale
piatym zostata przedstawiona analiza doktadnoSci uzyskanych estymatoréw z wykorzysta-
niem badan symulacyjnych wraz z poréwnaniem do wybranych metod. W rozdziale za-
mieszczony jest opis praktycznego systemu, ktory realizuje proponowane algorytmy wraz
z analizg zlozonosci obliczeniowej i czaséw wykonania. Praca zakoriczona jest podsumo-
waniem w rozdziale szostym.



Frequency estimation with spectrum interpolation and
GMSD time windows

Adam Matusiak

Abstract

Frequency estimation is a fundamental issue in many fields of technology and is a key
element in the implementation of many practical systems. The interpolated discrete Fourier
transform (IpDFT) class eliminates the limitations of the classical DFT-based approach to
signal analysis, which become apparent when the signal under study is out of sync with
the measurement window (incoherent sampling). This paper focusses on how to obtain
and analyze estimators using interpolation of the DFT spectrum for generalized maximum
sidelobe decay time windows, i.e., GMSD windows. The methods proposed in this thesis
eliminate the error due to the presence of interfering components in the signal: long-range
leakage due to the use of GMSD time windows, and the conjugate component and the
single low-order harmonic component due to the use of new interpolation formulas, even
for short measurement times.

The first two chapters of the thesis outline the topic of frequency estimation in the
context of using example methods in practical real-time systems. The third chapter pre-
sents the theoretical basis of DFT spectrum interpolation methods and a more detailed
analysis of the available methods with an indication of the key features of the described
algorithms, concluding with a qualitative summary. The fourth chapter derives the equ-
ations of the new spectrum interpolation methods: two-point, three-point and five-point
GMSD methods, which allow to improve the accuracy of estimation by eliminating the
influence of the presence of interfering spectral components. These are, in turn, the long-
range leakage, the conjugate component, and the single low-order harmonic component.
The chapter also presents an example description of the implementation of the proposed
algorithms. The fifth chapter presents an analysis of the accuracy of the obtained estima-
tors using simulation studies, along with a comparison to selected methods. The chapter
includes a description of a practical system implementing the proposed algorithms along
with an analysis of computational complexity and execution times. The thesis concludes
with a summary in chapter six.



Wykaz wybranych oznaczen i terminow

Sygnal wieloczestotliwoSciowy

x(n) — dyskretny model sygnatu wieloczgstotliwosciowego,
A, o, f —amplituda, faza i czestotliwos¢ pojedynczej sktadowej sinusoidalnej,
N, T, fs - liczba probek sygnatu, okres prébkowania, czgstotliwo$¢ probkowania,

A — czestotliwo$¢ unormowana wzgledem diugosci okna pomiarowego N7 A\ =
fNT,

oscylacja sinusoidalna — sktadowa postaci z,,(n) = Ay, sin(2r\yn/N + ¢p,), gdzie
indeks h oznacza numer sktadowej,

B — amplituda zespolona pojedynczej sktadowej zespolone;j,

oscylacja zespolona — sktadowa postaci z;(n) = B exp(j2nA\n/N), gdzie indeks [
oznacza numer sktadowej,

sktadowa podstawowa — skfadowa oznaczona indeksem h = 1 lub ! =1,

Ao — czestotliwo$¢ unormowana skfadowej podstawowej (w tekscie zatozono takze,
ze Ny = A1),

s(n) — addytywny szum biaty z rozktadem normalnym i wariancja 2.

Widmo sygnatu wieloczestotliwoSciowego

w(n) — dyskretna funkcja okna czasowego,
Xy, — k-ty prazek DFT sygnatu x(n) z nalozonym oknem czasowym w(n),

X ,9” — sktadnik wartoSci prazka X, wynikajacy z wystepowania oscylacji zespolo-
nej o czgstotliwosci Ay,

X () —ciggta funkcja DtFT reprezentujgca widmo sygnatu z(n) z natozonym oknem
czasowym w(n),

W () — ciagta funkcja DtFT okna czasowego w(n),

A" X}, — wspolczynnik réznicy skoniczonej n-tego stopnia dla prazka Xj.

Wykorzystywana notacja matematyczna

* j —jednostka urojona,

Re{-}, Im{-} — czeS¢ rzeczywista i urojona liczby zespolonej,

a, A — wektor, macierz.



Rozdzial 1

Wprowadzenie

Zagadnienie estymacji czestotliwoSci jest fundamentalnym problemem dla szerokiego za-
kresu zastosowan, dotyczy to m.in.: algorytméw stosowanych w ukfadach energoelek-
tronicznych, technice radarowej, aparaturze biomedycznej czy telekomunikacji[34], [35].
Czgstotliwos¢ jest wielkoScig dobrze zdefiniowang dla funkcji sinusoidalnej, ktéra stanowi
szczegOlnie wazng charakterystyke opisujaca podstawowe zjawiska wystepujace w przy-
rodzie, m.in. jest ogdlnym rozwigzaniem podstawowego réwnania rézniczkowego opisu-
jacego ruch harmoniczny. Jednoczes$nie wytania si¢ w przypadku opisu nawet bardzo zto-
zonych systemoéw, takich jak np. cykle biologiczne cztowieka[4]. Ze wzgledu na precyzje
i prostote w ujeciu modelowania matematycznego oraz bezpoSrednia przystepnos¢ intu-
icji, czestotliwoS¢ oscylacji sinusoidalnej jest popularnym parametrem stuzacym okresla-
niu wlasciwosci badanego systemu. W konteksScie badania natury zmiennos$ci sygnatow, w
tym powtarzalno$ci danego zjawiska, rozwini¢te zostaly narzedzia analizy fourierowskiej,
w szczegOlnosci dyskretna transformacja Fouriera (DFT, ang. Discrete Fourier Transform)
dla przypadku wykorzystania w systemach cyfrowych. Przyktadem tego rodzaju sygnatéw
sq sygnaly okresowe, dla ktorych istnieje reprezentacja szeregu Fouriera. W przypadku
sygnaléw rejestrowanych w praktycznych systemach, uzyskane w pomiarze probki repre-
zentujg sygnal, ktérego widmo rézni si¢ od zaktadanego modelu pojedynczej oscylacji —
ksztalt uzyskanej charakterystyki zmienia si¢ w czasie, wystepuje wiecej niz jedno mak-
simum widma oraz zmienia sie jego potozenie. Zrédtem wskazanych efektéw sg m.in.:
niekompletnos$¢ przyjetego modelu w stosunku do badanego sygnatu, niestacjonarnosc sy-
gnalu (zmiana parametrOw w czasie) oraz to, ze jest on obarczony zaktéceniami losowymi
oraz deterministycznymi, np. obecnoScig harmonicznych. W wielu przypadkach faktyczna
natura badanego zjawiska, pomimo obecnych réznego rodzaju znieksztatcen, nadal pozo-
staje fundamentalnie zwigzana z sygnatem sinusoidalnym, a klasyczne narzedzia analizy
widmowej uzupelniane sa nowymi technikami i z tego wzgledu wciaz zachowuja swoja
uzytecznoS$¢. W dalszym ciggu zachodzi potrzeba wyznaczenia czestotliwosci maksimow
widma sygnatu, ktére reprezentuja rzeczywiste, istotne parametry badanego systemu. W
tym konteks$cie korzystne moze by¢ wprowadzenie do modelu parametru reprezentujgcego
czestotliwo$¢ sygnatu sinusoidalnego, dla ktérego uzyskana warto$¢ najlepiej reprezentu-
je polozenie szczytu charakterystyki widmowej[34]. W przypadku stwierdzenia obecno-
Sci wielu komponentow czestotliwoSciowych, analiza tego rodzaju moze by¢ rozszerzona
dla sygnatu wieloczestotliwosciowego, tj. sktadajacego si¢ z wielu sktadowych sinusoidal-
nych[42].

Konsekwencjg ciagle rosngcej ztozonosci systeméw wykorzystujacych pomiary cze-
stotliwoSci jest zapotrzebowanie na efektywne kosztowo uktady pomiarowe, ktére beda



fatwe do wykonania i wdrozenia. Wspomniane kryteria naktadajg nowe wymagania co do
charakterystyki algorytméw estymacji, oprécz samej doktadno$ci pomiaru. Przyktadem
moga by¢ wezty pomiarowe w rozproszonej sieci dystrybucyjnej energii elektrycznej[138].
Czes¢ z obszarow zastosowan, ktdre zostaly wymienione wyzej wymaga realizacji pomia-
rOw w czasie rzeczywistym, naktadajac przy tym dodatkowe kryterium w procesie doboru
algorytmu estymacji. W takim przypadku zastosowana metoda musi charakteryzowac si¢
wzglednie niska ztozonoScig obliczeniowa oraz dobrze zdefiniowanym czasem wykonania
dostarczonej implementacji. Stad tez stosowane sg zwykle specjalistyczne uktady do pracy
z systemami o twardych ograniczeniach czasowych (ang. hard time constraints) i zawieraja
si¢ w grupie systemOw wbudowanych. Takie uktady cechuja si¢ z kolei ograniczonymi za-
sobami sprzetowymi, co moze naktadac kolejne wymagania wzgledem wyboru algorytmu
estymacji. Kolejnym aspektem doboru algorytméw estymacji cz¢stotliwosci, dotyczacym
specyfikacji uzytej platformy sprzetowej, jest struktura obliczeniowa algorytmu i mozli-
wosci dotyczace implementacji zastosowanej metody w sprzecie. Dotyczy to mozliwosci
uzycia dostgpnych specjalistycznych uktadoéw sprzetowych, takich jak akceleratory, kopro-
cesory czy rdzenie procesora sygnatowego pracujgce rownolegle do procesora gtéwnego
w uktadach SoC (ang. system on a chip). Dla wymienionych kryteriow doboru algorytmu
estymacji znakomicie wpasowuje si¢ charakterystyka metod opartych na dyskretnej trans-
formacji Fouriera. Gwarantujg one tatwa implementacje¢, niska zlozono$¢ obliczeniowsy i
wystarczajacg doktadnos¢ dla czgsci zastosowan w kontrascie do bardziej ztozonych, cza-
sowych metod parametrycznych takich jak metody Prony’ego, MUSIC czy ESPRIT [49].
Szeroko wykorzystywany algorytm obliczania szybkiej transformacji Fouriera FFT (ang.
Fast Fourier Transform) gwarantuje szybkie wykonanie ze ztozonoScig obliczeniowa wy-
noszacg O(N log, N), gdzie N oznacza liczbe prébek sygnatu. Istotnym faktem wyda-
je sie byC takze to, ze istnieje wiele sprawdzonych implementacji algorytmu FFT, ktére
sq zwykle optymalizowane pod katem uzywanej platformy sprzetowej. Przyktadem spe-
cjalizowanych, efektywnych kosztowo systeméw wbudowanych sg procesory sygnatowe
lub mikrokontrolery ze specjalizowanymi instrukcjami DSP przyspieszajgcymi wykona-
nie algorytmu oraz sprzgtowe koprocesory przeznaczone do obliczania procedury FFT,
np. procesor Texas Instruments TMS320C5515[124]. Istnieja takze implementacje sprze-
towe z uzyciem uktadéw FPGA (ang. Field-programming Gate Array), takze w kontekScie
zastosowania w potaczeniu z algorytmami interpolowanej DFT[151].

Analiza cze¢stotliwo$ciowa z wykorzystaniem przeksztatcenia DFT jest obarczona bte-
dami wyznaczania parametrow sygnatu ze wzgledu na wystepowanie zjawiska przecieku
widma oraz efektu zafalowania. Pierwszy z tych probleméw dotyczy obecnosci zaktécen
w postaci innych, niezsynchronizowanych z oknem pomiarowym sktadowych w sygnale,
ktorych obecnosé wptywa na wartoS$¢ uzyskanych prazkéw DFT. Biad zwigzany z efektem
zafalowania wynika natomiast z dyskretnego charakteru widma DFT i wystepuje, gdy ba-
dana sktadowa nie jest zsynchronizowana z oknem pomiarowym. Wptyw przecieku widma
sktadowych moze by¢ eliminowany przy pomocy nakfadania okien czasowych na mierzo-
ny sygnat. Technika ta staje si¢ jednak nieskuteczna w przypadku sktadowych potozonych
blizej w widmie wzgledem prazkéw DFT wykorzystywanych w estymacji parametrow.
Metodami pozwalajacymi efektywnie redukowac blad zwigzany z wystgpowaniem obu
tych zjawisk sg metody interpolowanej DFT (wystepujace w literaturze takze jako IpDFT,
ang. interpolated DFT). Zastosowanie opisywanej metody pozwala na rozszerzenie kla-
sycznego podejScia i stanowi gtdwny przedmiot zainteresowania w niniejszej pracy. Esty-
matory IpDFT wykorzystuja informacje zawarta w kilku sasiadujacych ze sobg prazkach
DFT do wyznaczenia parametrow sktfadowych widmowych. Najczesciej obliczenia zwig-



zane z algorytmami IpDFT stanowig jedynie utamek czasu wykonania algorytmu FFT, co
pozwala matym kosztem zwiekszy¢ efektywno$¢ pomiaru [36]. Z tego wzgledu metody
interpolowanej DFT moga znaczaco poprawi¢ doktadno$¢ wyznaczania czgstotliwosci ni-
skim kosztem w juz istniejacych systemach pomiarowych, w ktorych wykorzystywane sa
obliczenia FFT. Warto takze zauwazy¢, ze spoSrod metod wykorzystujacych prazki DFT
do estymacji czestotliwoSci, metody interpolowanej DFT czgsto oferujg gotowa formu-
te algebraiczng skfadajaca si¢ z zaledwie kilku wartosci DFT, przez co implementacja w
systemie staje si¢ bardzo prosta. Wigkszos$¢ dostepnych w literaturze metod zaktada wy-
korzystanie modelu pojedynczej oscylacji zespolonej przy jednoczesnym zalozeniu, ze
wplyw innych sktadowych widmowych na warto$¢ uzytych w estymacji prazkéw DFT
jest pomijalny. Taka estymacja jest rzeczywiscie efektywna w przypadku dtuzszego okna
pomiarowego obejmujgcego wiele okreséw sygnatu wejsciowego, dla ktérego natozone
okno czasowe pozwala na eliminacj¢ wptywu sktadowych oddalonych. Jednakze, gdy roz-
patrywane sa sygnaly przyjmujace wartosci rzeczywiste oraz takie, w ktorych wystepuja
zakldcenia harmoniczne, skrocony czas pomiaru powoduje, ze wptyw sktadowych sprze-
zonych oraz skfadowych harmonicznych niskiego rzedu na wartoSci wykorzystywanych
prazkéw DFT staje si¢ znaczacy. Z tego wzgledu doktadnos¢ estymatoréw uzyskanych na
podstawie modelu sktadajacego si¢ z pojedynczej oscylacji drastycznie maleje.

Niniejsza rozprawa wprowadza nowa klase estymatorow czestotliwosci opartych na
technice interpolacji prazkow DFT z uzyciem uogoélnionej postaci okien maksymalnego
opadania listkéw bocznych GMSD (ang. Generalized Maximum Sidelobe Decay). Gtow-
nym celem osigganym przez nowg klas¢ metod jest eliminacja obcigzenia estymatoréw
wynikajacego z obecnosci w widmie sygnatu oddalonych komponentéw czgstotliwoscio-
wych, z wptywu obecnosci sktadowej sprzezonej oraz z wpltywu obecnosci sktadowych
harmonicznych niskiego rzedu poprzez wykorzystanie rozszerzonego modelu sygnatu w
procedurze wyprowadzania formuty interpolacyjnej. W kolejnych rozdziatach rozprawy
znajduje si¢ opis sposobu uzyskania bezposrednich formut interpolacyjnych metod wy-
korzystujgcych okna GMSD, weryfikacja poprawnosci uzyskanych zaleznoSci oraz ocena
efektywnosci ich zastosowania. Wprowadzenie nowych metod poprzedza przeglad dostep-
nej literatury w zakresie estymacji czestotliwosci, takze w kontekscie ich zastosowania, ze
szczegblnym naciskiem na oméwienie metod interpolowanej DFT.

Cel i teza pracy

Celem niniejszej rozprawy jest zbadanie mozliwoSci zastosowania okien czasowych GMSD
do uzyskania nowych metod interpolacji widma, ktére zaktadaja:

* ograniczenie sumarycznego wplywu na doktadnos¢ estymacji obecnosci wielu skta-
dowych widmowych znajdujacych si¢ w znacznym oddaleniu od wykorzystywanych
wartosci widma,

* ograniczenie wplywu na doktadno$¢ estymacji obecnosci sktadowej sprzezonej, tak-
ze dla krotkich czas6w pomiaru,

* ograniczenie wplywu na doktadno$¢ estymacji obecnosci sktadowych harmonicz-
nych niskiego rzedu, takze dla krotkich czasow pomiaru,

* estymacje nieiteracyjng, ktéra ograniczenie wptywu obecnosci sktadowych zakto-
cajacych na doktadnos¢ estymacji realizuje bezposrednio w formule interpolacyjne;j.
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Praca ma takze na celu przeprowadzenie analizy doktadnoSci tak scharakteryzowanych
metod interpolacji widma w zakresie redukcji obcigzenia wynikajacego z obecnosci w
sygnale zaki6cen w postaci sktadowych widmowych wraz z poré6wnaniem do wybranych
dostepnych referencyjnych metod. W niniejszej rozprawie przyjeto nastepujaca tezg ba-
dawcza:

Interpolacja widma DFT z wykorzystaniem okien czasowych GMSD pozwala na uzy-
skanie nowych nieiteracyjnych metod estymacji czestotliwoSci charakteryzujgcych sie krot-
kim czasem wykonania wraz ze znaczqcym zwiekszeniem doktadnosci estymacji (o rzqd
wielkosci lub wiecej) dla krotkiego czasu pomiaru i w obecnosci zaktocen harmonicznych
wzgledem dotychczasowych nieiteracyjnych metod interpolacji widma.

11



Rozdzial 2

Metody estymacji czestotliwosci i
obszary zastosowan

2.1 Wprowadzenie do rozdziatu

Celem rozdzialu jest nakreSlenie problemu estymacji czestotliwosci w kontekscie wyko-
rzystywanych metod i obszarow zastosowan. W rozdziale 2.2 zawarty zostat przeglad do-
stepnych metod estymacji czestotliwosci wraz z krétka charakterystyka wybranych metod,
dla ktérych, zdaniem autora, metody interpolacji widma stanowig potencjalng alternatywe
(dla pewnego zakresu zastosowan). Przedstawione zestawienie wraz z klasyfikacjg majg
charakter przekrojowy i zostaly wprowadzone w celu nadania kontekstu dla omawianych
w dalszych rozdziatach metod interpolacji widma. Opisywane metody, oprocz samej esty-
macji czestotliwosci, czesto stuzg takze do wyznaczenia innych parametrow sygnatu: m. in.
amplitudy i fazy skfadowych sygnatu wieloczestotliwoSciowego. Dla duzej czesci z tych
metod, estymacja czestotliwosci stanowi wyjSciowg informacje pozwalajaca na wyzna-
czenie wartoSci innych parametréw sygnatu. W takim przypadku dokfadno$¢ wyznacze-
nia czestotliwoSci bezposrednio przektada si¢ na efektywno$¢ wyznaczenia pozostatych
parametrow. Stad podczas opisywania metod estymacji parametrow nacisk jest potozony
przede wszystkim na aspekcie estymacji czestotliwosci.

W rozdziale 2.3 przedstawione zostaly przyklady obszaréw zastosowari metod esty-
macji czestotliwosci ze szczegdlnym uwzglednianiem przypadkéw wykorzystania metod
interpolacji widma. Pomiary czestotliwosci w systemie elektroenergetycznym staty si¢ w
ostatnim czasie jednym z gtdéwnych obszar6w zastosowan, dla ktorych przedstawiane sa
nowe metody interpolacji widma. Z tego powodu rozdziat jest zakoficzony poszerzonym
opisem przypadku zastosowania metod estymacji cz¢stotliwoS$ci do wyznaczania wartosci
fazora pradu i napiecia wraz ze wskazaniem konkretnych przyktadéw stosowanych w tym
obszarze metod.

2.2 Metody estymacji czestotliwoSci

2.2.1 Ograniczenie Craméra-Rao

Efektywna ewaluacja estymatorow czestotliwosci na poziomie statystycznym moze byc re-
alizowana przez wykorzystanie narzedzi pozwalajacych na okreslenie stopnia wykorzysta-
nia informacji obecnej w zarejestrowanym sygnale. Takim powszechnie uzywanym narze-
dziem statystycznym jest ograniczenie Craméra-Rao, ktore okreS§la minimalng wariancje
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mozliwg do uzyskania przez optymalny estymator nieobcigzony[42], [108], [146].

W przypadku estymacji parametréw oscylacji zespolonej zakiéconej addytywnym szu-
mem bialym s(n) z rozktadem normalnym (AWGN, ang. Additive White Gaussian Noise)
i wariancjg o2 tj. w przypadku modelu sygnatu:

x(n) = Bei2mAo/N+ie s(n) 2.1

Rife i Boorstyn wyznaczyli ograniczenie Craméra-Rao dla przypadku, gdy nie sg znane
wszystkie trzy parametry B, ¢ i Ag[150]:

3N(SNR)™

C’-RB/\O - m

(2.2)
Powyzsze ograniczenie dotyczy estymacji czgstotliwosci znormalizowanej )\, definiowa-
nej jako A = fNT, gdzie f oznacza czgstotliwos¢ sygnatu wyrazong w Hz. Stosunek
sygnal-szum SNR uzywany w powyzszym rownaniu zdefiniowany jest jako:

SNR = — (2.3)

Postugujac si¢ ograniczeniem Craméra-Rao mozliwe jest porOwnywanie nieobcigzonych
estymatorow czestotliwoSci w konteks$cie mozliwoSci otrzymania najlepszego przypadku
wariancji.

Dostepna jest takze analiza ograniczenia Craméra-Rao dla przypadku innych sygna-
16w: dla rzeczywistej sinusoidy w [73] oraz sinusoidy zakt6conej harmonicznymi [167].
W [21] zostaly przedstawione zaleznoSci opisujace ograniczenie Craméra-Rao (takze dla
przypadku asymptotycznego A < N) dla sygnatéw okresowych. Wszystkie opisywane za-
leznoSci przyjmuja wartoSci wieksze niz dla przypadku ograniczenia Craméra-Rao (2.2)
dla estymacji czestotliwosci oscylacji zespolonej. Przyktadowo ograniczenie uzyskane w
[73] dla estymacji czestotliwo$ci dla dwéch oscylacji zespolonych pokazuje, ze maksy-
malna warto$¢ ograniczenia dla réznicy estymowanych czgstotliwosci |[A\; — Ay| > 1 bin
nie przekracza dwukrotnej wartoS$ci ograniczenia Craméra-Rao dla przypadku pojedyn-
czej oscylacji zespolonej (2.2) oraz dla |[A\; — Ay| > 1 dazy do tej wartosci.

2.2.2 Przeglad metod estymacji czestotliwoSci

Dostepnych jest wiele metod estymacji czgstotliwoSci, ktore znaczaco rdznig si¢ miedzy
sobg pod wzgledem doktadnoSci pomiaru, ztozonoSci obliczeniowej i odpornosci na za-
klécenia losowe oraz deterministyczne. Na czesto wyrdzniane kryteria klasyfikacji skta-
dajg sie: okreSlenie domeny estymacji (metody czasowe, czestotliwoSciowe lub czasowo-
czestotliwoSciowe); rozroznienie ze wzgledu na wykorzystywany model (modelowanie
deterministyczne oraz stochastyczne) oraz podzial na metody parametryczne lub niepara-
metryczne. Przyktadem metody wykorzystujacej modelowanie deterministyczne jest wy-
korzystanie pojedynczego prazka DFT (lub pojedynczej warto$ci widma ciggtego dyskret-
noczasowej transformacji Fouriera DtFT) do wyznaczenia parametréw skladowej oscyla-
cji. Z kolei przyktadem metod wykorzystujacych modelowanie stochastyczne sg metody
estymacji widmowej takie jak periodogram i jego warianty. Klasyczne metody nieparame-
tryczne (np. z uzyciem periodogramu) realizuja analize widma badanego sygnatu w celu
uzyskania informacji o gestoSci mocy sygnatu zawartego w waskim zakresie pasma. Z
kolei metody parametryczne zaktadajg uzycie sparametryzowanego matematycznego mo-
delu do opisu widma, co pozwala na redukcje problemu estymacji widma do problemu
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estymacji parametrow w ramach zaktadanego modelu[163]. Metody parametryczne z re-
guly pozwalajg na uzyskanie doktadnych wynikéw i wykazuja wysoka rozdzielczo$¢ w
rozroznianiu sgsiadujacych ze soba komponentéw czestotliwosciowych wystepujacych w
widmie. Doktadno$¢ estymaciji jest jednak uwarunkowana koniecznoscig dobrego zdefi-
niowania modelu sygnatu, np. precyzyjnego ustalenia liczby skfadowych sinusoidalnych
wystepujacych w sygnale.

Estymatory definiowane w dziedzinie czasu cechuja si¢ zwykle wysoka doktadnoscia
pomiaru, ale jednocze$nie wysoka ztozonoSciag obliczeniowg algorytmu. Z tego wzgle-
du metody czasowe moga nie sprawdzac si¢ w systemach z ograniczeniami czasowymi. Z
kolei estymatory widmowe mogg charakteryzowac si¢ wielokrotnie szybszym czasem wy-
konania zachowujac wymagana doktadnoS¢ i mogg stanowic¢ dobrg alternatywe dla czesci
zastosowan.

Przeglad wybranych metod estymacji czestotliwoSci

Niniejsza praca skupia si¢ w gtéwnej mierze na metodach estymacji wykorzystujacych
prazki DFT lub warto$ci widma ciggtego DtFT. Do tej grupy metod mozna zaliczy¢ m.in.
metody wykorzystujace aproksymacje Sredniokwadratowa[128], metody wykorzystuja-
ce interpolacje funkcjami uniwersalnymi[l], metody liniowej interpolacji LIDFT wyko-
rzystujace aproksymacje okregu jednostkowego [42], oraz metody interpolowanej DFT
(IpDFT, ang. interpolated DFT)[146]. Powyzej wymienione metody stanowig gtéwny
temat kolejnego rozdziatu, ktéry zawiera ich opis, ze szczegélnym uwzglednieniem do-
stepnych metod interpolacji widma.

Ponizej przedstawiono bardziej szczegdtowy opis trzech wybranych grup metod esty-
macji czestotliwosci spoza juz wymienionych:

» Estymatory wykorzystujace metode¢ najwiekszej wiarygodnosci (MLE, ang. ma-
ximum likelihood estimators)[68], [146].

W przypadku estymacji czestotliwosci pojedynczej oscylacji zespolonej oraz biate-
go szumu gaussowskiego, Rife i Boorstyn w [150] pokazuja, ze znalezienie maksi-
mum funkcji periodogramu realizuje zalozenia metody najwickszej wiarygodnosci:

~ 1
Aopz, = arg max {Y()\)} 2.4)
A N

gdzie Y () to funkcja widmowej gestosci mocy zdefiniowana jako:

N-1 2

Z T 6—j27rn)\/N
n

n=0

Y(A) = (2.5)

Analiza czestotliwosciowa z uzyciem periodogramu jest nieparametryczng metoda
estymacji widma[163]. W tym przypadku zadanie znalezienia maksimum periodo-
gramu realizowane jest metodami numerycznymi, przyktadowo przy pomocy algo-
rytméw zawezania siatki (ang. grid-search)[169] oraz innych technik iteracyjnych,
m.in. z wykorzystaniem metody Newtona-Raphsona. Z tego wzgledu rozwiazanie
problemu zdefiniowanego za pomocg rownania (2.4) charakteryzuje si¢ wysoka zto-
zonoscig obliczeniowa, m.in. ze wzgledu na wystepowanie wielu ekstreméw lokal-
nych periodogramu, a sama funkcja jest nieliniowa. Waznym aspektem stosowa-
nych metod sg takze problem zbieznosci i rozdzielczosci[ 144]. Jednakze w kontek-
Scie statystycznym, jest to analiza optymalna dla wystarczajaco dtugich sekwencji
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probek, a otrzymany estymator jest asymptotycznie nieobcigzony i osigga wartos¢
ograniczenia Craméra-Rao[108]. W przypadku gdy réznica czestotliwosSci dwéch
oscylacji zawartych w sygnale jest mniejsza niz odwrotnos$¢ czasu trwania pomia-
ru, metoda maksymalizacji periodogramu przestaje by¢ estymatorem MLE. Wtedy
metoda najwickszej wiarygodnoSci prowadzi do problemu nieliniowej metody naj-
mniejszych kwadratow[107]. Metody MLE czesto dzielg przetwarzanie na czes¢
zgrubnej estymacji (ang. course estimation) oraz czg¢Sci wyszukiwania doktadnego
zalozonej funkcji wiarygodnosci (ang. fine estimation)[164]. Dostarczenie wstgpnej
estymaty z wysoka doktadnosScia moze by¢ konieczne dla efektywnej realizacji sto-
sowanych algorytméw. Estymacja w przypadku niespetnienia tego kryterium jest
traktowana jako obserwacja odstajaca (ang. outliers) i jej wystepowanie wiaze si¢ z
graniczng wartoScig SNR, dla ktérej btad MSE estymacji znaczaco rosnie[150].

Estymatory wykorzystujace techniki modelowania transmitancyjnego, w tym
wykorzystujace modelowanie AR (ang. autoregressive), MA (ang. moving average)
i potagczone metody ARMA[163].

W tej grupie estymatory realizowane sg przy pomocy modelowania transmitancji
systemu liniowego reprezentujgcej badany sygnat. Model y(n) badanego sygnatu
jest wyjsciem liniowego filtru cyfrowego, ktérego pobudzeniem jest bialy szum z(n)
o wariancji 0? = 1:

y(n) + f: ary(n — k) = 2‘1: br(n — k) (2.6)
k=1 k=0

oraz ktérego transmitancja przedstawia si¢ jako:

B(z) _ i bz "
Az) D _jagzk

H(z) = 2.7
Celem modelowania jest minimalizacja btedu w sensie Sredniokwadratowym po-
mi¢dzy badanym sygnatem a modelem y(n). Podstawowg trudnoscig dla tego rodza-
ju metod jest przyjecie odpowiedniego modelu transmitancji, tj. rzedu wielomianu
mianownika transmitancji (metody AR), rzedu wielomianu licznika (metody MA)
lub obu (metody ARMA). Modelowanie parametryczne znalazio szerokie zastoso-
wanie w metodach estymacji widma, ale takze jest wykorzystywane w metodach
estymacji parametrow sygnatu wieloczestotliwoSciowego.

Przyktadem iteracyjnej metody estymacji czestotliwosci wywodzacej sie z omawia-
nej grupy sa estymatory wykorzystujace adaptacyjne filtry waskopasmowe (lub wy-
cinajace, ang. adaptive notch filters). Zmiana charakterystyki takiego filtru jest reali-
zowana przez parametryzacje wspofczynnikéw funkcji transmitancji. WartoSci tych
wspoétczynnikow sg Scisle zwigzane z czestotliwoScig wyciecia — stad znajac aktual-
ne wartoSci charakterystyki znana jest takze czestotliwoS¢ estymowanej sinusoidy.
Filtry tego rodzaju wykorzystujag modelowanie ARMA, a przyktadem moze by¢ po-
pularny filtry IIR CPZ-ANF (ang. inifinite impulse response constrained poles and
zeros) drugiego rzedu z transmitancjg[130]:

14+az '+ 272

= 2.8
1+ paz=! 4 p?z—2 28)

N (2)
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gdzie warto$¢ a = —2 cos(wy) jest parametrem regulujgcym warto$¢ czgstosci a €
[—2,2], a parametr p okresla szeroko§é wycinanego pasma. Innym przyktadem ad-
aptacyjnych filtréw wycinajacych sa filtry wycinajace wykorzystujace filtry wszech-
przepustowe (APF-ANF, ang. all-pass filter)[109]. Ze wzgledu na parametryzacje
wspotczynnikow filtru, konieczne jest monitorowanie stabilnosci w kazdej iteracji.
Niesie to za sobg pewne trudnosci w implementacji w praktycznym systemie[92]. W
literaturze pojawily si¢ takze wersje algorytmu wykazujace zbiezno$¢ w przypadku
obecno$ci harmonicznych w sygnale[127].

Innym klasycznym przyktadem metod omawianej grupy jest metoda Prony’ego[186].
W metodzie Prony’ego, ktéra moze by¢ uwazana za metode wykorzystujaca mode-
lowanie autoregresyjne, zaktadany jest model sygnatu dla p probek reprezentujacych
sumg p zespolonych oscylacji (p/2 oscylacji rzeczywistych):

p
z(n) =Y hpzp ! (2.9)
k=1

gdzie parametry k-tej oscylacji hy i 25, sg liczbami zespolonymi, za§ argument war-
tosci 2, zalezy od szukanej czestotliwosci fi (w ogdlnosci 2z, moze reprezentowac
oscylacje ttumiong). Taka suma zespolonych oscylacji stanowi rozwigzanie ogol-
ne jednorodnego réwnania réznicowego o statych wspétczynnikach dla p réznych
pierwiastkow (model AR rzedu p = N):

N
—apy(n) = Z ary(n — k), ap=1 (2.10)
k=1

za$ wielomian charakterystyczny takiego rownania réznicowego ma postac:

o(z) = ﬁ(z —z) = zl’: ap2P7F =1 (2.11)
k=1 k=0

ktorego pierwiastki z;, przybieraja wartosci parametru zj, z rOwnania (2.9). Wektor
prébek y = [y(p +1), -+, y(2p)]* moze zostaé wykorzystany do wygenerowania
rOwnania macierzowego, ktére definiuje kolejne wartoSci y, przy pomocy p probek
poprzedzajacych, zawartych w kolejnych wierszach macierzy T' i wspétczynnikéw
ay, za pomocya wezesniej wprowadzonej zaleznosci rekurencyjnej (2.10):

—y=Ta (2.12)

gdzie wektor wspélczynnikéw ay, zdefiniowano jako a = [ay,- -, a,)’. Metoda
Prony’ego jest dwuetapowa. Po pierwsze, rozwigzanie powyzszego uktadu rownan
liniowych ze wzgledu na wartoSci wektora a pozwala na znalezienie wspoiczynni-
kéw ay, wielomianu (2.11). W drugiej kolejnosci, znalezienie pierwiastkow zj, tego
wielomianu (pokrywajace si¢ z zespolonymi warto$ciami parametréw z; z rowna-
nia (2.9)) pozwala na bezposrednie wyznaczenie estymat czestotliwo$ci szukanych
sktadowych.

Klasyczna metoda Prony’ego jest wrazliwa na szum, oraz w przypadku estymacji
parametréw duzej liczby oscylacji, metoda moze stac si¢ niestabilna ze wzgledu na
zte uwarunkowania numeryczne rozwiazywanego uktadu réwnan liniowych [88].
W literaturze dostepnych jest szereg modyfikacji metody Prony’ego pozwalajacych
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na zwigkszenie jej efektywnosci[80]. Podstawowym Srodkiem wykorzystywanym
w tym celu jest uzycie nadokreslonego uktadu réwnan liniowych dla N > 2p i
wykorzystanie zwyklej metody najmniejszych kwadratow (OLS) lub metody zu-
petnych najmniejszych kwadratow (TLS) do wyznaczenia wspétczynnikow wielo-
mianu ¢(z)[120]. Metoda matrix pencil[90], [155] stanowi alternatywng technike
wzgledem metody Prony’ego dla problemu aproksymacji sygnatu przy pomocy su-
my zespolonych oscylacji. Metoda wykorzystuje rozktad na warto$ci osobliwe (ang.
SVD decomposition) w celu wyznaczenia biegundw transmitancji systemu liniowe-
go. W odréznieniu od metody Prony’ego, metoda matrix pencil jest jednokrokowa,
bardziej efektywna obliczeniowo i charakteryzuje si¢ lepsza odpornos$cig na szum.

Parametryczne metody dekompozycji macierzowych (metody podprzestrzeni)[163].

Parametryczne metody dekompozycji macierzowych sa popularng grupa metod, kt6-
ra pozwala na doktadng estymacje parametréw wielu sinusoid w zaszumionym sy-
gnale, nawet w przypadku matych réznic czgstotliwosci pomiedzy dwoma sktado-
wymi. Najbardziej znanymi metodami podprzestrzeni s3: metoda Pisarenki (ang.
Pisarenko harmonic decomposition)[142], metoda ESPRIT (ang. Estimation of Si-
gnal Parameters via Rotational Invariance Techniques)[153] oraz metoda MUSIC
(ang. Multiple Signal Classification)[156]. Metody podprzestrzeni opierajg si¢ na
analizie rozktadu macierzy probek (lub estymaty macierzy autokorelacji R,,) na
wartoS$ci i wektory wlasne. Zwiazane jest to z wykorzystaniem technik dekompozy-
cji wzgledem wartoSci wlasnych (ang. Eigen Value Decomposition) lub osobliwych
(ang. Singular Value Decomposition).

Zakladajac, ze badany sygnat skfada si¢ z wielu sktadowych sinusoidalnych oraz szu-
mu biatego, rozktad macierzy autokorelacji wzgledem wartoSci wlasnych skutkuje
uzyskaniem wektoréw wlasnych rozpinajacych dwie dopetniajace si¢ podprzestrze-
nie, sygnalu oraz szumu:

R,, = UAU! + U,A U = UAU! + 0°U, U (2.13)

gdzie Uy = [uy,...,uzp| to macierz zawierajaca kolumnowe wektory wlasne u zwia-
zane z podprzestrzenig sygnatu, za§ A jest macierza diagonalng zawierajaca war-
tosci wlasne A\, dla k& € {1,....2p}. Macierz U,, = [u2p1,...,un| zawiera wektory
wlasne u zwiazane z podprzestrzenig szumu przy zatozeniu wykorzystania M pro-
bek sygnatu, za$ A,, jest macierzg diagonalng zawierajaca wartoSci wlasne )\ dla
ke {2p+1,....,M}. Operator H oznacza transpozycje ze sprzezeniem zespolonym
(sprzezenie hermitowskie).

Pierwsza grupa estymatoréw zaklada wykorzystanie wektoréw wilasnych znajdu-
jacych sie¢ w podprzestrzeni szumu. Znajac dowolny taki wektor u,, mozliwe jest
uzyskanie estymaty czestotliwosci danej sktadowej zespolonej z wykorzystaniem
testu warunku ortogonalnosci us - u, = 0. W przypadku gdy dana czestos¢ €2,
okreslona dla oscylacji zespolonej e = [e70, ... 72M=U]T wystepuje w sygnale,
iloczyn skalarny oscylacji zespolonej z wektorem wtasnym podprzestrzeni szumu
e - v, zeruje si¢, poniewaz jest ortogonalny do wektoréw wlasnych podprzestrze-
ni sygnatu u,. W sktad tego rodzaju metod wchodzg metoda Pisarenki oraz MU-
SIC. Metoda Pisarenki zaktada dekompozycje macierzy autokorelacji na warto$ci
i wektory wiasne dla p/2 rzeczywistych sktadowych sinusoidalnych i M = p + 1
probek sygnatu[185]. W takiej sytuacji model zaktada, ze w sygnale jest zawartych
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p zespolonych oscylacji. Ze wzgledu na uzycie M = p + 1 punktéw w metodzie
Pisarenki, wystepuje tylko jedna (najmniejsza z uzyskanych) warto$¢ wlasna zwia-
zana z podprzestrzenig szumu i jest réwna wartosci wariancji szumu 2. Okazuje
si¢, ze skojarzony z nig wektor wlasny ups = a zawiera wartosci wspotczynnikow
rownania réznicowego opisujacego rekurencyjnie skfadowe sinusoidalne o szuka-
nych czestotliwosciach, stad tez z definicji Ry.a = o?a. Tak uzyskane warto$ci
wspotczynnikOw stanowig jednocze$nie mianownik funkcji transmitancji pewnego
uktadu liniowego H(z) = +:

A(z)*
Az =) = alk)z" = [ (1 — 271) (2.14)
k=1 k=1

Obliczajac 2p zer wielomianu mianownika A(z) wystepujacych w parach sprze-
zonych uzyskiwane sa estymaty czestoSci O kolejnych sktadowych sinusoidalnych
zawartych w sygnale. Metoda Pisarenki charakteryzuje si¢ jednak wzglednie sta-
ba odpornosciag na zakiécenia losowe ze wzgledu na wykorzystanie tylko jednego
wektora wlasnego z podprzestrzeni szumu i malej liczby probek. Dotychczas opra-
cowano rézne zmodyfikowane warianty metody Pisarenki jak np. metody MPHD
(ang. Modified Pisarenko Harmonic Decomposition)[119], RPHD (ang. Reformu-
lated Pisarenko Harmonic Decomposition)[161] z poprawionymi wiasciwoSciami.
W metodzie MUSIC i pochodnych (np. metoda EV — EigenVector [185]) wyko-
rzystywanych jest wiecej niz jeden wektor wlasny wy nalezacy do podprzestrzeni
szumu, a wigc uzywanych jest wiecej niz p + 1 punktéw, jak to bylo w przypadku
metody Pisarenki. W takim przypadku maksymalizowana jest wartoS¢ tzw. funkcji
pseudowidma. Dla przypadku metody Pisarenki wyglada ona nastepujaco:

1

Fris) = fueyrap

(2.15)
Argumenty uzyskanych maksimow powyzszej funkcji wyrazaja estymaty pulsacji
2z = %, W przypadku metody MUSIC rozwazane jest M > 2p + 1 punktéw, a
wigc w wyniku dekompozycji otrzymywanych jest wiecej niz jeden wektor wlasny
u,. Wobec tego funkcja pseudowidma przyjmuje postac:

1

Puus(z) = (2.16)

S

3 [u(2)

W przypadku przytaczanej wczesniej metody Eigen Vector, suma znajdujaca sie w
mianowniku powyzszej funkcji jest wazona ze wspétczynnikiem i W przypad-
ku metody MN (ang. Minimum Norm) wykorzystywany jest jeden wektor wiasny
Uu,, ale wybrany w sposéb optymalny[185]. Metoda root-MUSIC jest modyfika-
cja metody MUSIC charakteryzujaca si¢ mniejsza ztozonoscia obliczeniowa, dla
ktorej estymaty otrzymywane sg przez znalezienie zer lezacych w poblizu okregu
jednostkowego wielomianu utworzonego przy pomocy wektoréw z podprzestrzeni
szumu[111], [147].

Alternatywnym podejSciem w stosunku do opisywanych powyzej metod jest wyko-
rzystanie informacji zawartej w podprzestrzeni sygnatu. W tej klasie metod wyko-
rzystywana jest zwykle aproksymacja macierzy autokorelacji R, wykorzystujaca
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wektory i wartosSci wlasne nalezace do podprzestrzeni sygnatu i otrzymana w wyni-
ku pominiecia czeSci zwigzanej z szumem w roéwnaniu dekompozycji (2.13):

R,. ~UAU" (2.17)

Metoda ESPRIT jest sztandarowym reprezentantem metod tej klasy, w ktorej wy-
korzystywany jest fakt niezmiennoSci wartosci wlasnych macierzy wobec obrotu.
Analizowany sygnal y dzielony jest na dwie sekwencje rownej dtugosci y; i ya,
opdznione wzgledem siebie i skrécone o jedng probke. Poniewaz sygnat y (z po-
mini¢ciem szumu) sktada si¢ wylacznie z sumy oscylacji zespolonych, mozna go
przedstawi¢ w postaci macierzowe;j:

Y= A- ZAImSok (2.18)

gdzie kolumny macierzy A zawierajg wartosci chwilowe kolejnych oscylacji zespo-
lonych, zas$ wartoSci wektora Z 4, ., reprezentuja ich zespolone amplitudy. Za po-
mocg wymienionych definicji mozliwe jest przedstawienie zaleznosSci pomig¢dzy sy-
gnatami y; i y» poprzez zdefiniowanie i uzycie macierzy obrotu ® = diag(e’$¥ ... /)
Ww nastepujacym rownaniu:

Al‘b = Az, gdzie: A1 = IlA, A2 = IzA (219)

gdzie I i I s3 macierzami wybierajacymi z macierzy A kolejno macierze A, i
A,. Poniewaz macierz A zawiera wylacznie warto$ci chwilowe oscylacji zespolo-
nych, rozpieta jest przez baze podprzestrzeni sygnatu U,. Pamigtajac o mozliwosci
aproksymacji réwnaniem (2.17), jasne staje si¢, ze istnieje pewna macierz X, kt6-
ra pozwoli wykorzysta¢ baze podprzestrzeni sygnatu do reprezentowania macierzy
sygnalu A = U, - X (a wigc takze macierzy sygnaléw A, oraz A,). Stad tez, z
wezesniejszych definicji tych macierzy (2.19) wynika ze:

LA® = LA= LUX®=LUX = LU,(X®X )= LU, (220

Przez wprowadzenie nowego oznaczenia ¥ = X ® X ~! fatwo zauwazy¢, ze moz-
liwe jest rozwigzanie powyzszego rownania wlasnie ze wzgledu na W. Poniewaz
bezposrednio z definicji wynika, Ze macierz ¥ ma te same warto$ci wlasne co ma-
cierz ®, dekompozycja macierzy ¥ na wartosci wlasne przeklada si¢ na mozliwos¢
bezposredniego wyznaczenia estymat O wykorzystujac argumenty wartosci zespo-
lonych znajdujacych sie na jej diagonali ® = diag(e’*™, - - - ,e/%). Zwiekszenie do-
ktadnoSci metody ESPRIT moze by¢ realizowane przez wykorzystanie metody zu-
petnych najmniejszych kwadratéw czyli tzw. metoda TLS-ESPRIT (ang. rotal least-
squares ESPRIT)[111].

Metody podprzestrzeni dostarczajg estymatory czestotliwosci charakteryzujace sie
duza doktadnoscig i rozdzielczoscig w rozréznianiu czestotliwosci sgsiadujacych ze
sobg sktadowych oraz duzg odpornoscig na szerokopasmowy szum. Efektywnos¢
tych metod jest jednak silnie uzalezniona od poprawno$ci uzytego modelu sygna-
tu. Waznym aspektem tych metod jest to, ze sag one wymagajace obliczeniowo, co
moze ograniczyC obszary zastosowan tej grupy metod w zakresie estymacji w cza-
sie rzeczywistym lub w przypadku ograniczonych zasobéw sprzetowych. Dotyczy
to takze najnowszych metod, m. in. wykorzystujacych dekompozycje na wartosci
osobliwe[160] lub inne wykorzystujace funkcje autokorelacji[61].

19



Ponadto warto wspomnie¢ o innych grupach metod, ktérych wykorzystanie jest mniej
powszechne w rozwazanych dalej zastosowaniach (rozdziat 2.3). Sg to m.in. metody wyko-
rzystujace liniowa predykcje LP (ang. linear prediction)[62], metody wykorzystujace petle
synchronizacji fazy PLL (ang. phase-locked loops)[137], metody z filtrem Kalmana (EKF,
ang. Extended Kalman Filter) wykorzystujace probki sygnatu lub prazki DFT [70], [152],
[159], wykorzystujace detekcje przejscia sygnatu przez zero (ang. zero crossing)[85] oraz
metody wykorzystujgce sieci neuronowe (ANN, ang. artificial neural network) [71], [89].

2.3 Obszary zastosowan metod estymacji czestotliwosci

2.3.1 Przeglad obszarow zastosowan

Estymacja czestotliwosci jest podstawowym problemem dla bardzo szerokiego zakresu
zastosowan. Ponizej zaprezentowano wybrane przyktady, dla ktérych zostato zapropono-
wane uzycie metody interpolacji widma.

* Okreslenie kierunku nadejScia sygnatu z wykorzystaniem matrycy czujnikow (DOA,
ang. direction of arrival)[67], [168]. Algorytmy te majg zastosowanie w telekomu-
nikacji, technice sonarowej i radarowej oraz w przypadku sygnatéw audio.

* Pomiary wibracji mechanicznych: monitorowanie widma pozwala na uzyskanie in-
formacji na temat zuzycia elementéw mechanicznych oraz ich innych charaktery-
styk. Estymatory IpDFT zostaly zaproponowane m.in. do diagnozowania uszkodzen
silnika indukcyjnego, w tym: detekcji uszkodzen uzwojenia wirnika [125] oraz po-
stepujacych uszkodzen klatki wirnika[110].

* Algorytmy kompensacji drgafi mechanicznych w adaptacyjnych systemach optycz-
nych [96], [97], [99], [103], [104].

» Testowanie parametréw przetwornikéw A/C[23].

* Pomiary czestotliwosci w systemie elektroenergetycznym, w tym: monitorowanie
jakosci sygnatu elektroenergetycznego i stanu biezacego sieci[56], algorytmy stero-
wania inwerterem oraz sterowanie moca[36], [38], pomiary sktadowych harmonicz-
nych [139], pomiary synchrofazora[151].

2.3.2 Pomiar synchrofazora
Pomiar czestotliwosci sieci elektroenergetycznej

Przyktadem zastosowania metod estymacji czestotliwosci, ktory zyskuje coraz wigcej uwa-
gi w literaturze specjalistycznej, jest pomiar synchrofazora w systemie elektroenergetycz-
nym, takze w kontekscie metod interpolowanej DFT[72], [151].

Ze wzgledu na dynamiczny rozwdj sieci elektroenergetycznej w ostatnich dekadach, w
szczegolnosci integracje odnawialnych zrédet energii oraz zmianeg profilu zapotrzebowa-
nia odbiorcow energii elektrycznej, utrzymanie i zarzadzanie siecig znaczaco si¢ kompli-
kuje. Elementy nieliniowe i zmienne w czasie obcigzenia, stanowigce nieodtgczny element
takich systemoéw, stajg si¢ Zrédlem znieksztalcen sygnatu sieciowego i powoduja powaz-
ny spadek jakoSci energii elektrycznej. Wspomniane problemy zwigzane sg z rozproszo-
ng naturg odnawialnych zrodet energii oraz niejednorodnoScia czasowg w dostarczaniu

20



mocy wyjsciowej ze wzgledu na por¢ dnia oraz roku. Z drugiej strony, pojawiaja si¢ no-
we obszary zapotrzebowan odbiorcéw indywidualnych, co moze skutkowaé powstaniem
nowych problemoéw jak np. wzmozone zapotrzebowanie zwiazane z fadowaniem pojaz-
dow elektrycznych o tej samej porze dnia — gdzie wraz z rosnacym udzialem w rynku
motoryzacyjnym, zapotrzebowanie na energi¢ elektryczna w tym zakresie nieustannie ro-
$nie. Tego rodzaju zmiany w charakterystyce rynku powoduja dodatkowe trudnoSci w po-
staci konieczno$ci bilansowania pomigdzy produkcjg a zapotrzebowaniem. Do dodatko-
wych wyzwari stojacych przed nowoczesnymi systemami elektroenergetycznymi zaliczaja
si¢ takze: mozliwoS¢ dopuszczenia niezaleznych producentow energii do sieci, zwicksze-
nie efektywnosci dystrybucji przez wiaczenie konsumentéw do aktywnego reagowania na
aktualny popyt energii elektrycznej, rozwdj zaawansowanej infrastruktury monitorujacej
stan sieci, utrzymanie jakoSci dostaw energii elektrycznej oraz wdrozenie automatycz-
nych procedur naprawczych oraz mechanizméw logowania btedéw[138]. Odpowiedzig na
wskazane problemy i stawiane wymagania jest wdrazanie tzw. inteligentnych systemow
dystrybucji energii elektrycznej (ang. Smart Grid), ktére maja na celu rozszerzenie moz-
liwosci klasycznego systemu elektroenergetycznego. Jednym z kluczowych elementéw
takiego systemu sag moduty PMU (ang. Phasor Measurement Unit), w ramach ktérych
realizowane sa m.in. pomiary synchrofazora.

Definicja synchrofazora

Fazor rozumiany jest jako wartoS$¢ zespolona X obliczona z modelu:

X
X = ﬁeﬂpo (221)

w ktérym parametry X,,, ¢ odpowiadajg kolejno parametrom amplitudy i fazy sygnatu
kosinusoidalnego:
xr = X,,co8(27 fot + o) (2.22)

ktory z kolei modeluje sygnat sieci elektroenergetycznej pradu lub napigcia. WartoS¢ ze-
spolona fazora jest obliczana zawsze dla ustalonej wartosSci czestotliwosci sieci fj, kto-
ra wynosi 50 lub 60 Hz[91], a estymacja dotyczy parametréw amplitudy i fazy. Model z
roOwnania (2.21) nazywany jest takze statycznym modelem fazora. Z kolei synchrofazorem
okreslana jest warto$¢ zespolona X (t), dla ktdrej faza ¢ sygnatu czasowego odniesiona jest
do fazy sygnalu cos(27 fyt) przy zatozeniu, ze moment czasowy ¢ = 0 jest zsynchronizo-
wany z czasem uniwersalnym UTC (ang. Universal Time coordinates) zwykle z uzyciem
systemu GPS (ang. Global Positioning System). Dla takiego zatozenia mozna przyja¢ mo-
del, dla ktérego amplituda i faza sygnatu (2.22) moga zmienia¢ si¢ w czasie, przez co
mozliwe jest uwzglednienie zakiécenn dynamicznych wystepujacych w sygnale:

X(t) = Mejw(t) - XL@)e%fg(t)dtWo (2.23)

V2 V2

gdzie funkcja g(t) = f(t)— fo, a wigc okresla r6znice pomiedzy czgstotliwoscig chwilowa
a czestotliwoscig sieci. ROwnanie modelu fazora (2.21) rozwinigte do wersji wykorzystu-
jacej warto$¢ synchrofazora w rownaniu (2.23) nazywane jest takze dynamicznym mo-
delem fazora. Metody estymacji wykorzystujace statyczny model fazora (rownanie 2.21)
obliczaja warto$¢ synchrofazora zwykle na podstawie estymacji statych wartoSci ampli-
tudy i fazy sygnatu sinusoidalnego w badanym zakresie. Z kolei metody wykorzystujace
dynamiczny model fazora (réwnanie 2.23) dodatkowo wykorzystuja estymate parametrow
okreslajacych szybkos¢ zmian czestotliwosci oraz amplitudy.

21



Pomiary synchrofazora

Zgodnie ze standardem IEEE Std C37.118.1-2011, modut PMU powinien raportowac wy-
niki pomiaréw: synchrofazora, czestotliwosci oraz zmiany cz¢stotliwoSci do wezta pomia-
rowego ustalong liczbg razy w ciggu sekundy[91]. Pomiary realizowane przez modut PMU
dostarczaja informacji o stanie sieci poprzez state monitorowanie i komunikacje¢ pomig¢dzy
weztami wewnatrz sieci. Dysponujac wieloma punktami pomiarowymi mozliwa jest kom-
pleksowa analiza stanu sieci, pozwalajaca na optymalizacj¢ procesu wytwarzania i przesy-
tu energii oraz na zwickszenie poziomu bezpieczenistwa. W module PMU realizowane sg
pomiary amplitudy, fazy, czestotliwoSci oraz tempo zmiany czestotliwosci (ROCOF, ang.
rate of change of frequency). Wymagania wobec uzywanych estymatoréw w pomiarze syn-
chrofazora przedstawione sa w standardzie IEEE C37.118.1-2011[91]. Dokument okresla
parametry metrologiczne, ktérymi powinny cechowacd si¢ estymatory, wprowadzone zo-
staly definicje dwoch klas wydajnosci dla uktadow PMU wzgledem stosowanej metody
estymacji parametrow: klasa P (ang. protection) cechujaca si¢ wysokg responsywnoscig
oraz klasa M (ang. monitoring) cechujaca si¢ zwiekszona doktadnoscia pomiaru.

2.3.3 Metody estymacji czestotliwosci w wyznaczaniu synchrofazora

Klasyczny podzial na metody estymacji fazora jest wprowadzany ze wzgledu na metody
czasowe, czestotliwosciowe oraz czasowo-czestotliwosciowe[138].

Przyktadami metod czasowych estymacji parametréw fazora wykorzystujgcymi tech-
niki omawiane wczes$niej w tym rozdziale sa metody oparte na: adaptacyjnym filtrze wy-
cinajacym notch filter[63], metodzie Prony’ego [131], metodzie matrix pencil [31], me-
todzie TLS-ESPRIT[10], metodzie MUSIC [76], algorytmie detekcji przejsScia przez ze-
ro (zero-crossing)[140], petli synchronizacji fazy PLL[84], filtrze Kalmana[182]. Przy-
ktadem metody czasowo-czestotliwoSciowej estymacji parametréw fazora jest estymator
oparty na transformacji falkowej [8]. Gléwnym atutem analizy przy pomocy metod czaso-
wych jest stosunkowo tatwe uzyskanie dynamicznych parametréw fazora pradu i napigcia.
Przyktadem popularnej klasy metod wykorzystujacych dynamiczny model fazora sg meto-
dy wykorzystujace wazong metode najmniejszych kwadratow w celu obliczenia wartosci
wspotczynnikOow rozwinigcia w szereg Taylora modelu fazora (TWLS, ang. Taylor We-
ighted Least Squares)[143]. Jednym z rozwini¢¢ tej metody jest uzupelnienie o wstepng
estymacje czestotliwosci z wykorzystaniem algorytmu interpolacji widma DFT [16]. In-
nym przyktadem jest wykorzystanie metody TWLS z metodg matrix pencil [162].

W ogélnosci metody czasowe cechuja si¢ wysokim kosztem obliczeniowym oraz mo-
g3 wystgpi¢ potancjalne problemy w znalezieniu adektwatnego modelu dla zachodzacych
zmian w mierzonym sygnale. Cz¢$¢ z tych metod wymaga takze wskazania doktadnej war-
toSci wstepnej do estymacji mierzonych parametréw. W pracy [49] przedstawiono porow-
nanie pomiedzy estymatorami czasowymi a czestotliwoSciowymi w zakresie doktadnosci
i czasu wykonania dla krétkich czasu pomiaru. Pokazano, ze czas estymacji dla metod in-
terpolowanej DFT jest mniejszy o kilka rzedéw wielkoSci niz dla poréwnywanych metod
podprzestrzeni. Jednoczes$nie metody czestotliwoSciowe mogg cechowac si¢ wystarczajaca
doktadnoscig w konteks$cie pomiaréw w systemie elektroenergetycznym. W [56] przedsta-
wiono poréwnanie metody zero-crossing z estymatorem interpolowanej DFT w konteksScie
zaklocen statycznych i dynamicznych wystepujacych w rzeczywistym systemie. Z analizy
poréwnawczej wynika, ze zastosowanie metody IpDFT jest konkurencyjne ze wzgledu na
doktadno$¢ pomiaru, przy czym pozwala na unikni¢cie koniecznosci uzycia dodatkowe;j
filtracji wiazacej si¢ z wprowadzeniem dodatkowego opdzZnienia, ktérej stosowanie jest
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konieczne w przypadku metody zero-crossing.

Metody czestotliwoSciowe sg najczesciej stosowanymi metodami estymaciji pomiaru
fazora, w szczegdlnoSci metody wykorzystujace wartoSci prazkéw DFT[33], [141]. W
klasycznych pomiarach stosuje si¢ okna pomiarowe o dlugosci stanowigcej wielokrot-
nos$¢ okresu podstawowego sygnatu[121]. Doktadno$¢ metody bezposredniej jest jednak
ograniczona przez btedy wynikajace z niespelnienia warunkéw probkowania koherentne-
go oraz wplywu przecieku widma od sktadowych zaki6cajacych. Metodg pozwalajacg na
ograniczenie wptywu przecieku widma pochodzacego od innych sktadowych jest wyko-
rzystanie okien czasowych[176]. Z kolei inne ograniczenia wynikajace z niekoherentnego
sposobu prébkowania mogg by¢ skutecznie eliminowane z wykorzystaniem metod inter-
polowanej DFT. Stad tez, wraz ze zwigkszajacym si¢ naciskiem na zmniejszenie kosztéw
wytwarzania jednostek PMU, w ostatnich latach mozna zauwazy¢ istotny wzrost zain-
teresowania uzyciem metod interpolowanej DFT, ktére zachowuja korzySci klasycznego
podejSciaijednoczesnie ograniczaja wplyw wspomnianych efektow na doktadnos¢ pomia-
ru. Przektada si¢ to na zwiekszong liczbe publikacji, a problem estymacji synchrofazora
stanowi jeden z wazniejszych obszaréw, dla ktérych przedstawiane sg nowe propozycje
estymatoréw [19], [20], [72], [77], [86], [95], [121], [151]. W [72], [151] przedstawio-
no iteracyjne estymatory oparte na interpolacji prazkéw DFT, ktére spetniajag wymagania
stawiane przez standard IEEE C37.118.1[91] zaré6wno wobec klasy M oraz P.

Wada metod czestotliwoSciowych, w tym opartych na wykorzystaniu prazkéw DFT,
jest to, ze korzystaja ze statycznego modelu fazora. W metodach interpolowanej DFT, to
ograniczenie moze by¢ w pewnym stopniu kompensowane poprzez skrdcenie czasu pomia-
ru dla metod charakteryzujacych si¢ eliminacja btedu zwiazanego z obecnoscig sktadowe;j
sprzezonej w estymacji[37], [72]. W niniejszej pracy autor przedstawia propozycje bezpo-
Srednich metod interpolowanej DFT wykorzystujacych obie wspomniane techniki: nakta-
dania okien czasowych cechujacych si¢ szerokim zakresem parametrow funkcji okna oraz
kompensacji wplywu bliskich sktadowych widmowych, co przeklada si¢ na mozliwo$¢é
skrécenia czasu trwania pomiaru.
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Rozdzial 3

Metody interpolacji widma

3.1 Wprowadzenie do rozdziatu

Przeksztalcenie DFT i algorytmy obliczania

Dyskretne przeksztatcenie Fouriera stanowi obecnie podstawowe narzedzie analizy czesto-
tliwoSciowej sygnatow i jest jednym z najszerzej wykorzystywanych operacji w systemach
cyfrowego przetwarzania sygnaléw. Sktada si¢ na to szereg czynnikéw. Przede wszystkim
wynika to bezposrednio z wlasnosci samego przeksztalcenia, ktére oferuje mozliwos¢ es-
tymacji parametrow sktadowych czestotliwoSciowych badanego sygnatu i charakteryzuje
si¢ krotkim czasem wykonania. Wspotczes$nie efektywnoS¢ wykorzystania DFT opiera si¢
na cigglym rozwoju szybkich algorytméw obliczania FFT [69][139], szerokim dostepie
do gotowych implementacji programowych zoptymalizowanych dla szeregu platform oraz
specjalistycznych rozwigzaniach sprzetowych takich jak procesory sygnalowe czy specja-
lizowane akceleratory [124]. Z tego wzgledu DFT jest bardzo popularnym wyborem w
szerokiej gamie zastosowan, a jego uzycie wsparte jest bardzo dobrze ugruntowang wie-
dza teoretyczng oraz aplikacyjng opisang w literaturze specjalistycznej[135]. W ramach
tych opracowan zostaty takze przedstawione w sposob szczegétowy ograniczenia wynika-
jace z uzycia DFT do estymacji parametréw sygnatu.

Préobkowanie koherentne i niekoherentne sygnalow skladajacych si¢ z wielu oscylacji
oraz przeciek widma

Dyskretne przeksztalcenie Fouriera w swoich zatozeniach przyjmuje, ze cata sekwencja
probek sygnatu dyskretnego, dla ktérego wykonywane sa obliczenia, powtarza si¢ w spo-
sOb okresowy. Jezeli w rzeczywistym systemie pomiarowym takie zatozenie jest spetnio-
ne, to kazdy niezerowy prazek w otrzymanym widmie bezpoSrednio reprezentuje parame-
try sktadowych harmonicznych zawartych w badanym sygnale (z doktadnoScia do btedéw
pomiarowych i numerycznych). Taki sposéb akwizycji sygnalu nazywany jest probko-
waniem koherentnym (rysunek 3.1). Jednakze opisywana sytuacja nie jest zbyt czesta i
w wiekszosci zastosowan nie mozna wstepnie ustali¢ czestotliwosci badanego sygnatu, a
wiec najczesciej okno pomiarowe nie jest zsynchronizowane z mierzonym sygnatem, tj.
sygnatl jest probkowany niekoherentnie (rysunek 3.2). Pomimo tego, iz rejestrowany sy-
gnal zawiera wylgcznie pojedynczg oscylacje, to w widmie pojawia si¢ wiele niezerowych
prazkéw. Ten charakterystyczny efekt ,,rozmycia” energii pojedynczej oscylacji nazywany
jest przeciekiem widma (widmo na wykresie 3.2b). Z punktu widzenia osoby wykonujacej
pomiar, przeciek widma mozna rozumie¢ dwojako:
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(a) sygnat z,, (b) —DFT{z,, }—

Rysunek 3.1. Demonstracja koherentnego sposobu prébkowania.

* pamig¢tajac o zalozeniu okresowosci sygnatu w DFT, nalezy stwierdzié, ze zareje-
strowany sygnat ztozony jest z okresowo powtarzajacego sie¢ wycinka sygnatu orygi-
nalnego, ktéry chwilowo znalazt si¢ w obrgbie okna pomiarowego (jego trzy okresy
zostaly przedstawione na rysunku 3.2c). Dlatego jeSli nie zostang poczynione zadne
wczesniejsze zalozenia co do sygnatu, to uzasadnione wydaje si¢ stwierdzenie, ze
kazdy niezerowy prazek DFT Swiadczy o obecnosci jednej oscylacji harmonicznej
w sygnale. Juz na pierwszy rzut oka widacd, ze okresowy sygnat 3.2c ztozony z kilku
zarejestrowanych wycinkow sygnatu z pewnoscig nie jest sygnalem sinusoidalnym
i musi by¢ reprezentowany przez szereg sygnatéw harmonicznych.

* Wystepowanie wielu niezerowych prazkéw DFT moze takze Swiadczy¢ o obecnosci
w sygnale mniejszej iloSci oscylacji sktadowych i wynika z niespetnienia warunku
probkowania koherentnego. Jezeli znany jest ksztatt widma zwiazany z pojedyncza
oscylacja, to mozliwe powinno by¢ wyznaczenie parametrow sygnatu w doktadnie;j-
szy sposob niz przez wykorzystanie prazkéw znajdujacych si¢ w lokalnych maksi-
mach modutu DFT.

Estymacja parametréw skladowych zawartych w widmie z wykorzystaniem pojedyn-
czych prazkéw DFT

Najprostszym sposobem wyznaczenia parametrow oscylacji zawartej w sygnale jest od-
czytanie modutu i fazy wartoSci zespolonej pojedynczego prazka. Wybodr prazka wyko-
rzystywanego w estymacji polega na wyszukaniu lokalnego maksimum modutu widma.
Opisywana metoda jest nieparametryczng metoda estymacji parametrow, ktora bezposred-
nio wynika z zatozen przeksztatcenia DFT. Jednak w przypadku probkowania niekohe-
rentnego, ze wzgledu na dyskretny charakter widma, czestotliwo$¢ prazka uzywanego w
estymacji nie odpowiada doktadnie czestotliwosci estymowanej sktadowej. Btad zwigza-
ny z réznicg pomiedzy polozeniem lokalnego maksimum widma cigglego a potozeniem
lokalnego maksimum modutu DFT nazywany jest efektem zafalowania (ang. picket-fence
effect). Dlatego wykorzystanie opisywanego podejScia powinno by¢ uwarunkowane za-
pewnieniem warunkoéw pomiaru, ktdre sa jak najbardziej zblizone do warunku probkowa-
nia koherentnego w celu minimalizacji bledow.
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(a) sygnat z,, (b) —DFT{z,, }—
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(c) trzy sklejone okresy sygnatu z,,

Rysunek 3.2. Konsekwencje prébkowania niekoherentnego. Widmo DFT z rys. (b) row-
nie dobrze mozna uzyskac z sygnatu (a) jak i z (c¢) (pomijajac prazki zerowe — poniewaz
sygnal (c) sktada si¢ z 3N prébek, w widmie pojawiaja si¢ dwie zerowe probki na kazdy
niezerowy prazek widoczny w (b)).

Wystepowanie wielu niezerowych prazkow DFT moze oznaczaé¢ obecnosé pojedyn-
czej skladowej w sygnale

Jezeli jednak przyjac, ze dyskretne probki sygnatu zawarte w oknie pomiarowym s jedy-
nie fragmentem diuzszej sekwencji badanego sygnatu, a wiec sa uzyskane przy pomocy
,wyciecia” funkcja okna czasowego (rysunek 3.3a), to okazuje si¢, ze dla pojedynczej
oscylacji, przeciek widma w domenie czestotliwoSciowej przybiera ksztatt odpowiednio
przesuni¢tej charakterystyki okna czasowego (rysunek 3.3b). Efekt przecieku widma jest
wiec bezposrednig konsekwencja skoficzonego czasu trwania okna pomiarowego, a wyste-
powanie ,,zer” w widmie DFT dla probkowania koherentnego (rysunek 3.1b) spowodowa-
ne jest synchronizacja miejsc wystepowania wartosci zerowych transformaty okna DtFT
z miejscami obliczanych prazkéw DFT. Z wlasciwosci liniowoSci transformaty Fouriera
wynika takze, ze dla sygnalu ztozonego z wielu oscylacji (sygnat wieloczestotliwoSciowy)
ciagle widmo przybiera ksztalt ztozony z sumy poprzesuwanych charakterystyk wykorzy-
stanego okna czasowego. Tym samym dokfadne okreSlenie parametrow sygnatu ztozone-
go z pojedynczej oscylacji sprowadza si¢ do znalezienia wartoSci reprezentujacej wartos¢
lokalnego maksimum ciggtej funkcji DtFT (rysunek 3.3b). W przypadku prébkowania ko-
herentnego, maksimum widma pokrywa si¢ z jednym z pragzkéw DFT. Jednak w przypad-
ku kiedy okno pomiarowe nie jest zsynchronizowane z badanym sygnalem, wyznaczenie
lokalnego maksimum modutu widma zwigzane jest z kosztownymi obliczeniowo procedu-
rami wyszukiwania. Zageszczenie punktow DtFT mozliwe jest z wykorzystaniem techniki
uzupetnienia zerami [169], transformaty chirp-Z[6], [154] lub przez bezposSrednie oblicza-
nie wartoSci DtFT z definicji, z wykorzystaniem algorytméw wyszukiwania maksimum.
Przyktadami takich algorytméw sa metody zawezania siatki (ang. grid search)[108], me-
tody bisekcji lub metoda Newtona[184]. Zastosowanie wymienionych technik powoduje
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(a) sygnat W, - z,, (b) —DFT{W,, - ,, }— oraz —DtFT{W,, - ,, }—

Rysunek 3.3. Efekt przecieku widma spowodowany skoficzonym czasem trwania pomiaru.
Rysunek b) przedstawia widmo ciggte sygnatu dyskretnego i probkujace je prazki DFT.

znaczace zwickszenie nakladéw obliczeniowych zwiazanych z rozpatrywana metoda, co
z kolei przektada si¢ na utrate gldéwnego atutu wykorzystania przeksztatcenia DFT — kr6t-
kiego i dobrze okreslonego czasu wykonania dla zastosowan czasu rzeczywistego.

Problemy zwiazane z wyst¢powaniem przecieku widma od innych skladowych

Dodatkowo sprawe komplikuje przeciek widma pochodzacy od innych komponentéw cze-
stotliwoSciowych znajdujacych si¢ w sygnale, przez co polozenie lokalnego maksimum
widma ciagtego DtFT moze nie pokrywac si¢ z rzeczywista czestotliwoscia oscylacji. Ten
efekt zwykle niwelowany jest za pomocg zastosowania okien czasowych innych niz okno
prostokatne. Takie podejscie sprawdza si¢ jednak tylko dla kompensacji wplywu sktado-
wych oddalonych (ang. long-range leakage), ale nie jest w stanie catkiem wyeliminowac
wplywu sktadowych, ktére w domenie czgstotliwoSci bezposrednio sasiadujg z badang
oscylacja (ang. short-range leakage), a ktérej parametry sa poddane estymacji[57]. W ni-
niejszej pracy przeciek okreslany jako short-range jest rozumiany zaréwno jako przeciek
pochodzacy od listka gtdwnego oraz listkow bocznych sasiadujacych oscylacji. Ograni-
czenie wplywu przecieku widma tego rodzaju wymaga wydluzenia czasu trwania okna
pomiarowego, wykluczajagc mozliwos$¢ uzycia metody dla pewnych zakres6w zastosowan.
Do wymienianych probleméw nalezy jeszcze dodac rosngce wartosci potencjalnego btedu
wynikajacego z niespetnienia warunku stacjonarnoSci DFT w przypadku wydtuzajacego
si¢ czasu pomiaru.

Metody interpolacji widma

Zwickszenie doktadnosci estymacji w przypadku uzycia dyskretnoczasowej transforma-
cji Fouriera jest realizowane przez znalezienie potozenia wartoSci widma blizej lokalnego
maksimum i wyznaczenia za jej pomocg parametrow sygnatu. Odmiennym podejSciem
charakteryzujg si¢ metody interpolacji widma IpDFT, dla ktérych wykorzystywana jest
informacja znajdujaca si¢ w dwoch lub wigcej prazkach widma do wyznaczenia wartosci
parametrow sygnatu. Poprawa doktadnoS$ci pomiaru w tym przypadku wynika z wykorzy-
stania wiedzy a priori o ksztalcie widma, przez co nie powoduje znaczacego wzrostu kosz-
tow obliczeniowych. Przyktadem takiego zalozenia na temat analizowanych sygnatow jest
przypadek analizy sygnaléw okresowych, ktore sktadajg si¢ wylacznie ze sktadowych har-
monicznych. Jesli zostanie wykorzystany algorytm interpolacji, ktéry uwzglednia wplyw
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przecieku widma od sgsiadujgcych komponentéw widmowych, to mozliwe jest otrzymanie
doktadnego pomiaru bez znaczacego podniesienia ztozonoSci obliczeniowej. Ostatecznie
zasadne wydaje si¢ twierdzenie, ze analiza widma przy pomocy algorytméw interpolacji
widma stanowi logiczne rozszerzenie analizy z pomoca samych prazkéw DFT i stanowi
narzedzie komplementarne w stosunku do samego przeksztalcenia zachowujac przy tym
wszystkie jego zalety.

Niniejszy rozdziat zawiera wprowadzenie definicji dotyczacych dyskretnej transforma-
cji Fouriera oraz przeglad dostepnych metod interpolacji widma. KolejnosS¢ przedstawia-
nia metod jest zwigzana ze sposobem uwzgledniania przecieku widma w interpolacji: naj-
pierw opisywana jest grupa estymatorow wykorzystujagcych w modelu pojedynczg oscyla-
cje zespolong, nastepnie estymatory czestotliwosci rzeczywistego sygnatu sinusoidalnego
i koficzac na estymacji sygnatéw zaktéconych sktfadowymi harmonicznymi i interharmo-
nicznymi. Przedstawiony przeglad metod interpolacji widma ma na celu opisanie technik
stosowanych w metodach IpDFT, co pozwala na poréwnanie ich wtasciwosci z podejSciem
wykorzystywanym w metodach zaproponowanych dalej w niniejszej rozprawie.

3.2 Sygnatl wieloczestotliwosciowy i jego widmo

3.2.1 Model sygnatu wielocz¢stotliwoSciowego

Dyskretnoczasowy model sygnatu wieloczestotliwoSciowego, sktadajacy si¢ z NV probek i
natozonym oknem czasowym w(n), jest zdefiniowany jako:

H
z(n) =w(n) Y Apsin 2rA\sn/N +¢p), dla n=0,.,N—1 (3.1)
h=1

gdzie parametry: amplituda, faza i czestotliwo$¢ sktadowych oscylacji rzeczywistych re-
prezentowane s3 kolejno przez symbole A, ¢, i A, dla sktfadowej oznaczonej indeksem
h. Powyzsza sekwencje N probek sygnatu dyskretnego mozna otrzymac z sygnatu ana-
logowego poprzez réwnomierne prébkowanie z czgstotliwoscig probkowania f; = %,
gdzie T oznacza okres prébkowania. Czestotliwo$¢ unormowana A jest zdefiniowana jako
A = fNT, gdzie f oznacza czestotliwo$¢ wyrazong w Hz. Czestotliwo$¢ \j, wyraza licz-
be okreséw sktadowej h znajdujacych si¢ w oknie o dtugosci NT'. Wykorzystujac wzor
Eulera, powyzszy model mozna przedstawi¢ za pomoca oscylacji zespolonych:

H
z(n) =w(n) Y Ah GrmaniNien) _ A (rmn/N=jen) , dla n=0,..,N—1
2 2
h=1 L4J J
3.2)

Powyzszy model moze by¢ takze przedstawiony z wykorzystaniem oscylacji zespolonych:
L .
x(n) = w(n) Z Bl m/N) - dla n=0,...,N —1 (3.3)
=1

dla L sktadowych z parametrami B; i )\;, gdzie amplituda B; jest wartoScig zespolong.
Dla sygnatu sktadajacego si¢ wytacznie z probek o wartosciach rzeczywistych i zatozeniu
L = 2H, wartoSci zespolonej amplitudy B; sg parami sprz¢zone, a model przyjmuje forme
z réwnania (3.2).
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3.2.2 Dyskretna transformacja Fouriera

Dyskretna transformacja Fouriera definiowana jest nastepujaco:

N-1
Xy, = Y x(n)es2mkn/N (3.4)

n=0
Operacja odwrotng do DFT jest odwrotna transformata Fouriera (IDFT, ang. inverse DFT):
1 N-1

x(n) = N Z ., eI 2k /N (3.5)
k=0

3.2.3 Dyskretnoczasowa transformacja Fouriera

Ciagla funkcje X () reprezentujacg widmo sygnatu z(n) i otrzymang w wyniku zastoso-
wania dyskretnoczasowej transformacji Fouriera (DtFT, ang. Discrete-time Fourier Trans-
form) definiuje si¢ jako:

n)ejQW)\n/N (36)

!

3 =

1M
=

Dyskretne wartoSci DFT uzyskane z rownania (3.4) sg roztozone rownomiernie w ciaglym
widmie DtFT X ().

3.2.4 Widmo sygnalu wieloczestotliwoSciowego

Widmo sygnatu modelowanego wzorem (3.2) przybiera nast¢pujaca postac:

A
Z em WA=\ — Q;e-MW(AHh) (3.7)

lub dla wersji z oscylacjami zespolonymi

L
S BW(A-\) (3.8)

=1

a wiec skfada si¢ z sumy przesunigtych o czestotliwosé A, charakterystyk okna W () i
skalowanych przez amplitud¢ zespolong B;.

Dyskretyzacja widma X (\) do postaci uzyskiwanej przy pomocy DFT wprowadza
niejednoznaczno$¢ w kwestii interpretacji wartosci pragzkéw uzyskanego widma Xj. Je-
§li sygnat dyskretny x(n) jest okresowy, kazdy niezerowy prazek X} reprezentuje jedng
oscylacje zespolona. Jest to przypadek, dla ktérego wartosci czestotliwos$ci unormowane;j
An przyjmuja wartosci catkowite (catkowita liczba okreséw w oknie pomiarowym). Jesli
jednak sekwencja probek x(n) zostala uzyskana z uzyciem okna czasowego w(n) przez
probkowanie niekoherentne, to wowczas wystepuje zjawisko przecieku widma, a uzyskane
widmo DFT X, bedzie przybieralo wartoSci okreSlone przez charakterystyke czestotliwo-
Sciowg okna W (). Jest to sytuacja, w ktérej przynajmniej jedna z wartosci Aj, nie jest
catkowita. Dyskretna postaé widma sygnatu wieloczestotliwosciowego X (\) przyjmuje
nastepujacg postac (dla wariantu modelu (3.7)):

i _ T 1A, . A,
X, = hz [Xlg)\h) I X,ﬁ /\h)] — hz [zyewhw% — ) — ?;G_J@hw(k )| 39
=1 =1
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oraz dla wariantu modelu z réwnania (3.8):

L L
X =Y XM =3"BW(k - N\) (3.10)
I=1 1=1
gdzie za pomocg symbolu X ,9” oznaczono czeSciowy sktadnik wartoSci prazka X, po-

chodzacy od pojedynczej sktadowej widmowej o czgstotliwosci A;.

3.3 Redukcja efektu przecieku widma za pomoca okien
czasowych

Zjawisko przecieku widma jest ograniczone przez zastosowanie innego okna czasowe-
go niz okno prostokatne. Dzieki temu mozna otrzymac zwigkszenie nachylenia opadania
listkéw bocznych i zmniejszenia ich poziomu w charakterystyce widmowej okna. Nalezy
pamig¢taé, ze jest to zwigzane z poszerzeniem listka gtéwnego charakterystyki czestotli-
wosciowej okna.

3.3.1 Okno prostokatne
Okno prostokatne przyjmuje wartosSci 1 w calym swoim zakresie:

w(n)=1, dla n=0,..,.N—1 (3.11)
Dyskretna charakterystyka czgstotliwoSciowa okna prostokatnego przyjmuje postaé[42]:

1—e 2™ — p—ITAN=1)/N sin(mA)

W) = T —mouw sin(rA/N)

(3.12)

3.3.2 Okna z bazg kosinusowag

Okna z baza kosinusowa definiowane sg jako suma funkcji kosinus o czgstotliwosciach
bedacymi wielokrotnoscig czestotliwosci zwiazanej z czasem trwania okna pomiarowego:

H-1 9
Wy, = Z(—l)hahcos< 7mh> , n=0,....N—1 (3.13)
h=0 N

gdzie wspolczynniki a;, okreslajg wlasnosci okna, w szczegdlnosci posta¢ charakterystyki
czgstotliwosciowej W ().

Okno Hanninga

Szczegdblng popularnoScig w zastosowaniach analizy czgstotliwoSciowej sygnatu z wyko-
rzystaniem DFT cieszy si¢ okno Hanninga, ktére jest definiowane jako:

2
wy, = 0.5 — 0.5 cos (;f”) n=0,...N—1 (3.14)

Wykorzystujac zaleznosci zdefiniowane dla okna prostokatnego mozna tatwo pokazac, ze
widmo okna Hanninga przyjmuje wartoSci:

1 1
“Wo(N) — =
M-

W) =

WA =1) + Wi(A+1)] (3.15)
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Okna I klasy Rife’a-Vincenta

Okna I klasy Rife’a-Vincenta po raz pierwszy zostaly opisane przez autoréw w [149]. Ce-
chuja si¢ maksymalnym asymptotycznym tlumieniem listkéw bocznych (nachylenie opa-
dania dla warunku A > 1) i z tego powodu w literaturze nazywane sa takze oknami MSD
(ang. maximum side-lobes decay)[11]. W tym celu Rife i Vincent zdefiniowali warto$ci
wspotczynnikdéw ay, dla okien o podstawie kosinusowej jako:

HVH — btk
an = 2ay [[ ——— (3.16)
HTH 1k

gdzie wspotczynnik ay = 1. Postaé czasowa tak zdefiniowanych okien nie spelnia jednak
warunku normalizacji dla Srodkowej wartoSci okna, tzn. maz,w, = 1. Proces normali-
zacji tych okien opisany jest w [11] i [36]. Docelowo wartosci wspétczynnikéw mozna
obliczy¢ za pomocg wyrazen:

Cati s !
W= pop—=> T ooH-3 > h=1,....H -1 (3.17)

gdzie symbol C?, reprezentuje wspdtczynnik dwumianowy Newtona:

or = (m> __om (3.18)
p) pl(m—p)

Warto zauwazyd¢, ze dla warto$ci parametru /I = 1 otrzymuje si¢ okno prostokatne (ay =
1), a dla wartoSci parametru H = 2 okno Hanninga (ag = 0.5, a; = 0.5, réwnanie (3.14)).
Funkcja aproksymujaca, dla zatozenia H > 11i A < N, przyjmuje postac[12]:

N(2H —2)!

rorr
H-1

M (R =)
h=1

Podobnie jak dla postaci czasowej, warto zauwazy¢, ze powyzsza zalezno$¢ dla wartosci
parametru // = 1 (okno prostokatne) zamienia si¢ w uproszczong wersje (A < N) relacji
z (3.12), a dla wartosci parametru // = 2 (okno Hanninga) uproszczona wersje zaleznosci
(3.19)).

I sin (7))

Wy () =

(3.19)

Okna GMSD: uogélnione okna MSD

Okna MSD sg popularnym wyborem dla zastosowania w metodach interpolacji widma ze
wzgledu na to, ze oferujg wygodna posta¢ aproksymacji widma dla pojedynczej oscylacji
zespolonej (réwnanie (3.19)). W [72],[37], wprowadzane estymatory wykorzystuja okna
czasowe postaci sin”, ktére dla parzystych wartoSci parametru okna p sa rOwnowazne z
oknami MSD. Petna posta¢ czasowa tych okien przedstawia si¢ w nastepujacy sposob:

~ sin? m) 3.20
w(n) = sin (N (3.20)
gdzie p jest nieujemna liczbg catkowitg i stanowi parametr dla okna. W [37] pokazano, ze

rodzina takich okien zachowuje wtasno$¢ maksymalnego opadania listkow bocznych cha-
rakteryzujaca okna MSD. Stad wprowadzane okna nazywane sa rOwniez jako uogdlnione
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okna maksymalnego opadania listkéw bocznych (GMSD, ang. generalized maximum si-
delobe decay windows) ze wzgledu na rozszerzenie zbioru mozliwych wartoSci parametru
okna. Funkcja aproksymujgca charakterystyke widmowa tej rodziny okien moze zosta¢
przedstawiona jako[37]:

N - pl .
722;6_]7“\ sin (7r)\ + zg)
w,(\) = - . . (3.21)
() I </\+h+2)

h=—(r+z)

gdzie parametry z oraz r sg zdefiniowane przy pomocy parametru p jako p = 2r + z oraz
r=|p/2] [37].

Wplyw uzycia okna innego niz prostokatne na wariancj¢ estymatora

Zastosowanie okna czasowego innego niz prostokatne powoduje wzmocnienie szumu obec-
nego w sygnale ze wzgledu na poszerzenie listka gtdwnego charakterystyki czestotliwo-
Sciowej okna, a wiec skutkuje w pogorszeniu si¢ stosunku sygnal/szum (wspotczynnik
SNR) uzyskanego widma. Widmo dla danego okna czasowego w(n) charakteryzuje si¢
stratg stosunku sygnat-szum o warto$ci[60]:

N-1 2

SN Ripss = 1010gy, ( (g wln)) ) dB (3.22)
N En:O wQ(n)

Wspétczynnik ENBW (ang. Equivalent Noise Band Width) definiuje szerokoS$¢ pasma wy-

razonego w jednostkach czestotliwosSci unormowanej (bin) teoretycznego filtru idealnego,

ktory filtruje takg samg iloS¢ energii jak rozwazane okno czasowe. Jest on wyrazony dla

wartosci okna czasowego w(n) jako[42]:

n=0

N-1
(5
ENBW =N

N—-1 2
n=0

3.4 Interpolacja widma DFT

(3.23)

3.4.1 Metody interpolacji widma

Celem metod interpolacji widma jest otrzymanie estymat wartoSci parametrow sygnatu
wieloczestotliwosciowego przez wykorzystanie wartosci prazkéw DFT (lub wartoSci uzy-
skanych z widma ciagltego DtFT). Niniejsza praca skupia si¢ wylacznie na temacie es-
tymacji czestotliwosci i w dalszych rozwazaniach najczeSciej pomijane jest zagadnienie
estymacji warto$ci amplitudy i fazy sktfadowych sygnatu wieloczestotliwoSciowego. War-
to jednak nadmieni¢, ze estymatory amplitudy i fazy zwigzane z metodami interpolacji
widma zwykle wymagaja uzycia estymatora czestotliwosci do wyznaczenia pozostatych
parametrow.
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3.4.2 Metoda uzupelniania zerami

Metoda uzupetniania zerami (ang. zero padding) stanowi nieparametryczng metod¢ inter-
polacji widma. Umozliwia uzyskanie zageszczonego probkowania ciggtego widma DtFT
przez dodanie probek zerowych do badanego sygnatu czasowego i wykorzystanie proce-
dury obliczania DFT. Uzyskane w ten sposob prazki charakteryzuja si¢ zwigkszona roz-
dzielczoscig czestotliwosciowa w stosunku & EM , gdzie M oznacza liczbe dodanych zer.
Zastosowanie interpolacji przez dodanie prébek zerowych pozwala na doktadniejsze usta-
lenie lokalnego widma DtFT, ale nie wptywa na posta¢ przecieku widma pochodzacego

od innych sktadowych widmowych.

3.4.3 Interpolacja funkcjami uniwersalnymi

Jednym z prostszych podejs¢ wykorzystywanym do interpolowania wartoS$ci lokalnego
maksimum DtFT jest uzycie aproksymacji funkcja kwadratowa dla trzech sgsiadujacych
ze sobg wartosci DFT[1]. Zwigkszenie stopnia wielomianu, wraz ze zwickszeniem liczby
uzywanych prazkéw, pozwala na uzyskanie analogicznych formut — co jednak nie przynosi
znaczacej poprawy dokladnoSci otrzymanego estymatora[42].

3.4.4 Metoda najmniejszych kwadratéw w interpolacji widma DFT

Zagadnienie interpolacji widma DFT realizowane z wykorzystaniem metody najmniej-
szych kwadratow oraz konkretne propozycje procedur interpolacyjnych zostaly przedsta-
wione np. w [128], [175]. Metoda przedstawiona przez Morelliego i in. w [128] wyko-
rzystuje metod¢ wazonych najmniejszych kwadratéw WLS do uzyskania nieiteracyjne;j
metody wykorzystujacej estymator L punktowy:

~ N
Xo=-—arg? [ D |y CXp -y CurufCXy (3.24)
2m keL
gdzie macierz C = diag{c,(l)},! € L, a kolejne wartosci wektoréw kolumnowych

yr i ug sg zdefiniowane za pomocg rosngcych liczb catkowitych ze zbioru L: y,(I) =
e~ 72 HD/N X0 i ug (1) = 1. W praktyce estymator korzysta z trzech lub pieciu punk-
tow, dla ktorych optymalne wagi sa wyznaczone przez autoroOw za pomoca optymalizacji
offline funkcji okreSlajacej warto§¢ MSE i wynosza:

c3 = [0,6969; 1;0,6969], ¢; = [0,6338;0.1347;1;0,6338;0,1347] (3.25)

Metoda okazuje si¢ dawac lepsze rezultaty od nieiteracyjnych estymatoréw wykorzystu-
jacych okno prostokatne, prezentowanych dalej w niniejszym rozdziale: Candana [59],
Orgunera [136], Quinna [145] i Macleoda [122] dla przypadku pojedynczej oscylacji ze-
spolonej zawartej w sygnale. Jednocze$nie osiaga podobne rezultaty jak estymatory itera-
cyjne Serbesa [158] czy w przypadku estymatora AM [3].

3.4.5 Metoda liniowej interpolacji LIDFT

Innym przyktadem interpolacji, ktéra nie wykorzystuje bezposredniej formuty interpola-
cyjnej, jest metoda liniowej interpolacji DFT (LIDFT) [39]—[44], [54]. Zaktada ona wyko-
rzystanie aproksymacji widma zastosowanego okna czasowego za pomocg funkcji linio-
wych na przedziatach A\ € [k, k + 1] dla widma DFT, lub w rozwinieciu metody, w przy-
padku uzycia techniki uzupelniania zerami, w zaggszczonych przedziatach A € % [k, k+1],
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gdzie R oznacza krotno$¢ uzupetniania zerami. Uzyskane wspétczynniki funkcji liniowej
dla danego zakresu f(\) = axA + by pozwalajg zamodelowaé warto$¢ prazka DFT uzy-
wanego do interpolacji jako sume przecieku widma pochodzacego od sktadowych sygnatu
wieloczestotliwoSciowego poprzez odpowiednie przesuniecie w czestotliwosci i przeska-
lowanie za pomocg wartoSci amplitud tych skfadowych:

H
Xp= 3 Af(A = M) (3.26)

h=1

Ustalenie wartoSci parametrow funkcji liniowej dla konkretnego okna wymaga wstepnej
identyfikacji sktadowych, w taki sam sposéb jak dla innych metod interpolacji widma, a
wiec przez znalezienie maksimow lokalnych widma DFT. Dysponujac wartoSciami DFT
i ustalonymi parametrami estymacji, mozliwe jest wyznaczenie parametrow amplitud Ay,
oraz poprawek czestotliwosci )\, wykrytych oscylacji poprzez rozwigzanie uktadu réwnari
liniowych ze wzgledu na wspomniane parametry sktadowych. Metoda pozwala modelo-
wacé wplyw przecieku widma od wielu sktadowych widmowych bez rozwigzywania nie-
liniowych zaleznoSci, jednak wymaga rozwigzania liniowego réwnania macierzowego o
rzedzie zaleznym od liczby estymowanych parametrow.

3.4.6 Metody IpDFT z bezpoSrednia formulg interpolacyjna

Metody z bezpoSrednig formulg interpolacyjng wykorzystujace ksztalt charaktery-
styki czestotliwosciowej okna czasowego

Pozostata cze¢S¢ niniejszej pracy skupia sie na metodach interpolacji widma IpDFT, kt6-
re przedstawiajg algebraiczng formule interpolacyjna, i ktére wykorzystuja informacj¢ o
ksztalcie charakterystyki czgstotliwoSciowej okna czasowego. W stosunku do metod tego
rodzaju uzywane jest w niniejszej rozprawie takze okreslenie: metody z bezposrednia for-
mulg interpolacyjng. NajczeSciej tego rodzaju metody wykorzystuja formuty algebraiczne,
ktore w ogdlnosci przyjmuja postac ilorazu wyrazen zawierajacych znane parametry oraz
prazki DFT.

Roéwnania opisujace relacje zachodzace migdzy kolejnymi punktami DFT stuzg ja-
ko punkt wyjsciowy dla wyprowadzenia korficowych formut interpolacyjnych omawianych
metod. W ogolnosci takie wyrazenia sa zaleznoSciami nieliniowymi ze wzgledu na para-
metr czestotliwoSci, przez co znalezienie analitycznego rozwigzania jest trudne. Czgsto
w metodach IpDFT wykorzystuje si¢ pewne formy aproksymacji dla takich zaleznosci.
Dzieki temu koricowa formuta interpolacyjna moze przyjaé prostg forme algebraiczna,
ktdra charakteryzuje si¢ niska ztozonoScig obliczeniowa, oferujac jednocze$nie dobra do-
ktadno$c¢ estymacii.

Estymatory nieobcigzone IpDFT z niska wariancja

Obecnie dostgpnych jest wiele estymatorow nieobcigzonych IpDFT, ktére wykorzystu-
ja model z pojedyncza oscylacja zespolona. Dlatego podstawowym kierunkiem rozwoju
takich metod jest poprawa odpornosci estymacji na szum, a efektywnos¢ metody deter-
minowana jest przez uzyskang wariancje estymatora, najczesciej wyrazong w stosunku
do wariancji estymatora idealnego, okreslong przez ograniczenie Craméra-Rao (réwnanie
(2.2)). Wiekszo$¢ takich metod wykorzystuje wylacznie okno prostokatne, ze wzgledu na
najmniejsza wartoS¢ wspotczynnika ENBW (3.23).
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Estymatory z redukcja obcigzenia wynikajacego z obecnosci w sygnale skladowych
zaklécajagcych

Opisywane wyzej podejScie ma swoje uzasadnienie w pewnej grupie zastosowan, w szcze-
g6lnosci tam gdzie estymowana jest czestotliwo$¢ mocno zaszumionej oscylacji, a dtugosé
pomiaru gwarantuje, ze wiele okresow sygnatu znajdzie si¢ oknie pomiarowym. PoSred-
nio dokonywane jest tez zatozenie, ze w badanym sygnale nie ma znaczacych zaktocen
deterministycznych, tj. nie wystepuja bliskie, niezsynchronizowane sktadowe, ktére po-
wodujg znaczagcy wzrost obcigzenia estymatora. Zasadniczo takie zalozenia nie obowig-
zuja w znacznej czesSci potencjalnych zastosowan. Stad tez alternatywnym nurtem roz-
woju metod interpolacji widma sg metody zakladajace przyjecie kompromisu pomiedzy
odpornoscig na zaktdcenia losowe a odpornoscia na wystepowanie innych sktadowych w
sygnale. Zwykle uzyskuje si¢ to na drodze natozenia okien czasowych, ktére pozwala-
ja na redukcje wplywu skfadowych oddalonych na doktadnoS¢ estymacji. Przyktadem sa
metody wyprowadzone dla okien z bazg kosinusowa [65], okien sin? [79], okien I klasy
Rife’a-Vincenta [13] lub okien z poszerzonym listkiem gtéwnym za pomoca operacji splo-
tu [95][174]. Kolejnym sposobem uodpornienia estymatora na tego rodzaju zaktécenia jest
uwzglednienie wplywu innych sktadowych czestotliwoSciowych w procesie uzyskiwania
formut interpolacyjnych, ze wzgledu na uzyty model przecieku widma[36]. Nowsze pra-
ce wprowadzaja zmodyfikowane formuly interpolacyjne, gdzie obcigzenie wprowadzone
przez aproksymacje jest redukowane przez wprowadzenie poprawionych wersji estyma-
toréw zachowujacych nieliniowe zaleznosci[115]. Wprowadzane sa nowe estymatory z
formutami jednokrokowymi, ale takze przedstawiane sa propozycje poprawienia efektyw-
nosci estymacji z wykorzystaniem technik iteracyjnych lub uzupetienia estymacji o do-
datkowe etapy. Przyktadowo, po wstepnej interpolacji za pomoca klasycznego podejscia
IpDFT i wyznaczeniu parametréw sygnatu, dodawany jest kolejny krok interpolacji wy-
korzystujacy dodatkowe wartosci DtFT [117], integracji metody wazonej najmniejszych
kwadratow [128] lub przez dodatkowa interpolacje parabola [75][74].

W kolejnych rozdziatach przedstawiony zostat opis wybranych metod interpolacji wid-
ma dla obu wymienionych wyzej klas.

3.5 Metody IpDFT stuzace do estymacji czestotliwosci sy-
gnatu ztozonego z pojedynczej sktadowej zespolonej

3.5.1 Widmo sygnalu ztozonego z pojedynczej oscylacji zespolonej

W niniejszym podrozdziale rozpatrywany jest sygnal x(n), ktory sktada sie z pojedynczej
oscylacji zespolonej o amplitudzie zespolonej By i czestotliwoSci unormowanej Ay wraz
z natozonym oknem czasowym w(n) i jest definiowany zgodnie z modelem (3.2) jako:

z(n) = w(n)Bye ™ ow (3.27)

W literaturze uzywane sg takze okreslenia: zespolony sygnat harmoniczny lub sinusoida
zespolona (ang. complex sinusoid), w odréznieniu do sygnatu sinusoidalnego, przyjmuja-
cego wartoSci rzeczywiste.

Uzyskane z sygnatu z(n) widmo DFT odpowiada jednemu skfadnikowi widma (3.8)
z czgstotliwoscig podstawowg A\, = +\g:

X = X9 = Agel?o W (A — o) (3.28)
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3.5.2 Estymatory dwupunktowe
Klasyczne metody IpDFT

Doktadne rozwiazanie analityczne dla estymacji dwupunktowej zostalo opublikowane w
[148] dla przypadku okna prostokatnego:

< Zycos(2m(k £1)/N) — Zy cos(2mk/N)

A= 7 arcco 7~ 75 (3.29)
gdzie:
B Kopt — cos(2mk/N)
2= Im{X,) =0 o Re{ i) (3.30)
Kop — cos(2m(k +1)/N)

Z, = Im{X = Re{X 3.31
e e e L)Y/ B 63D
sin(27k/N)Im{ X1, — Xi} + cos(2mk/N)Re{ X411 — Xi} (332)

opt ™ Re{inl — Xk}
ZYozonos¢ powyzszej formuty uzyskanej dla modelu zespolonej oscylacji i dwoch zespolo-
nych wartoSci prazkow oznacza, ze doktadne rozwiazania dla bardziej skomplikowanych
przypadkéw (inne okna czasowe, wigksza liczba uzywanych prazkow, bardziej ztozony
model sygnatu) bedg trudniejsze do wyprowadzenia i potencjalnie na tyle ztozone, ze sta-
ng si¢ trudne to wdrozenia w praktycznym systemie. Dlatego wigkszoS¢ opisywanych dalej
metod wykorzystuje jakas forme przyblizen we wprowadzanych zaleznoSciach. Sama me-
toda (rownanie (3.29)) daje lepsze rezultaty w przypadku niskich wartoSci SNR i braku
innych zaklécen, w poréwnaniu do metod wykorzystujacych aproksymacije[5], [157].

Rozwigzanie analityczne, w formie ze skréconym zapisem, pojawito si¢ w pracy Ber-
toccoiin. [32], [115]:

N
0p = —arg {

(3.33)

:27T

X — X1
Xy — e+ =02m /N X1y

gdzie J;, oznacza poprawke wzgledem prazka Xy, gdzie A = k + Jy.

Metody IpDFT w wickszoSci wykorzystuja pewne przyblizenia i aproksymacje do opi-
su charakterystyki czestotliwo$ciowej okna, co umozliwia uzyskanie prostszej formy es-
tymatora i pozwala na wykorzystanie innych okien czasowych niz okno prostokatne. Jed-
nym z wczeSniejszych podejs¢ do uzyskania estymatora tego rodzaju jest klasyczna metoda
zaproponowana przez Rife’a i Vincenta[149] wykorzystujaca okna MSD. Metoda wyko-
rzystuje wspofczynnik ztozony z dwéch maksymalnych wartosci widma amplitudowego
DFT:

| X1 |
o = (3.34)
C X
Wykorzystujac warto$§¢ wspéiczynnika «y, estymator wyznacza warto$¢ przesunigcia dy:
O = 3.35
e (3.35)

gdzie parametr okna /{ to wspétczynnik definiowany wczesniej w (3.19). Z powyzszego
roéwnania wynikajg estymatory dla okna prostokatnego (H = 1)[94]:
677

5. = 3.36
| (3.36)
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oraz okna Hanninga (H = 2)[87]:

_QCYk—l

0
F o+ 1

(3.37)

Estymator (3.35) jest dalej uzywany i rozwijany, np. przez Offeliego i in. [132]-[134] czy
przez Belege i in. [13], [15], [19], ktory z kolei postuguje si¢ nazwa IpDFTc (ang. classic
IpDFT)[23].

Wyb6r prazka X1, dla dwupunktowej estymacji w interpolatorach przedstawionych
powyzej zalezy od wartosci znaku przesunigcia czestotliwosci dy:

X d X > | X
inlz{ ket gdy | Xppa| > [ X (3.38)

X1, gdy | Xpq| < [Xi—1|

Z metodami interpolacji widma, ktére wymagaja podobnego wyboru, wiaze si¢ mozliwos¢
wprowadzenia nowego Zrodta btedu do estymacji, ktory jest zwigzany ze ztym wyborem
kierunku interpolacji. Dotyczy to jednak wylacznie estymatoréw wykorzystujacych war-
toSci modutu widma. Taka sytuacja zachodzi, gdy estymowana czgstotliwoS¢ jest bliska
spetnienia warunku prébkowania koherentnego d;, ~ 0 bin, a w sygnale wystepujg zaki6-
cenia losowe.

Wykorzystanie wartosci zespolonych

Analogiczne jak dla przypadku estymatoréw (3.36) i (3.37), opracowane zostaly takze
metody wykorzystujace wartoSci zespolone w celu konstrukcji wspétczynnikéw wyko-
rzystywanych w estymatorach. Yang i in. w [179] stosujg zespolony wspétczynnik:

Xpt1
= 3.39
Ok X, ( )
ktéry pozwala uzyskaé estymator dla przypadku okna prostokgtnego:
oy = ——k (3.40)
1— (6753

Wczesniej Quinn w pracach [144], [145] wprowadza powyzszy estymator wraz z kry-
terium doboru prazka X, (prazek przed £ — 1 lub £ + 1 wzgledem maksimum widma
amplitudowego) dla operatora Re{-}, w formie:

X
01 = Re{ )Izkl} 341
ql - Xk—l ( . )
1—Re{¥=t}
oraz
02 = Re{Xﬂl} 342
q2 - Xk+1 ( . )
Re{} —1
gdzie warunek wyboru to o, = J,1, jesli oba estymatory przyjmuja wartoSci wigksze

od zera lub 6, = J, W przeciwnym przypadku. Wersja tego estymatora z doktadnym
rozwigzaniem przedstawia si¢ jako[115]:

N T
e = — 1! {tg <N> 5qx} (3.43)
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gdzie x € {1,2} oznacza numer metody. Aboutanios pokazuje w [2] zwigzek powyzsze-
go estymatora z doktadnym rozwigzaniem otrzymanym przez Bertocco [32] za pomoca
linearyzacji funkcji tg(z), tg™*(z) i sin~*(z).

Li i Chen w [112] przedstawiaja wersje powyzszych estymatoréw dla przypadku za-
stosowania okna Hanninga i wartoSci zespolonych bez wyboru kierunku:

2Ctk—|—1

0r =
F 1—0%

(3.44)

W niniejszej rozprawie zostal przedstawiony wariant tego estymatora dla przypadku okien

GMSD:

(p + 1)Xk+1 p
S Mol n R 4
O X, 5 (3.45)

bedacy tematem analizy w dalszych rozdziatach.

Wykorzystanie dodatkowych wartosci DtFT i metody iteracyjne

Dla pewnej klasy estymatorow z bezposSrednig formutg interpolacyjng mozna otrzymac re-
dukcje wariancji i obciazenia przy pomocy zastosowania procedury iteracyjnej zwiazanej
z wykorzystaniem dodatkowych warto$ci DtFT. Estymator przedstawiony przez Abouta-
niosa i Mulgrewa (znany w literaturze jako estymator AM) wykorzystuje dwie wartosci
DtFT oddalone symetrycznie o 0.5 bin od prazka z lokalnym maksimum modutu [3]. Au-
torzy pokazuja, ze algorytm jest zbiezny juz po dwoch iteracjach, a wigc ztozonos$¢ obli-
czeniowa algorytmu zwieksza si¢ 0 2 - 2N operacji zespolonego mnozeniai2-2(N — 1)
operacji zespolonego dodawania. Podstawg algorytmu iteracyjnego jest bezposrednia for-
muta interpolacyjna: w wersji z wartoSciami zespolonymi:

1 Xirs405 + Xptrs-05 }
! P2 Xk+6+0.5 — Xk+5-0.5
oraz w wersji z wartoSciami widma amplitudowego:
| Xkis05| — \Xk+50.5!}
' ' | Xeysr05] + [ Xeys—os)

Analizujac estymator mozna zauwazy¢, ze im doktadniej znana jest warto$¢ ¢;, tym war-
to$¢ poprawki AJ; staje sie mniejsza, a warto$¢ | Xy 5105 — | Xkis_05| dazy do zera. Na
tej podstawie autorzy przedstawiaja procedure iteracyjna, majaca na celu poprawe doktad-
nosci estymacji czestotliwos$ci. Wariancja estymatora osigga warto$¢ wieksza o zaledwie
1.47% wzgledem ograniczenia Craméra-Rao, w przypadku asymptotycznym dla N > 1.
Autorzy pracy wykazuja, ze przedstawiona procedura iteracyjna jest zbiezna dla przypad-
ku modelu ztozonego z pojedynczej sktadowej zespolonej i szumu. Autorzy dodatkowo
przedstawiaja wariant wieloetapowy dla tej metody poprzez dodanie wspétczynnika kom-
pensacji btedu systematycznego estymatora [2].

Minhas i Aboutanios w pracy [126] proponujg modyfikacj¢ estymatora AM redukujacag
ztozonos$¢ obliczeniowa metody poprzez wykorzystanie estymatora Quinna [144] przy ite-
racjiinicjujacej. W [118] zaproponowano wariant tego estymatora dla przesuniec¢ punktow
DtFToq + %, gdzie g jest wartoScig stalag. Metoda pozwala na uzyskanie lepszych wyni-
koéw dla nieiteracyjnego wykorzystania estymatora AM. W [24] Belega i in. przedstawiaja
wersje algorytmu AM dla okien z bazg kosinusowa.
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Uogodlnienie metody z estymatorem AM przedstawia Serbes w [158]. Estymator (3.50)
jest rozszerzony o mozliwos¢ uzycia punktéw DtFT dla ¢ € [—0.5,0.5] gdzie:

1 Xirs+qg + Xiyos—q }
' ) {Xk+5+q — Xpys—q
oraz . (70
— mqcot(m
o(q) = —L2TD (3.49)

q cos®(mq)

Autor pokazuje, ze uzycie mniejszych wartosci ¢ niz 0.5 umozliwia otrzymanie lepszych
rezultatow kosztem zwickszenia liczby iteracji do osiagniecia asymptotycznej zbieznoSci
z CRLB. Stad tez autor wprowadzil modyfikacje powyzszego podejScia poprzez zmian¢
formuty dla pierwszej iteracji wykorzystujac estymator z kompensacja obcigzenia przez
korekcje fazy wspétczynnikéw DFT, zaproponowanej przez Liao i Lo [114]. Przedstawio-
na metoda hybrydowa pozwala na zmniejszenia liczby iteracji i ztozonosci obliczeniowe;j
do poziomu odpowiadajacej oryginalnemu estymatorowi AM. Liao i Lo przedstawiaja w
[115] analityczne rozwigzanie bez obcigzenia:

N X Xiis—
Ad; = —sin™? {sin (W> Re { £+0105 + Tkts-05 }} (3.50)
7 N Xit5+05 — Xprs-05

oraz w wersji z warto$ciami widma amplitudowego:

N ™ | X405 — | Xktro—05]
A, = — tg! {t () Re{ (3.51)
2r o 8 \aN | Xkt5105] + [ Xiys—os]

Nieiteracyjna wersja estymatora AM

Metoda NIA (ang. Noniterative and Accurate) jest metoda nieiteracyjng wykorzystujaca
estymator obcigzony[66], w ktdrej zamiast procedury iteracyjnej zastosowanej w metodzie
estymatora AM, uzyta jest dodatkowa zalezno$¢ eliminujaca obcigzenie tego estymatora.
Metoda charakteryzuje si¢ wariancja zblizong do metod z iteracjami[3] (estymator AM)
i [126]. Praca wprowadza algorytm interpolacji funkcja sinc (dla fazy estymacji precy-
zyjnej) z uzyciem dwoch punktéw DtFT oddalonych symetrycznie o odlegto$¢ +0.5 bin
od wartoSci estymacji wstepnej. Interpolacja opiera si¢ na wykorzystaniu estymatora AM
(tutaj oznaczonego jako /i;), a wiec wymaga obliczenia wartoSci modutu dwéch punktéw
DtFT | X5, 05| i |Xs_05/, a nastepnie w drugim kroku eliminowane jest obcigzenie tego
estymatora poprzez zastosowanie wzoru na wynikowg estymacje:
2 3.2

A ™ e
~ 1 — 3.52
[t /~Lb< +12N2> e (3.52)
Ograniczenia zwigzane z uzyciem wartoSci modutéw prazkéw (zalezno$¢ doktadnoSci
metody wzgledem wartosci J) s3 rekompensowane poprzez uzaleznienie formuly inter-
polacyjnej od pierwszej uzyskanej wartosci przesuni¢cia 9, podobnie jak w pracy Liao i
Lo [114].

3.5.3 Metody wielopunktowej IpDFT

Zastosowanie wiecej niz dwoch prazkéw DFT w formule IpDFT wiaze si¢ z mozliwoScia
uzyskania nowych i pozadanych wlasciwosci estymatora. Przyktadowo, nieiteracyjne esty-
matory opisywane dalej w tym rozdziale (rozdziat 3.6), ktére realizujg eliminacj¢ sktado-
wej sprzezonej, wykorzystaja przynajmniej trzy punkty DFT. Kosztem takiego podejscia
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jest zwykle zwickszona wrazliwos$¢ estymatora na szum|[14], [24]. Z drugiej jednak stro-
ny, wieksza liczba punktéw nie oznacza automatycznie, ze formuta estymatora realizuje
dodatkowg funkcjonalno$¢. Przyktadem sg estymatory, ktére uzywaja dowolnie wybra-
ng liczbe prazkéw DFT do estymacji, jak np. w [136] co niekoniecznie przektada si¢ na
efektywnos¢ estymatora.

Eliminacja wplywu skladowych oddalonych

Przyktadem wykorzystania estymatora z wigksza liczbg wykorzystywanych punktow jest
trzypunktowy estymator AgrezZa, ktory bierze pod uwage wptyw sktadowych oddalonych
i modeluje ten wptyw za pomocg statej, dla sktadowej h (zakladajac Ay < A, ) oddalonej
od wybranego indeksu k[5]:

Clongrange = | X400 = | X] & | X100 (3.53)

tzn. modut wartosci przecieku widma dla punktu X}, pochodzacy od sktadowej oddalo-
nej, przyjmuje w przyblizeniu te same wartoSci jak dla punktéw sgsiadujacych. Dodatko-
wo wlasnos¢ okresowosci charakterystyki okna prostokatnego (3.12) (a doktadniej postaé

czynnika e 7™ N-1/N funkcji widmowej okna) pozwala stwierdzié ze wartosé X ")

przyjmuje przeciwny znak wobec wartoSci sasiadujacej x patt) ho) . Stad autor pokazuje, ze

warto$¢ wspotczynnika utworzonego z sumy wartoSci moduléw punktéw sagsiadujacych

jest niewrazliwa na obecno$¢ innych sktadowych oddalonych, m.in. warto§¢ wspotczynni-
ka oy, zdefiniowanego jako:

X [ X |

=1 o

| Xi| + [ Xpep

Jesli zatozy¢, ze w sygnale oprocz sktadowej podstawowej znajduje si¢ pojedyncza skia-
dowa oddalona, wtedy ten sam wspétczynnik mozna wyrazié jako[5]:

(3.54)

X))+ Clongorange + X0 = Clongrange 1 X0+ X0

(3.55)
T IXDY) + Crongrange + 1X2] = Clongramge 1X0] + | X00)

Stad wiec wynika, ze skonstruowany wspoétczynnik jest odporny na wplyw pojedynczej
sktadowej oddalonej. Powyzsze rozumowanie mozna rozszerzy¢ na przypadek wielu skta-
dowych. Zatem warto$¢ wspoiczynnika (3.54) nie powinna zaleze¢ od obecnosci skta-
dowych oddalonych w sygnale, a wiec i na formule interpolacyjng wykorzystujacg ten
wspolczynnik. Na podstawie wspotczynnika (3.54) AgreZ w tej samej pracy uzyskat trzy-
punktowy estymator dla okna prostokatnego i Hanninga:

1 — oy | Xpt1| = [ X
Oq = = 3.56
N + N ( |A2Xk,1‘ ( )

gdzie cy = (H + %) Bardzo zblizona formuta interpolacyjna do powyzszej zostata row-
niez uzyta juz wczesniej w [7], [87], dla przypadku catej rodziny okien I klasy Rife’a-
Vincenta, gdzie liczona jest warto$¢ Srednia z estymaty dla dwdéch kierunkéw estymacji.
Powyzsza zaleznoS¢ wystepuje tez u Belegi [12], przy okazji wyprowadzenia metody z
5 i 7 punktami DFT. Duda i Barczentewicz [79] wprowadzaja powyzszy estymator dla
przypadku okien sin”. Z kolei AgreZ i Streamfelj w [166] rozszerzajg swdj estymator dla
okien I klasy Rife’a-Vincenta dla przypadkéw estymacji dwupunktowej, trzypunktowej
(IDFT-3p) i pigciopunktowej (IDFT-5p).
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Estymatory Jacobsena i Candana

Popularna praca Candana [58] przedstawia formalne wyprowadzenie trzypunktowej for-
muly interpolacyjnej uzyskanej wczesniej za pomocg obserwacji empirycznych przez Ja-
cobsena [93], na estymatorze korzystajacym z interpolacji parabola i uzupetnia ja o wsp6t-
czynnik korekcji obciazenia cy:

X1 — Xp—1
d. =cyRed ———— 3.57
CN e{ AZX, } ( )
gdzie warto$¢ wspotczynnika cy jest zdefiniowana jako:
tg(m/N)
= =" 3.58
N /N (3.58)

dla okna prostokatnego. W przypadku gdy N — oo, wartoS¢ wspétczynnika cy — 1
i pokrywa si¢ z estymatorem Jacobsena. Wspéiczynnik gwarantuje wysoka efektywnos$é
algorytmu, nawet dla wysokich wartosci SNR i matej liczby prébek N.

Metoda jest dalej rozwijana przez autora w [59], gdzie zamieScit wyrazenie opisujace
maksymalne bledy estymatora, w tym na wariancje estymatora i wyrazenia opisujace za-
kresy SNR, dla ktérego wartoS¢ wariancji estymatora dazy do ograniczenia Craméra-Rao.
Autor otrzymuje takze wyrazenia opisujace obcigzenie dla estymatora Jacobsena [93]:

sin(27/N)

d; :tg(ﬂé/N)W

(3.59)
gdzie d; oznacza estymator Jacobsena, a d jest estymatorem nieobcigzonym. BezpoSrednio
z tej zalezno$ci wynika réwniez zalezno$¢ dla poprawionego estymatora. Po zastosowaniu
wspofczynnika korekcji ¢y do obu stron rownania zaleznoS¢ upraszcza si¢ do:

_ g (rd/N)

e /N

(3.60)

gdzie 6. oznacza poprawiony estymator Candana. Autor przedstawia propozycje redukcji
obciazenia poprzez wykorzystanie funkcji odwrotnej do tej relacji dla precyzyjnego obli-
czenia wartosci 0. Poprawka sprawdza si¢ dla duzych wartosci SNR, gdzie obcigzenie jest
sktadnikiem dominujacym. W pracy [136] autorzy rozszerzaja metod¢ o mozliwoS¢ uzycia
dodatkowych wartoSci DFT, co w pewnych przypadkach moze skutkowaé polepszeniem
wlasciwosci statystycznych. Metoda opisana w pracy [60] jest uogélnieniem opisywanej
metody o przypadek uzycia z dowolnymi oknami za pomocg modyfikacji wspétczynnika
korekcji cy. Wspdlczynnik jest uzyskany poprzez zastosowanie aproksymacji wielomia-
nem, podobnie jak w pracy Dudy[78]. Dodatkowo praca przedstawia mozliwoS¢ rozsze-
rzenia metody do wersji iteracyjnej poprzez uzycie informacji o wstepnej estymacie 0. i
ponownym zastosowaniu metody tym razem dla sygnatu czasowego zmodulowanego w
dziedzinie czasu. W ten sposéb charakterystyka btedu wzgledem oddalenia estymaty ¢ od
prazka k zostaje wyptaszczona. Technika ta jest powielana tez w nowszych metodach np.
w [66].

W pracy [24] Belega i in. przedstawiaja wersje algorytmu Candana dla okien z baza
kosinusowg i wariant tej metody z warto$ciami z widma amplitudowego.
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Estymatory z iteracyjnym doborem warto$ci IpDFT

Jednym z nowszych trendéw w dziedzinie metod interpolacji widma IpDFT jest wpro-
wadzanie estymatoréw trzypunktowych, ktdre realizujg pomiar cze¢stotliwosci w sposéb
iteracyjny, za pomocg wyznaczania nowych punktéw DtFT, w analogiczny sposéb jak dla
dwupunktowego estymatora AM [81], [82], [117], [172].

W pracy [81] autorzy wprowadzaja trzypunktowy estymator TDSL (ang. Three DFT
Spectral Lines) do zastosowania z procedurg iteracyjna, analogiczng jak dla estymato-
ra AM. Podstawowa formuta wykorzystuje pragzek DFT z maksymalng amplitudg (faza
wstepna) i dwie warto$ci DtFT rozmieszczone w dowolny sposéb na listku gtéwnym:

5:@{ (1 Xip] — Xy ]) sin(mp/N) }
78\ (Xl & [Xiy|) cos(mp/N) F 2 cos(mp) [ X

gdzie p oznacza wybrane przesuni¢cie wzgledem prazka z najwieksza wartoScig modutu.
Metoda jest dalej rozszerzona na wariant z uzyciem okien MSD[82] i stanowi jej uogol-
nienie.

W pracy [117] autorzy przedstawiaja procedure, ktéra w fazie wstepnej wykorzystu-
je wyzej opisywany estymator (3.61) w wersji nieiteracyjnej do wstepnego wyszukania
przesuniecia czestotliwosci . Do dalszych iteracji metoda wykorzystuje formule inter-
polacyjna, wykorzystujaca trzy prazki DtFT, ktére sa polozone na osi czestotliwosci po
jednej stronie estymowanej wartoSci. Estymator jest nazwany TSLI (ang. Three Spectral
Line Interpolation) i podobnie jak we wczesniejszych metodach, wykorzystuje prazek o
maksymalnej amplitudzie oraz dwie wartoSci DtFT. W zaleznoSci od estymaty wstepnej,
wybierane jest potozenie po jednej stronie w odlegtosci |di| = 0.1 i |ds| = 0.2 bin. Taki
asymetryczny wybor punktow wyrdznia metode na tle innych, gdzie zwykle trzy punkty
rozmieszczone s3 w rownych odlegtosSciach od punktu z maksymalng amplituda.

Kolejna z nowszych metod jest metoda zaproponowana przez Weia i in. [172]. Zakta-
da uzycie estymatora trzypunktowego, ktéry jest zdefiniowany dla okna prostokatnego.
Estymator wykorzystuje wartoSci widma amplitudowego i przyjmuje form¢ podobna do
rownania metody Agreza (3.56), ale wykorzystuje dwa prazki DtFT oddalone o warto$¢

parametru p < 1:

5:( P Xiss| = pIXicy ) .62

[ Xiapl + [Ximp| = | Xi| cos (57p)

Metoda wykorzystuje metod¢ uzupetnienia zerami do M punktéw, gdzie réznica M — N
musi by¢ catkowitg wielokrotnoS$cig oryginalnej dlugosci sygnatu N. Procedura iteracyj-
na zaktada obliczenie trzech dodatkowych punktéw DtFT — centralnego poprawionego o
estymate z wezesniejszej iteracji 6, i dwoch prazkéw DtFT symetrycznie oddalonych o
p. Autorzy nie wykazuja zbieznosci estymatora w sposob analityczny, ale dostarczone sy-
mulacje sugeruja, ze potrzebne sg dwie iteracje, podobnie jak w przypadku estymatora
AM. Estymator osigga podobne wartosci btedu MSE w poréwnaniu z wcze$niej opisywa-
nymi nieiteracyjnymi estymatorami Jacobsena[93], Candana[59] i metoda RCSTL[178]
oraz iteracyjnymi metodami AM[3], Fana[82] i Fanga[83]. Autorzy wykazuja jednak, ze
estymator ze wzgledu na uzycie techniki uzupetniania zerami wykazuje lepsze wtasciwo-
Sci dla skrajnych wartosci 9.

(3.61)

Inne wielopunktowe metody IpDFT

Metoda z pracy [113] jest trzypunktowym, nieiteracyjnym estymatorem dla przypadku
okna prostokatnego. Uzyskana przez autoréw formufa interpolacyjna stosowana jest dla
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DFT obliczonej dla dlugosci 2N z zastosowaniem techniki uzupetniania zerami:

2 1 Xk 1 1 T
T - — .
o= {2 (Xk_l XkH)COS(QN)} (.63

Przywotywany estymator w przeprowadzonych symulacjach osigga lepsze rezultaty od
klasycznych metod Rife’a [149], Quinna [144], Macleoda [122] (estymator pi¢ciopunk-
towy) i estymatoréow AM [2], [3].

Warto takze odnotowad inny nieiteracyjny estymator, ktéry wykorzystuje trzy punkty
DFT [173], ale dla ktérego formuta interpolacyjna zostata wyprowadzona dla przypadku

okien MSD:
1—2H +/(2H — 1)2 + o2 H?
= |k+ (3.64)
o
gdzie wspotczynnik « to stosunek:
[ X | = [Xoa
= (3.65)
| X

Praca Belegi i in. [14], ktora jest modyfikacja wczesniejszej metody [13], zaktada estyma-
cje trzypunktowa i pozwala na otrzymanie formuly interpolacyjnej dla okien MSD:

1 —
§=H-—° (3.66)
1+«
gdzie jej wspotczynnik to stosunek wyrazony jako:
X X
_ | k‘ +‘ k+1’ (3.67)
| Xkl + [ X2l

Istnieje takze klasa metod, dla ktdrej nie s3 podawane analityczne rozwigzania proble-
mu odwrotnego, tzn. znalezienia wyrazenia okreSlajacego zaleznos¢:

§ =g (X1, Xo,...) (3.68)

a w zamian podawane sg wartos$ci par (9, g(d)) dla konkretnej warto$ci proponowanego
wspotczynnika o = f(X7,X5,...). Stad za pomocg aproksymacji lub interpolacji uzyski-
wane sg wartosci 0. Przyktadem takiej metody jest metoda, ktéra definiuje wspotczynnik
3, jako funkcje odwrotng do a[174]:

X =Xy

Tl T

(3.69)

a nastepnie za pomocg metody najmniejszych kwadratéw przedstawia rOwnania wielo-

mianowe Wam () (dla przypadku konkretnego okna) stuzace do znalezienia wartosci
0.

3.6 Eliminacja skladowej sprzezonej

3.6.1 Widmo rzeczywistego sygnatu sinusoidalnego

Zalozenie o obecnosci pojedynczej sktadowej widmowej w modelu jest powszechne dla
metod interpolowanej DFT i jest stosowane dla wszystkich metod opisywanych w roz-
dziale 3.5. Takie podejscie jest usprawiedliwione w przypadku, gdy wiadomo, ze przez
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odpowiedni dob6r parametréw pomiaru i zastosowanych technik przetwarzania sygnatu,
zostaje ograniczone w wystarczajacy sposob zjawisko przecieku widma dla prazkéw uzy-
tych w interpolacji. W takich warunkach wszystkie sktadowe widmowe sa na tyle oddalone
od siebie, ze przeciek widma, ktéry od nich pochodzi jest pomijalny i nie wptywa na do-
ktadnos$¢ estymaciji.

Dla przypadku, gdy jednak zaistnieje koniecznos$¢ skrécenia czasu pomiaru, wspomi-
nane zalozenie moze przesta¢ obowigzywac. W takim przypadku spadek wartosci N7,
ktdry reprezentuje czas trwania okna pomiarowego, powoduje zmniejszenie wartosSci czg-
stotliwos$ci znormalizowanej sktadowej podstawowej \g = foNT i co za tym idzie odle-
gloSci pomiedzy sktadowymi widmowymi zmniejszajg si¢. To z kolei powoduje, ze sktad-
nik przecieku widma pochodzacego od sasiadujacych sktadowych zwigksza si¢, tym sa-
mym zmniejszajac doktadnos¢ estymacji. W szczegd6lnosci zaczyna rosngé wptyw sktado-
wej sprzezonej, ktéra znajduje si¢ w ujemnej czeSci widma, poniewaz odlegto$¢ pomiedzy
ta sktadowa a sktadowa podstawowa wynosi zawsze 2)\o. Na rysunku 3.4 zostata przed-
stawiona demonstracja tego zjawiska dla rzeczywistego sygnatu sinusoidalnego z niska
czestotliwoScig unormowang Ay = 1.2 bin. Maksimum modutu funkcji widma DtFT dla
rzeczywistej sinusoidy nie pokrywa si¢ ze szczytem modutu funkcji reprezentujacej prze-
ciek od sktadowej podstawowej. Dlatego techniki wykorzystujace wyszukiwanie maksi-
mum lokalnego ciggtego widma DtFT zawsze dostarcza wynik obarczony btedem.

06 ]X()\)\ I_|IX+A0()\>I| ___I|X—>\o(>\)|
. % »
<04 r 7
S02F /
-3 2

Rysunek 3.4. Demonstracja wplywu przecieku widma skfadowej sprzezonej na wartosci
prazkéw widma amplitudowego DFT, ktdre zostaly oznaczone w poblizu listka gtéwnego
skfadowej podstawowej. Znormalizowana czestotliwo$¢ podstawowa wynosi A\p = 1.2 bin.
Pierwsze cztery punkty DFT | X (k)| zostaly oznaczone na rysunkach za pomocg koloru
czarnego.

Wyeliminowanie wptywu przecieku widma pochodzacego od sktadowej sprzezonej w
bezposredniej metodzie IpDFT, za pomoca formuly interpolacyjnej, wymaga uwzgled-
niania w wyjSciowym modelu wartoSci przecieku widma pochodzacego od dwéch skta-
dowych widmowych: sktadowej podstawowej (A = +\g dla modelu (3.8)) i sktadowej
sprzezonej (A\y = —\o), sktadajacych si¢ na widmo rzeczywistej oscylacji sinusoidalnej
[37]:

_ Ay Ay _.
X, = X,ngl)‘O) 4 X}g 1) _ 27(,)6W°W(k — o) — 27(,]6_'%0()W<k) + o) (3.70)
J J
Dla takich metod pomiar czgstotliwoSci pozostaje doktadny nawet dla bardzo krétkich
okien pomiarowych. Stwierdzenie to pozostaje prawdg pod warunkiem, ze w sygnale nie
pojawi si¢ inna oscylacja o czestotliwosci zblizonej do czestotliwo$ci podstawowej o zna-

czacej amplitudzie.
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3.6.2 Formula interpolacyjna dla okien MSD i GMSD

Istniejace metody realizujace eliminacje wplywu sktadowej sprzezonej bezposrednio w
formule interpolacyjnej, dla okien innych niz prostokatne, opierajg si¢ na funkcjach aprok-
symujacych widmo [36], [37], [64]. W ujeciu historycznym, dostepne metody zostaly opra-
cowane kolejno dla okna Hanninga, okien rodziny MSD i ostatecznie dla okien GMSD.

Estymator dla okna Hanninga

Estymator trzypunktowy z bezpoSrednia eliminacjg wptywu sktadowej sprzezonej na wy-
nik pomiaru cz¢stotliwosci dla okien I klasy Rife’a-Vincenta zostat przedstawiony w pracy
[36]. Jest on rozwinigciem wczesniejszej metody[64], w ktérej wprowadzono estymator
dla przypadku okna Hanninga. Formuta interpolacyjna dla estymatora wykorzystujacego
okno Hanninga przedstawia si¢ nastepujaco[64]:

[ Ao| = /1 /11, (3.71)

gdzie symbole II; i I, reprezentujg warto$ci wyznacznikow:

6  +3 —AlX,, 1 -3 Xi
M= |-k—-4 2 X, |, =1 0 X, (3.72)
6 -3 ALX, 1 43 Xin

Powyzsza formuta obowigzuje dla dowolnego catkowitego indeksu k& wyznaczajacego po-
fozenie prazkéw, dla zalozenia k£ > 1. Zastosowanie wyznacznikéw przy wyprowadzeniu
metody spetnia podobng funkcje, jak dla wezesniej opisywanych metod konstrukcja ilora-
zOw za pomoca wspofczynnikow ay, tzn. eliminowane sg identyczne czynniki dla réznych
wyrazefi w kolumnach, m.in. pozwala to na usuni¢cie nieznanych parametrow. Doktadne
omowienie tej procedury zostalo umieszczone w rozdziale 4. Cykliczno$¢ wystepujaca
wzgledem 1 bin, cechujgca wyrazenie opisujgce wartosci transformaty okna W (), po-
zwala na uproszczenie wynikowej formuty. Warto zwrdci¢ uwage na to, ze w odréznieniu
do wickszoSci wezesniej opisywanych metod, opisywany estymator wykorzystuje wartosci
zespolone prazkéw DFT.

Uogolnienie dla okien klasy MSD

Praca [36] przedstawia wyprowadzenie warto$ci wspoéiczynnikow okien I klasy Rife’a-
Vincenta, dla warunku normalizacji max,w,, = 1, w sposéb analityczny. Wyprowadzenie
zaktada uzycie funkcji aproksymujacej W (\) widmo okien MSD [12], gdzie w analogicz-
ny sposob jak w [64] zostaje wyprowadzona formuta interpolacyjna. Ostatecznie otrzyma-
ny estymator jest zdefiniowany jako:

| Ao| = /111 /11, (3.73)

a symbole I1; i I, reprezentujg wartoSci wyznacznikéw:

(2H-1)H (H-1) -A'X,_, 1 —(2H-1) X1
I, = |—k*— 4 — H? 2k X |, H=1 0 Xy
(2H-1)H —(2H-1) AlX, 1 (2H-1) Xen
(3.74)

Symbol H w powyzszych réwnaniach reprezentuje wspéiczynnik okna MSD (rozdziat
3.3.2). Nalezy zauwazy¢, ze dla wartoSci parametru H=2 (okno Hanninga), otrzymano
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estymator (3.72). Wygodniejsza forma, otrzymana po bezposSrednim rozwini¢ciu wartosci
wyznacznikéw, przedstawia si¢ jako:

(3.75)

g =k*+Re {H(H + 2k) Xpar + 2(H — 1) X, + (H — 2k)Xk—1}

A2Xy

Dla powyzszego estymatora czestotliwosci praca [38] wprowadza takze stowarzyszone es-
tymatory amplitudy i fazy, w konteksScie zastosowania w kontroli mocy dla systemu elek-
troenergetycznego. Warto takze zaznaczy¢, ze omawiana metoda pojawia si¢ takze w lite-
raturze pod nazwa IpDFT-EIF[17], [18], [22], [23], [177], [183]. Dokfadniejsze analizy
symulacyjne i eksperymentalne przedstawionej metody pozwolity na okreSlenie: wpty-
wu szumu kwantowania dla b-bitowego przetwornika ADC na doktadno$¢ estymaciji [50],
[98], [102], charakterystyk btedu wynikajacego z obecnosci w sygnale zaklécen harmo-
nicznych [22], [101], wptywu bledu wynikajacego z obecnosci w sygnale zaktocen loso-
wych [103], [106] oraz charakterystyk btedu systematycznego ze wzgledu na wykorzysty-
wane parametry metody [96]. Analiza porownawcza potwierdzita poprawe skutecznosci
wzgledem dost¢pnych metod interpolacji widma w przypadku krétkich czaséw pomiaru
[18], [49], [105].

Uogdlnienie dla okien klasy GMSD

Podobnie jak dla bazy kosinusowej (réwnanie 3.13), mozliwe jest otrzymanie wspoiczyn-
nikéw okien bazy sinusoidalnej, dla ktérych okno czasowe jest maksymalizowane pod
wzgledem nachylenia listkow bocznych. Zaleznosci okreslajace wartoSci wspotczynnikow
zostaly uzyskane w spos6b analityczny[37], analogicznie do wyprowadzenia uzyskanego
dla okien MSD[36]. Autorzy przytaczanych prac przedstawiajg takze wyrazenia opisuja-
ce funkcje aproksymujagca obejmujacg widmo obu klas okien, tj. okien o bazie kosinu-
sowej i okien o bazie sinusoidalnej[37]. Takie podejscie okazuje si¢ o tyle usprawiedli-
wione, ze posta¢ czasowa uogollnionych okien moze zosta¢ sprowadzona do wyrazenia
sin”(mn/N), gdzie okna I klasy Rife’a-Vincenta (baza kosinusowa) sg reprezentowane dla
wartoSci parzystych parametru catkowitego p. Z kolei wspdlne wyrazenie funkcji aprok-
symujacej widmo pozwala uzyskac estymatory dla catej uogélnionej klasy okien MSD.
Wszystkie wspominane wyrazenia zostaly wczesniej podane w rozdziale 3.3.2. Na pod-
stawie uzyskanych wyrazeni zostal wprowadzony trzypunktowy estymator czgstotliwosci
dla okien GMSD, kt6ry stanowi rozszerzenie estymatora (3.75)[37]:

(p+2+4k) Xpy1 + 20X + (p+ 2+ 4K) X4
4A2 X,

A2 = k2 +Re{(p+2) } (3.76)
Wyprowadzenie powyzszego estymatora zostalo przeprowadzone z uwzglednieniem wply-
wu skfadowych oddalonych (ang. long-range leakage) na wynik pomiaru oraz postaé wie-
lopunktowa estymatora[37] (podrozdziat 3.7.3).

Dokladniejsze analizy symulacyjne i eksperymentalne przedstawionej metody wy-
korzystujacej okna GMSD pozwolity na okreslenie: wplywu szumu kwantowania dla b-
bitowego przetwornika ADC na doktadnos¢ estymacji [45], charakterystyk btedu wynika-
jacego z obecnoSci w sygnale zaktécen harmonicznych [46], [56], [100], wptywu btedu
wynikajacego z obecnosci w sygnale zaktécent losowych [53], [100], oraz charakterystyk
bledu systematycznego ze wzgledu na wykorzystywane parametry metody [55]. Anali-
zy dotyczace zastosowania metody w warunkach wystepowania zaktocen o charakterze
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dynamicznym wykazaly skutecznos$¢ zastosowania omawianej metody dla szybko zmie-
niajacych si¢ wartoSci estymowanych parametréw [48], [51], [52], [56]. Analiza poréw-
nawcza potwierdzita poprawe skutecznosci wzgledem dostepnych metod interpolacji wid-
ma w przypadku krétkich czaséw pomiaru i wystepowania zaktocen harmonicznych [47],
[56] Ponadto dla omawianej nieiteracyjnej metody trzypunktowej wykorzystujacej okna
GMSD i MSD zaproponowano wykorzystanie w systemach realizujagcych pomiar czesto-
tliwosSci sktadowych sygnatu elektroenergetycznego [18], [22], [37], [45]-[49], [51]-[53],
[55], [56], [100]-[102], [105], [106], w zakresie testowania uktadéw elektronicznych [23],
oraz pomiaru czestotliwosci drgan systemOw mechanicznych [96], [97], [99], [103], [104].

3.6.3 Inne metody IpDFT ograniczajace wplyw skladowej sprze¢zonej
z bezposrednig formulg interpolacyjng

Bezposrednia eliminacja wplywu skladowej sprzezonej dla okna prostokatnego

Bezposrednia trzypunktowa formuta interpolacyjna wprowadzona przez Wanga i in.[170]
wykorzystuje wspotczynniki ztozone z wartoSci zespolonych widma i petne analityczne za-
leznoSci okreslajgce ksztalt charakterystyki czestotliwoSciowej okna prostokgtnego. Takie
podejscie pozwala na redukuje wartosci bledu systematycznego wzgledem metod wyko-
rzystujacych funkcje aproksymacji widma. Formuta interpolacyjna przedstawia si¢ jako:

1 [ X — Xy — a3 Xy + s Xy
Ao = cos ( Bi( Xk — Xp—1) — Bo( Xy — Xpp1) ) G710
gdzie
ar = (W§ = Wy HWEA + (WH)?)
ay = (W§ Wz@ DWW+ (WF)?) (3.78)
ag = (W§ = WEHWE1+ (W )?) .
o = (W — WEDWEL(1 4 (Wh)2)
oraz
{ﬁl = 2(W§ - Wyt wh) (3.79)
By = 2(W§ — Wy HWAIWR™) '

gdzie symbol W} jest zdefiniowany jako W§ = e72™%/N  Autorzy przedstawiaja anali-
z¢ wariancji estymatora dla przypadku zaszumionej sinusoidy, gdzie w poréwnawczych
badaniach symulacyjnych metoda cechuje si¢ wigksza odpornoscia na zakiécenia losowe
niz metoda wykorzystujaca formute (3.75). Symulacje zostaty jednak wykonane dla przy-
padku okna MSD z parametrem H = 2, mimo ze mozliwe jest uzycie okna prostokgtnego
H = 1. Rozwigzanie analityczne w nieco bardziej skomplikowanej formie, postugujace
si¢ wartoSciami rzeczywistymi i urojonymi (bez operacji zespolonych), zostato uzyskane
przez Baia i in. [9].

Eliminacja wplywu skladowej sprzezonej z wykorzystaniem wartosci prazkow DFT
obliczonych dla dwdéch réznych okien

Estymacja czestotliwosci sygnatu sinusoidalnego bezposrednio uwzgledniajaca sktadowa
sprzezong jest takze realizowana w metodzie Stremfelja i AgreZa [165]. Bezposrednia for-
muta interpolacyjna konstruowana jest z uzyciem wspoétczynnikéw ztozonych ze sktado-
wej stalej (zerowy prazek DFT) uzyskanych w wyniku obliczenia DFT dla dwoch roznych
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okien I klasy Rife’a Vincenta. Ostatecznie proponowany przez autoroOw estymator przewi-
duje uzycie dwoch okien: prostokatnego i Hanninga. Jednoczesne uwzglednianie wpty-
wu przecieku widma pochodzacego od komponentu z dodatniej i ujemnej czeSci widma
pozwala na doktadny pomiar czestotliwosci, ktéry moze by¢ przeprowadzony nawet dla
czasOw ponizej dwoch okresow badanego sygnatu.

3.6.4 Metody posrednie eliminujace wplyw skladowej sprzezonej

Eliminacja wplywu skltadowej sprz¢zonej za pomoc3 predefiniowanych wartosci funk-
cji odwrotnej

Trzypunktowy estymator z eliminacja wplywu sktadowej sprzezonej dla dowolnych okien
czasowych zostal zaproponowany w [183]. Wyrazenie estymatora nie jest jednak bezpo-
Srednig formula interpolacyjna otrzymana w wyniku znalezienia rozwigzania rOwnania
wygenerowanego przez wspotczynnik o = g(k, d), tzn. rozwigzania wzgledem 9. Alter-
natywnie autorzy proponujg podejscie z tablica wyszukujaca (ang. look-up table) zawie-
rajacg wartosci funkcji ¢~' () dla danego okna i warto$ci k. Znajac warto$¢ o mozliwe
jest obliczenie szukanej wartosci 0 poprzez uzycie interpolacji liniowej i sgsiadujacych
wartosci w tabeli. Wspotczynnik « zdefiniowany jest jako:

_ Xi—1 — Xpa

X, (3.80)

(67

W celu utatwienia interpolacji pomiedzy punktami, zaproponowane sa tabele dla funkcji
Re{a} i Im{a}, wybierane w zaleznosci od fazy prazka X,. Wyniki symulacji pokazuja
[183], ze metoda daje lepsze rezultaty niz metody e-IpDFT[151] i zblizone do zastosowa-
nia z estymatorem (3.75).

Metody z korekcja za pomoca poprawki

Kolejng opisywang klasg metod sg metody iteracyjne wykorzystujace estymator w fazie
wstepnej, ktéry uwzglednia wptyw wylacznie jednej sktadowej w pierwszej iteracji do
wyznaczenia wstepnych parametrow. Nastepnie za pomoca wyrazenia okresSlajacego btad
estymatora dla estymowanych parametrow realizowany jest ostateczny pomiar (lub zakon-
czona jest iteracja w ramach szerszego algorytmu).

Romano i Paolone w [151] przedstawiaja metode taczaca interpolacje z uzyciem for-
muty dwupunktowej zaproponowanej wczesniej przez Liguoriego i in. [116] i uzupetniong
o procedure iteracyjna[129], ktora stuzy eliminacji wpltywu skfadowej sprzezonej poprzez
kompensacje jej wptywu realizowang w dziedzinie czestotliwosci. Autorzy nazywajg me-
tode e-IpDFT i prezentuja wyrazenie na poprawke dla estymowanych parametrow elimi-
nujace wplyw skfadowej sprzezonej. Sposéb aplikacji poprawki przybiera postac prostego
réwnania wynikajacego bezposrednio z definicji transformaty DFT sygnatu sinusoidalne-
go. Poprawka ma charakter iteracyjny i moze by¢ stosowana az do osiggniecia okreSlonego
kryterium (chociaz zbiezno$¢ metody nie jest analizowana w artykule). Formuta iteracyjna
przedstawia si¢ wiec nastepujaco:

X, —T
Ao—’k |

= — 3.81
X — O 381
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gdzie wielkosci I' i €2 kompensujg wplyw sktadowej sprzezonej i obliczane sa na podstawie

wstepnej estymacji czestotliwosci dla transformaty stosowanego okna W (\):
I'=ZW(2k+6

2. (2k +9) (3.82)

gdzie wielkos¢ B = S-""w(n), tzn. jest on wspStczynnikiem normalizacyjnym dla wy-
branego okna czasowego. Z kolei wielko$¢ Z oznacza amplitude zespolona uzyskang za
pomocg wstepnej estymacji amplitudy i fazy sktadowej podstawowe;j.

Procedura iteracyjna ograniczajaca wplyw skladowej sprz¢zonej

Belega i in. w [28] wprowadzaja procedure iteracyjng nazwang przez autora IpDFT-IR.
Metoda zaktada eliminacj¢ wplywu sktadowej sprzezonej. Bazowa formuta interpolacyj-
na wykorzystuje dwie wartosci DtFT oddalone o siebie o 1 bin, wykorzystujac ten sam
wspolczynnik, jak opisany wczesniej (rownanie (3.34)), ale przesuniety w czestotliwosci
o ufamek r € [0; 0,5] bin:
’X k+7"

o Xe 1] (3.83)
Autorzy przedstawiaja wyrazenie okreSlajace bfad spowodowany wplywem sktadowej sprze-
zonej na estymacje przestawionego estymatora. ZaleznoS¢ zostata przedstawiona juz wcze-
Sniej przez Belege w [29], na podstawie ktdrej zaproponowany zostal estymator nieitera-
cyjny dla prazkéw o indeksach catkowitych DFT. Znalezienie minimum wartoSci btedu
przywolywanego wyrazenia umozliwia okreslenie kryterium do optymalnego doboru po-
fozenia dwéch prazkéw DtFT za pomoca wartosci r, tj. 7 = J. Stad wynika zapropono-
wana procedura iteracyjna — im dokfadniej zostaje wyznaczona warto$¢ § tym btad spo-
wodowany bliskoScia sktadowej sprzezonej staje si¢ mniejszy. Opisywany estymator dwu-
punktowy wykorzystuje okna I klasy Rife’a-Vincenta. Belegai in. przeprowadzajg analize
poréwnawczg opisywanego algorytmu IpDFT-IR w [27] z algorytmem IpDFT-NR, kt6-
ry stanowi modyfikacje estymatora AM[3]. Autorzy wykonuja analize¢ bledu losowego i
przedstawiaja wyrazenia analityczne na wartoS¢ catkowitego btedu MSE dla obu estyma-
toréw i definiujg kryterium do wyboru jednej z tych metod pod wzgledem czestotliwosci
unormowanej mierzonego sygnatu.

Wyrazenie na poprawke dla estymatora AM

Zmodyfikowana wersja estymatora AM zostala przedstawiona przez Yeiin. [181], w ktérej
zastosowano kompensacje wptywu sktadowej sprz¢zonej dla okna prostokatnego. Autorzy
uzywaja metody z [180] (eliminacja wplywu sktadowych o dowolnej czestotliwosci) do
usuniecia przecieku widma pochodzacego od sktadowej sprzezonej. Jest to realizowane
poprzez wprowadzenie estymatora jego warto$ci w postaci poprawki:

A 1 +e—j47r5
AXpo5 = N1 — i % (k+25205)

(3.84)

gdzie A oznacza estymator amplitudy. W kazdej iteracji estymatora AM (3.50) dwie nowe
wartoSci DtFT korygowane sg o poprawke uzyskang na podstawie czestotliwosci z po-
przedniej iteracji. Autorzy wykazuja w pracy, ze estymator spetnia zatozenia twierdzenia
Banacha o kontrakcji, a wiec posiada jeden punkt staly i jest zbiezny do J. Catkowity btad
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MSE estymatora, w przypadku obecnosci sktadowej sprzezonej, utrzymuje si¢ na tym sa-
mym poziomie co dla metody oryginalnej. Autorzy pokazuja, ze metoda daje lepsze rezul-
taty niz omawiana dalej praca Djukanoviéa [75], dla przypadku duzych warto$ci SNR. W
stosunku do omawianej metody uzywana jest takze nazwa AMc (ang. AM corrected)[23].

Filtracja skladowej sprze¢zonej przez modulacje

Djukanovi¢ w [75] przedstawia procedure stuzaca kompensacji sktadowej sprzezonej z
wykorzystaniem modulacji sygnalem zespolonym. W pierwszym etapie, do wyznaczenia
wstepnej wartosSci czestotliwosci Ao, autor proponuje uzycie jednego z estymatorow wy-
korzystujacych okna czasowe: Candana [60], Rife’a Vincenta[149] lub innych. Nastepnie
sktadowa sprzezona filtrowana jest za pomocg modulacji w dziedzinie czasu:

T (n) = x(n)e2™/N (3.85)

co skutkuje przesunieciem cyklicznym (kotowym) widma DFT o \{. Poniewaz czesto-
tliwo$¢ \§ jest zblizona do wartoSci prawdziwej Ao, skfadowa sprzezona przesunie si¢ w
okolice prazka zerowego. Filtracja polega na wyzerowaniu wartosci tego prazka dla trans-
formaty X, (k) i rekonstrukcji sygnatu odfiltrowanego i jego demodulacji:

zf(n) = IDFT{X,, (k) }e 92 Xon/N (3.86)

Tak uzyskany sygnat stuzy do wyznaczenia wlasciwej estymacji czgstotliwoSci za pomoca
estymatora AM[3].

Eliminacja wplywu sktadowej sprz¢zonej poprzez zastosowanie specjalizowanego okna
cZasowego

Belega i Petri w pracy [26] proponujg procedure kompensacji sktadowej sprzezonej z wy-
korzystaniem okien czasowych MIR-RSD (ang. Maximum Image interference Rejection
windows with Rapid Sidelobe Decay rate) [121]. Przywotane okna czasowe wykorzystu-
ja parametr [, ktéry determinuje minimum lokalne charakterystyki amplitudowej okna.
Znajac wstepng wartos¢ czestotliwosci sktadowej sinusoidalnej mozliwe jest zastosowanie
okna z parametrem, ktéry zminimalizuje przeciek widma pochodzacy od sktadowej sprze-
zonej. Autorzy proponuja wersje algorytmu IpDFTc (estymator (3.35)) uwzgledniajacg
zaproponowane okna czasowe. SzybkosS¢ opadania listkow bocznych omawianych okien
czasowych to 6(2H — 3) dB/oktawe w poréwnaniu do okien z maksymalnym tempem
opadania listkéw bocznych MSD ktére wynosi 6(2H — 1) dB/oktawe.

Przyklad metody wieloetapowej

Estymatory IpDFT mogg stuzy¢ jako integralna czeS¢ szerszej metody stuzacej estymacji
parametrow. Pomyst podzielenia estymacji na kilka etapéw (tak jak w poprzednio omawia-
nych metodach Djukanovicia [75] czy Romano i Paolone [151]) zostal zastosowany takze
przez Belege i Petriego [23]. Metoda proponowana przez autoréw faczy nowy wariant me-
tody interpolacji widma z filtracja sktadowej sprzezonej (IpDF1c: corrected DFT) z kla-
sycznym algorytmem dopasowania funkcji sinusoidalnej (ang. sine-wave fitting) za pomo-
cg metody Gaussa-Newtona[108] w wersji z jedng iteracja. Procedura interpolacyjna IpD-
FTc wykorzystuje wyrazenia okreslajace btad wynikajacy z obecnosci innych sktadowych
w sygnale do kompensacji wptywu sktadowej sprzezonej[13], [20], [30]. Po wstepnym
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etapie wyznaczenia czestotliwosci do z uzyciem formuty IpDFTc, wykorzystywana jest li-
niowa metoda najmniejszych kwadratéw w celu ustalenia wartosci poprawki (). Wyko-
rzystujac rozwiniecie w szereg Taylora modelowanego sygnatu z(n) = Asin(2w\g+0) ze
sktadnikiem liniowym, wokot uzyskanej wstepnej wartoSci Ao, mozna wykazaé, ze zmie-
rzony sygnal resztkowy, tzn. e(n) = z:(n) — Asin(2r on /N +0) jest zwiazany z modelem
zaleznoscig £(n) = AXgx(n). Stad widad, ze szukana poprawka A\, jest liniowym para-
metrem modelu z(n) i mozna bezposrednio uzyskac jej warto$¢ za pomocg liniowej me-
tody najmniejszych kwadratéw. Efektywnos¢ tego podejscia zalezy w duzej mierze od do-
ktadnosci wstepnego okreSlenia wartoSci ):0. Zatem koncowa wartoS¢ estymacji skfada si¢
z sumy wartosci wstepnej estymacji, poprawki niwelujacej wpltyw sktadowej sprzezonej
i poprawki wynikajacej z zastosowania algorytmu dopasowania sinusoidy. Jak pokazuja
autorzy, opisywane podejscie pozwala uzyska¢ odporno$¢ na szum na takim poziomie, jak
w przypadku metod uwzgledniajaca pojedyncza sktadowa [181], zachowujac mozliwos¢
eliminacji obcigzenia estymatora wynikajacego z wplywu sktadowej sprzezone;j.

3.7 Eliminacja wplywu innych sktadowych w sygnale

3.7.1 Skladowa stala

Wang i in. przedstawiaja metode¢ [171], wzorujac si¢ na podejsciu wykorzystanym dla es-
tymatora (3.75), ktora pozwala dodatkowo na uwzglednienie w formule interpolacyjnej
wplywu sktadowej statej na estymacje. Problem wystepowania sktadowej statej w prak-
tycznym systemie moze by¢ rozwigzany za pomocg analogowych uktadéw filtrujacych
lub technik cyfrowego filtrowania, jednak w przypadku pomiaru sygnatéw wolnozmien-
nych systemy takie charakteryzuja si¢ dlugimi statymi czasowymi w przypadku systeméw
analogowych lub dtugimi liniami opdZniajacymi w przypadku systeméw cyfrowych. Pro-
ponowany przez Wanga estymator uwzglednia w modelu sygnatu trzy sktadowe czesto-
tliwoSciowe, tj. sktadowa podstawowa, sktadowa sprzezong oraz sktadowa stata. Przeciek
widma wynikajacy z wystepowania w sygnale niezerowej skladowej stalej zaczyna sta-
nowi¢ problem w momencie, kiedy zastosowane jest okno inne niz prostokatne. Wynika
to z faktu, ze rozszerzony listek gléwny takiego okna powoduje zmiang¢ wartosci praz-
kow DFT znajdujacych sie przy prazku zerowym. Estymator Wanga wykorzystuje cztery
punkty DFT w interpolacji i jest zdefiniowany dla okien MSD z parametrem H:

[ Aol = /1 /11, (3.87)

gdzie symbole I1; i II, reprezentujg wartoSci wyznacznikow:

H(1+H)(2+H) 3H+3 X, —3H?-6H-2
1-H)(1+H)(2+H) H+4 X, H?*-2H-5

th = (1-H)2-H)2+H) —-H+5 X, H?>+4H -8 (3.88)
(1-H)(2—-H)3-H) —-3H+6 X3 —3H*>+12H —11
oraz
H(1+ H)(2+ H) 3H+3 X, 1
I — 1-H)(1+H@2+H) H+4 X3 1 (3.89)
Tl -H)2-H)(2+H) -H+5 Xy 1 '
(1-H)2-H)B-H) -3H+6 X3 1

51



.......... X (\)] I_|IX+/\0(>\)| — —I|X2’\°()\)|

e
o

©
o~

I
)

amplitude

Rysunek 3.5. Demonstracja wptywu przecieku widma pochodzacego od drugiej harmo-
nicznej dla czgstotliwosci podstawowej Ao = 1.2 bin.

3.7.2 Skladowe harmoniczne

Obecnos¢ sktadowych harmonicznych w sygnale, w przypadku krétkiego czasu trwania
okna pomiarowego, moze okaza¢ si¢ problemem réwnie powaznym co obecno$¢ skta-
dowej sprzezonej. Zastosowanie okien czasowych moze by¢ wystarczajace do usuniecia
wplywu sktadowych oddalonych, jednak jesli harmoniczne niskiego rzedu majq znacza-
ce wartosci amplitudy, to dokfadno$¢ pomiaru dla metod interpolowanej DFT znaczaco
si¢ zmniejsza. Odleglos¢ sktadowej podstawowej od sktadowej harmonicznej trzeciego
rzedu wynosi 2\, a wiec tyle samo co w stosunku do sktadowej sprzgzonej. Gorzej sytu-
acja wyglada dla sktadowej harmonicznej drugiego rzedu, dla ktérej ta odlegtos¢ wynosi
jedynie \q. Stad warto$¢ przecieku od tej sktadowej moze by¢ znaczaco wigksza niz od
skfadowej sprzgzonej, nawet mimo wielokrotnie mniejszej wartoSci amplitudy sktadowej
harmonicznej. Demonstracja wplywu drugiej harmonicznej na wartoS¢ prazkow DFT zo-
stata przedstawiona na rysunku 3.5.

Jednym z wynikéw badan prowadzonych w ramach niniejszej rozprawy jest uzyska-
nie metody pieciopunktowej wykorzystujacej okna GMSD[123], ktéra zaktada uwzgled-
nienie przecieku widma pochodzacego od sktadowych harmonicznych niskiego rz¢du. W
przypadku uzycia odpowiedniego okna czasowego sa to przede wszystkim sktadowa fun-
damentalna, sktadowa sprzezona (najblizsza sktadowa znajdujaca si¢ po lewej stronie od
uzywanych prazkéw DFT) i najblizsza sktfadowa harmoniczna (najblizsza sktadowa znaj-
dujaca si¢ po prawej strony od uzywanych prazkéw DFT). W zaleznoSci od praktycznego
zastosowania, najblizsza harmoniczna to najcz¢sciej sktadowa rzedu drugiego lub trzecie-
go. Proponowana metoda daje mozliwoS¢ dowolnego wyboru rzedu uwzglednionej skta-
dowe;j.

Metody IpDFT a sktadowe harmoniczne

Analiza wplywu zakt6ceri harmonicznych na doktadno$¢ pomiaréw estymatoréw z bez-
posrednig eliminacjg wplywu sktadowej sprzezonej (3.75) i (3.76) pokazuje, ze obecnos¢
bliskich harmonicznych nawet o matej amplitudzie skutkuje znaczagcym wzrostem obcig-
zenia [22], [37], [46], [100], [101]. Belega i Petri uzyskuja analityczne wyrazenia okre§la-
jace btad powstaly w wyniku obecnosci przecieku widma pochodzacego od sktadowych
harmonicznych dla estymatora (3.75)[22]. Uzyskane zaleznoSci mogg stanowi¢ podstawe
procedury dwustopniowej, w ktdrej pierwotne estymatory sg korygowane za ich pomo-
ca w podobny sposoéb, jak opisano to w rozdziale (3.6.4), przy omawianiu wykorzystania
poprawki stuzacej eliminacji wplywu sktadowej sprzezone;j.
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Wigkszo$¢ dostepnych metod interpolacji widma z kompensacja wptywu harmonicz-
nych wykorzystuje wstepng analiz¢ harmoniczng sygnatu, i dalej postugujac sie uzyska-
nymi wartoSciami parametrow, wykonuje usuni¢cie sktadowych harmonicznych z sygna-
tu oryginalnego w dziedzinie czasu. Prostym przyktadem metody z eliminacjag wptywu
sktadowych harmonicznych jest metoda Belegi i in. w pracy [17], w ktérej zastosowano
procedure iteracyjng tego rodzaju. Po wstepnym ustaleniu wartoSci czestotliwosci A\ za
pomocg algorytmu IpDFT, obliczone zostajg warto$ci DtFT dla czestotliwosci 20,3 Ao, ..,
K ). Otrzymane wartoSci zespolone stuza do wyznaczenia parametréw sktadowych har-
monicznych, tak jak w przypadku metody bezposredniej, wykorzystujacej jedna wartoS¢
widma. Odtworzone sygnaly sinusoidalne sg odejmowane od sygnatu w dziedzinie czasu
i dopiero tak zmodyfikowany sygnat zostaje uzyty w celu dokonania ostatecznej estymacji
za pomocg ponownego uzycia algorytmu IpDFT.

Iteracyjne metody poSrednie

Eliminacja iteracyjna skfadowych harmonicznych moze odbywac si¢ zaréwno w dziedzi-
nie czasu, jak i czestotliwosci. Przyktadem mogg by¢ najpopularniejsze prace z wczesniej
omawiang procedura e-IpDFT [151] i metoda i-IpDFT(ang. iterative IpDFT) [72]. Sa to
iteracyjne metody kompensacji wptywu sktadowych widmowych w dziedzinie czestotli-
wosci. Metoda i-IpDFT wykorzystuje wczesSniejsze podejScie iteracyjne znane z metody
e-IpDFT[151] w celu uzupetnienia o kompensacje wplywu sktadowych harmonicznych i
interharmonicznych, jak zostalo opisane przy okazji opisu réwnania (3.82), dla przypad-
ku skfadowej sprzezonej. W stosunku do wezesniejszej metody, pierwotna metoda [pDFT
jest zmodyfikowana do postaci estymatora trzypunktowego, ktory jest zdefiniowany dla
trzech pierwszych okien GMSD: prostokatnego, kosinusowego i okna Hanninga, wyko-
rzystujac estymator Dudy i Barczentewicza [79]. Otrzymana procedura charakteryzuje si¢
lepszymi charakterystykami btedu niz dla metody e-IpDFT w przypadku rzeczywistego
sygnalu sieci elektroenergetycznej. Jednak metoda i-IpDFT [151] staje si¢ nieskuteczna
dla krétszych czaséw pomiaru (dla wartoSci Ay < 3), w szczegblnosci gdy obecna jest
druga harmoniczna. Jest to spowodowane duzym udziatem wartoSci przecieku od listka
gléwnego pochodzacego od tych sasiadujacych sktadowych. Stad wstepny pomiar para-
metréw jest obarczony zbyt duzym btedem by korekcja byta efektywna. Nowe podejscie
do problemu estymacji czestotliwosci dla krétkich czaséw pomiaru i obecnosci sktadowej
sprzezonej, wraz z uwzglednieniem wptywu drugiej harmonicznej, przedstawiono w ko-
lejnych rozdziatach niniejszej rozprawy z wykorzystaniem estymatora pigciopunktowego
dla okien GMSD. Opisywana powyzej procedura iteracyjna moze stanowi¢ dalsze rozsze-
rzenie zaproponowanej metody.

Przykltad metody wieloetapowej z uwzgl¢dnieniem wplywu skladowych harmonicz-
nych

Rozszerzajac watek przyktadowej metody wieloetapowej, tj. wykorzystania estymatora
IpDFT i algorytmu dopasowania sinusoidy z rozdzialu 3.6.4, warto zwréci¢ uwage na
druga procedure proponowana przez Belege i Petriego, tj. metode HPSF-IpDFTc (ang.
harmonic distorted linear sine fit) [23], ktora dodatkowo uwzglednia wplyw sktadowych
harmonicznych w estymacji parametrow sygnatu wieloczestotliwoSciowego w sposob ite-
racyjny. Ta wersja r6zni si¢ od algorytmu PSF-IpDFTc, ktérego opis zostal zamieszczony
w rozdziale 3.6.4 tym, Ze wstepna estymacja za pomocg algorytmu IpDFTc odbywa si¢ dla
wszystkich wykrytych sktadowych harmonicznych, a nie tylko dla sktadowej sprzezone;j.
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Uzyskane parametry stuza do obliczenia sygnatu resztkowego ¢, ktéry tym razem sklada
si¢ z r6znicy miedzy modelem z(n) a sumg sygnatéw sinusoidalnych, ktérych parametry
zostaly uzyskane za pomoca algorytmu IpDFTc [20], [30].

Formuta bezposrednia

Formuta interpolacyjna uwzgledniajaca w modelu rzeczywisty sygnat sinusoidalny oraz
wybrang rzeczywista skfadowa harmonicznag zostata przedstawiona przez autora niniejszej
rozprawy w pracy[123]. Zgodnie z wiedzg autora jest to jedyna bezposrednia procedura
IpDFT dostepna w literaturze, realizujaca interpolacje widma z uwzglednianiem udzia-
tu czterech sktadowych czestotliwoSciowych. Metoda jest wyprowadzona dla przypadku
okien GMSD i stanowi jedng z metod, ktérych analiza stanowi tre$¢ kolejnych rozdziatéw
niniejszej rozprawy.

3.7.3 Eliminacja wplywu innych skltadowych czestotliwosciowych

Gtéwnym Srodkiem eliminacji wptywu przecieku widma sktfadowych interharmonicznych
lub innych zaktécen pozostaje stosowanie okien czasowych. Jesli jednak wykryte zakt6-
cenia w sygnale zostaja zidentyfikowane jako interharmoniczne, ich wplyw moze zostaé
zredukowany takze za pomoca procedur iteracyjnych. Przyktadem jest zastosowanie pro-
cedury opisywanej wczesniej przy okazji sktadowych harmonicznych, ktéra realizuje usu-
niecie wptywu wstepnie wykrytej sktfadowej w dziedzinie czestotliwosci [72].

Metody z bezposrednig formuta, w grupie metod interpolacji widma, moga modelowac
wplyw sktadowych oddalonych za pomocg odpowiedniego konstruowania uzytych wspot-
czynnikow zawierajacych wartoSci prazkéw DFT. Przyktadem takiej metody jest metoda
Agreza [5], weczeSniej opisywana przy okazji omawiania formut trzypunktowych (rozdziat
3.5.3), ktéra modeluje sumaryczny wptyw sktadowych oddalonych dla sasiadujacych ze
sobg prazkéw DFT za pomocg wartoSci statej. Takie zalozenie staje si¢ coraz mniej do-
ktadne w momencie, gdy odlegto$ci pomigdzy sktadowymi widmowymi zmniejszajg si¢.
Analizujac posta¢ widma mozna zauwazyc¢, ze sumaryczna posta¢ przecieku widma po-
chodzaca od sktadowych oddalonych nadal zachowuje ptaski ksztatt charakterystyki. Ta
cecha sumy wartosci listkow bocznych obserwowana w widmie moze by¢ uzyta przez wy-
korzystanie modelowania wielomianem.

Eliminacja wptywu dla skladowych oddalonych za pomoca aproksymacji wielomia-
nem

Chen i in. [65] wprowadzajg, analogiczny w stosunku do estymatora Agreza (3.56), es-
tymator trzypunktowy, ktéry takze modeluje wplyw skfadowych oddalonych za pomoca
statej i rézni si¢ od niego wylacznie zastosowaniem wartoSci zespolonych oraz zastosowa-

niem okien MSD:
X1 — Xp—1
0y = —_— 3.90
CN < A2X, , ( )
Powyzszy estymator zostaje rozszerzony przez autoréw na przypadek (L + 3)-punktowy:
AL+1Xk 4 AL+1Xk+1

L L
)\O:kz++1+<+H) (3.91)

2 2 AL+2ZY,

ktéry wynika z zastosowania modelu przecieku widma dla prazka DFT sktajacego si¢ z su-
my przecieku widma pochodzacego od sktadowej podstawowej oraz wartoSci wielomianu
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modelujacego sumaryczny wplyw od innych sktadowych:

L
Xy, = BOW (A= Xo) +>_Cil’ (3.92)
i=0
gdzie B jest zespolong amplitudg sktadowej podstawowej (jak w modelu (3.10)), L ozna-
cza stopiefi wielomianu, za$ C; wsp6tczynniki wielomianu.

Inne podejscie do modelowania sktadowych oddalonych zostalo zaproponowane w
[37], ktora to praca definiuje trzypunktowy estymator (3.75) dla okien GMSD. Uwzgled-
nienie wptywu sktadowych oddalonych (long-range leakage) polega na bezposrednim uwzgled-
nieniu L oddalonych sktadowych czestotliwoSciowych w wyprowadzeniu i skorzystaniu z
zalozenia, ze czestotliwo$¢ sktadowych oddalonych jest duzo wigksza od czestotliwosci
podstawowej tj. |An, > Ao|. W wyniku takiego zalozenia otrzymany zostat estymator dla
(L + 3) punktow:

M\ = k? + Re{e} (3.93)
gdzie ¢ jest definiowany jako:
(p + L+ 2) ALXk_H ALXk+2 — ALXk
e=(p+L+2) |— L+ (p+L+1
(p ) 4 (p )AL+2Xk n (k:—l— % N 1) AL+2X,
(3.94)

Powyzszy estymator upraszcza si¢ do estymatora Chena (3.91), gdy w modelu nie jest
uwzgledniana sktadowa sprz¢zona. Stad wynika, ze zatozenie o oddalonych skfadowych z
pracy [37] jest r6wnowazny zastosowaniu modelowania przecieku long-range za pomoca
wielomianu.

3.8 Zestawienie wlaSciwosci metod interpolacji widma DFT

3.8.1 Porownanie jakoSciowe omowionych metod interpolacji widma
DFT

Pozostata cze¢$¢ niniejszego rozdziatu poSwigcona jest zbiorczemu zestawieniu oméwio-
nych dotychczas metod interpolacji widma. Wykonana zostala analiza poréwnawcza, ktéra
ma charakter jakoSciowy i jej gléwnym celem jest usystematyzowanie wiaSciwosci ze-
branych metod, a takze uwypuklenie najwazniejszych aspektéw metod zaproponowanych
przez autora niniejszej rozprawy, przez porownanie z innymi doste¢pnymi metodami. Pod-
sumowanie przeprowadzonej analizy wraz ze szczegélowym poréwnaniem kazdej metody
zawarte jest w tabelach 3.1, 3.2, 3.3 oraz 3.4.

3.8.2 Sposob uwzglednienia przecieku widma w interpolacji
Metody z bezpoSrednia formulg interpolacyjna

Najprostszym podejsciem do uwzglednienia przecieku widma w estymacji jest jej bez-
posrednie uwzglednienie w formule interpolacyjnej. WickszoS¢ omawianych w niniejszej
pracy metod interpolacji widma DFT wykorzystuje wstepny model sygnatlu w celu uzy-
skania zaleznoSci wigzacych wartoSci widma, ktére sa uzywane w estymacji. Im model
sygnatu jest bardziej zfozony, tym trudniej jest uzyskacé estymator nie czyniagc dodatko-
wych uproszczen. Dlatego estymatory z jednokrokowa formutg interpolacyjng uwzgled-
niaja maksymalnie do kilku oscylacji zespolonych. Dostepne estymatory pozwalaja na
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uwzglednienie w modelu sktadowej statej, sktadowej sprzezonej oraz pojedynczej skia-
dowej harmonicznej. Taki sposéb uwzglednienia przecieku widma w metodzie reprezen-
towany jest przez cechy od #1 do #4 w tabeli 3.1.

Modelowanie przecieku widma za pomoc3 stalej lub wielomianu

Sposobem na przyblizone uwzglednienie przecieku widma pochodzacego od wielu skta-
dowych jednoczes$nie jest aproksymacja statg lub wielomianem. Jest to technika opisywana
w rozdziale 3.7.3 i ma zastosowanie wylacznie dla sktadowych oddalonych. Ten sposob
uwzglednienia przecieku widma jest reprezentowany przez ceche #5 opisang w tabeli 3.1.

Metody iteracyjne

Jesli sktadowa widmowa nie jest uwzgledniona w formule interpolacyjnej danej meto-
dy, to nadal mozliwe jest usuni¢cie jej wptywu przez techniki iteracyjne. Tego rodzaju
metody wykorzystujg estymacje parametréw kompensowanej sktadowej wykonywang w
kazdej iteracji do zmniejszenia bledu estymacji. Jest to zwykle realizowane przez mody-
fikacje wartosci probek sygnatu lub widma. Ten sposéb uwzglednienia przecieku widma
jest reprezentowany przez ceche #6 opisang w tabeli 3.1.

3.8.3 Struktura obliczeniowa metod interpolacji widma
Liczba wykorzystywanych wartosci widma

Jedna z wazniejszych charakterystyk metody interpolacji widma jest liczba uzytych war-
toSci widma w estymacji. Najprostsze metody wykorzystujg dwie wartosci DFT lub DtFT.
Jest to minimalna liczba, dla ktérej mozliwe jest wykonanie interpolacji. Liczba wykorzy-
stywanych wartoSci widma w estymacji jest oznaczona przez numer #7 opisany w tabeli
3.1.

Metody wykorzystujace jednokrokowe formuly interpolacyjne

Najbardziej korzystnym wyborem z punktu widzenia ztozonoSci obliczeniowej s3 metody
wykorzystujace jednokrokowa formute algebraiczna do estymacji czestotliwosci. Czgsto
same obliczenia zwigzane z wykonaniem estymacji stanowig jedynie utamek czasu ob-
liczenia wartoSci widma i cechujg si¢ prostota implementacji w praktycznym systemie.
Warto takze zauwazyc¢, ze znaczna cz¢$¢ innych metod interpolacji widma takze wyko-
rzystuje prosta formule interpolacyjng jako jeden z etapéw wstepnych estymaciji lub jest
uzyty w iteracjach metody. Taka forma algorytmu jest reprezentowana przez ceche #8 w
tabeli 3.1.

Metody wieloetapowe

Metody wieloetapowe zaktadaja uzycie pewnej ustalonej liczby zaleznosSci w sekwencji,
gdzie kazdy kolejny krok moze wykorzystywac¢ informacj¢ uzyskang w kroku poprzed-
nim. Typowym scenariuszem takich metod jest wykorzystanie formuly jednokrokowej do
ustalenia wstepnej wartoSci estymacji czestotliwosci, po ktérej zostaje wykorzystane ko-
lejne wyrazenie np. na poprawke redukujaca obcigzenie lub kompensacje wptywu innych
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sktadowych. Gtéwng réznicg w stosunku do metod iteracyjnych jest to, ze metody wielo-
etapowe zakltadajg stala niezmienng liczbe krokéw. Kazdy z realizowanych krokéw zwia-
zany jest z konkretnym dziataniem, np. kompensacji wplywu jednej konkretnej sktadowe;j,
a wplyw na doktadnoS$¢ pomiaru nie jest w zaden sposob weryfikowany. Taka struktura
algorytmu jest reprezentowana przez ceche #9 w tabeli 3.1.

Metody iteracyjne

Gléwnym zatozeniem metod interpolacji widma wykorzystujacych techniki iteracyjne jest
polepszenie doktadnosci estymacji w kazdej iteracji, az do spetnienia pewnego zatozonego
kryterium. Metody iteracyjne czesto zakladajag kompensacje wplywu innych sktadowych,
np. harmonicznych i interharmonicznych (jak opisano wyzej w 3.8.2, przy okazji opisu
technik uwzgledniania przecieku widma w interpolacji), ale moga takze poprawia¢ wynik
przez optymalizacje wyboru wartoSci uzytych parametréw metody lub pomiaru. Istnieje
takze cafa klasa metod wykorzystujacych techniki iteracyjne, ktére polegaja na wykorzy-
staniu dodatkowych warto$ci widma ciggtego IpDFT w kolejnych iteracjach. W przypadku
metod iteracyjnych nalezy pami¢ta¢ o potencjalnym braku zbieznoSci, w szczegdlnosci
w przypadku, gdy w sygnale pojawiaja si¢ zaklécenia deterministyczne, ktére zmienia-
ja wyraznie ksztatt widma. Taka struktura algorytmu jest reprezentowana przez ceche #9
opisang w tabeli 3.1.

3.8.4 Widmo sygnalu w metodach interpolacji
Wykorzystywanie widma amplitudowego i wartoSci zespolonych

W ogdlnosci metody interpolacji widma moga wykorzystywac pelng informacje zawarta
w warto$ciach zespolonych widma X, lub tylko wartosci modutu widma | Xy|. Przewa-
ga metod wykorzystujacych wartosci zespolone jest to, Ze nie wystepuje w nich problem
okreslenia kierunku interpolacji. Rodzaj uzywanych wartosci widma w interpolacji repre-
zentowany jest przez ceche #10 w tabeli 3.1.

Wykorzystane okno czasowe

Natozenie okna czasowego na sygnat skutkuje zmiana ksztaltu jego widma (rozdziat 3.2.4).
Dlatego rodzaj zastosowanego okna czasowego bezposrednio wptywa na postac uzyski-
wanej formuly interpolacyjnej. Jesli wykorzystywane jest przyblizenie okreslajace ksztalt
widma, to sposéb doboru parametréw metody ma bezposredni wptyw na doktadnos¢ esty-
macji. Rodzaj wykorzystywanego okna czasowego jest okreslona przez ceche #11 w tabeli
3.1.

Metody wykorzystujace wartosci widma cigglego DtFT

Tak jak zostalo to juz opisane przy okazji metod iteracyjnych (rozdziat 3.8.3), oblicza-
nie dodatkowych warto$ci widma DtFT o niecatkowitej czgstotliwosci A moze skutkowac
w poprawie doktadnosci estymaciji. Wiaze si¢ to jednak ze wzrostem ztozonoSci oblicze-
niowej metody ze wzgledu na koniecznos$¢ obliczenia wartosci z widma ciggtego X ().
Metody wykorzystujgce wartosci z widma cigglego DtFT oznaczone sg z uzyciem cechy
#12 opisanej w tabeli 3.1.
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3.8.5 Nowe metody interpolacji widma wykorzystujace okna GMSD

Nowe metody interpolacji widma zaproponowane w niniejszej rozprawie wykorzystuja
wartoSci zespolone widma i zostaty wyprowadzone dla okien czasowych GMSD. Wtasci-
wosci tych metod zostaly zestawione w tabeli 3.4, a same metody stanowig gtéwny temat
rozwazan pozostatej czesci pracy. Sktadaja si¢ na nie: metoda dwupunktowa (2pGMSD),
ktora przyjmuje w modelu pojedyncza oscylacja zespolona; metoda trzypunktowa (3pGMSD)
[37], ktéra wykorzystuje bezpoSrednig eliminacje wplywu sktadowej sprzezonej w formule
interpolacyjnej oraz metoda pigciopunktowa (SpGMSD) [123], ktéra dodatkowo wykorzy-
stuje bezposrednig eliminacje wplywu najblizszej rzeczywistej sktadowej harmonicznej w
formule interpolacyjnej. Wprowadzone estymatory sa metodami z jednokrokowa formuta
interpolacyjna. Nalezy jednak mie¢ na uwadze, ze moga stuzy¢ jako podstawowy algorytm
dla duzej czesci technik wykorzystywanych w metodach wieloetapowych lub iteracyjnych,
ktére byly omawiane w niniejszym rozdziale.

Tabela 3.1. Opis cech poréwnywanych metod ze wzgledu na uzyty w interpolacji model
sygnatu, strukture algorytmu oraz posta¢ widma sygnatu. Do kazdej z omawianych cech
przydzielony jest numer, ktory dalej jest wykorzystany do identyfikacji cechy w zestawie-
niach przedstawionych w tabelach (3.2, 3.3 3.4).

Poréwnanie cech omawianych w rozdziale trzecim
Model sygnatu:
#1 || BezpoSrednie uwzglednienie wplywu skladowej podstawowej w for-
mule interpolacyjnej
#2 || BezpoSrednie uwzglednienie skladowej sprz¢zonej w formule interpo-
lacyjnej
#3 || BezpoSrednie uwzglednienie skladowej statej w formule interpolacyj-
nej
#4 || BezpoSrednie uwzglednienie rzeczywistej skladowej harmonicznej w
formule interpolacyjnej
#5 || PoSrednie nieiteracyjne uwzglednienie innych sktadowych cze¢stotliwo-
Sciowych sygnatu: aproksymacja wptywu long-range leakage za pomo-
ca modelowania stata, wielomianem lub w inny sposéb
#6 || Usuniecie w sposéb iteracyjny wplywu innych sktadowych czgstotliwo-
Sciowych sygnatu (w dziedzinie czasu lub cz¢stotliwosci) lub kompensa-
cjatego wplywu w kolejnych etapach estymacji (zastosowanie poprawki,
dobor parametrow)
Struktura algorytmu:
#7 || Liczba wykorzystanych warto$ci DFT/DtFT
#8 || Czy jest metodg iteracyjna?
#9 || Czy jest metodg wieloetapowq?
Postac¢ widma:
#10 || Metoda wykorzystuje warto$ci modutu widma (| X|) czy wartosci ze-
spolone X?
#11 || Wykorzystane okna czasowe
#12 | Czy metoda wykorzystuje wartoSci DtFT?
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Tabela 3.2. Zestawienie wlasnoSci wybranych metod omawianych w rozdziale trzecim.

Klasyczne metody IpDFT
model sygnatu struktura posta¢ widma
Metoda #1 | #2 | #3 | #4 | #5 | #6 || #T | #8 | #9 || #10 #11 | #12
Renders[148] || v | X | X | X | X | X 2 X | X || X | Prost. X
Bertocco[32] XX | XXX 2 X | X || X, | Prost. X
Rife[149] I X X XXX 2 | X | X | |Xk | MSD X
Yang[179] I X | X | XX | X 2 | X | X | Xy | MSD | X
Quinn[144] XX | XXX 2 X | X || X, | Prost. X
Liao[115] XX | XXX 2 X | v || X, | Prost. X
Agrez[5] I X XX /X 3 X | X || | Xkl | Prost. X
Belega[12] I X XX /X 3 X | X ||| Xk | MSD X
Duda[79] I X XX VX 3 X | X || |Xx| | GMSD | X
Iteracyjne dwupunktowe metody IpDFT 7z obliczaniem DtFT
model sygnatu struktura postaé¢ widma
Metoda #1 | #2 | #3 | #4 | #5 | #6 || #T | #8 | #9 || #10 #11 | #12
Aboutanios[3] || vV | X | X | X | X | X 2 |V | X | | Xkl | Prost. |
Serbes[158] || v | X | X | X | X | X 2 | v | X | |Xk| | Prost. | V/
Liao[114] I XX | XXX 2 |/ | X | |Xk|| Prost. | v
Belega[24] VI XX | XXX 2 |/ | X | |Xk]| MSD | vV
Iteracyjne trzypunktowe metody IpDFT 7 obliczaniem DtFT
model sygnatu struktura postaé¢ widma
Metoda #1 | #2 | #3 | #4 | #5 | #6 || #7 | #8 | #9 || #10 #11 | #12
Fan[81] I XX | XXX 3 v | X || |Xg|| Prost. | v
Wei[172] S XX | XXX 3 | v | X || |Xkl| Prost. | v
Inne estymatory trzypunktowe dla pojedynczej oscylacji zespolonej
model sygnatu struktura posta¢ widma
Metoda #1 | #2 | #3 | #4 | #5 | #6 || #7 | #8 | #9 || #10 #11 | #12
Jacobsen[93] X X | XXX 3 X | X || X, | Prost. X
Candan[58] XX | XXX 3 X | X || X, | Prost. X
Candan[60] I X | XX | XX 3 X | v || Xi | kazde* | X
Liang[113] I XXX | XX 3 X | X || X, | Prost. X
Wen[173] XX | X | X ]| X 3 | X | X | X | MSD | X
Chen[65] VI X | X | X |V X L+3 | X | X || Xx | MSD X
Klasa metod 7 bezpos. el. sktadowej sprzeionej
model sygnatu struktura postaé¢ widma
Metoda #1 | #2 | #3 | #4 | #5 | #6 || #7 | #8 | #9 || #10 #11 | #12
Chen[64] IV XXX 3 X | X || X, | Hann X
Borkowski[36] || vV |V | X | X |V | X 3 X | X || X, | MSD X
Wang[171] IV XX 4 | X | X || Xy | MSD X
Borkowski[37] || v |V | X | X |V | X 3 X | X || X, |GMSD | X
Matusiak[123] | vV | vV | X |V | V | X 5 X | X || X, |GMSD | X
Wang[170] IV XXX 3 X | X || X | Prost. X
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Tabela 3.3. Zestawienie wlasnosci wybranych metod omawianych w rozdziale trzecim.

Metody z iteracyjnym usuwaniem wpltywu sktadowej sprzezonej

model sygnatu struktura posta¢ widma
Metoda H1 | #2 | #3 | #4 | #5 | #6 || #7 | #8 | #9 || #10 | #11 #12
Romano[151] VI X | X | X | X | X | 3|V | X | |Xk | Prost v
Ye[181] VI X | X | X | X | X | 2|V | X | |Xk | Prost v
Metody z iteracyjnym usuwaniem wpltywu sktadowych harmonicznych
model sygnatu struktura posta¢ widma
Metoda H1 | #2 | #3 | #4 | #5 | #6 || #7 | #8 | #9 || #10 | #11 #12
Belega[23] VI X | X | X | X | X | 3|V | X | |Xk | Prost v
Derviskadic[72] || v | X | X | X | X | X || 2 | v/ | X | |Xk| | Prost. v

Tabela 3.4. Zestawienie wlasno$ci metod interpolacji widma zaproponowanych przez au-
tora niniejszej rozprawy.

Metody IpDFT dla okien GMSD zaproponowane w niniejszej rozprawie \

model sygnatu struktura posta¢ widma
Metoda H1 | #2 | #3 | #4 | #5 | #O6 || #7 | #8 | #O || #10 | #11 | #12
2pGMSD VIV X | XS X X || Xy | GMSD | X
3pGMSD[37] (| vV |V | X |V |V | X || 5| X | X | Xx | GMSD | v
SpGMSD[123] || vV |V | X |V |V | X || 5 | X | X || Xi | GMSD | X
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Rozdzial 4

Nowa rodzina metod IpDFT dla okien
czasowych GMSD

4.1 Wprowadzenie do rozdziatu

Analiza dotyczaca dostepnych metod interpolowanej DFT przeprowadzona w rozdziale 3
pokazata, ze obecnie wykorzystywane techniki ograniczania wptywu na estymacje obec-
nosci skfadowych zakldcajacych najczesciej zakltadaja kompensacje poSrednia, np. z uzy-
ciem technik iteracyjnych. W przypadku zastosowania tych metod skrécenie czasu trwa-
nia okna pomiarowego powoduje zmniejszenie doktadnoSci estymacji, co jest zwigzane
z rosngcym wptywem przecieku widma pochodzacym od bliskich sktadowych czestotli-
wosciowych, zwlaszcza sktadowej sprzezonej i bliskich sktadowych harmonicznych. Jak
zostalo pokazane w niniejszym rozdziale, funkcja aproksymujaca charakterystyke czesto-
tliwoSciowg okien GMSD [37] pozwala na uzyskanie nowych metod IpDFT, ktére cha-
rakteryzujg si¢ znaczacg redukcja wptywu przecieku widma pochodzacego od bliskich
sktadowych, bezposrednio w formule interpolacyjne;.

Koricowym rezultatem przeprowadzonych badaii nad metodami interpolacji widma
jest autorska procedura uzyskiwania algebraicznych wyrazen estymatoréw czestotliwosci
wykorzystujacych okna GMSD. Uzyskiwane w ten sposob formuty interpolacyjne uwzgled-
niaja wptyw przecieku widma pochodzacego od innych sktadowych wystepujacych w wid-
mie. W niniejszym rozdziale zostaly przedstawione zaleznosci, wraz z pelnym wyprowa-
dzeniem, dla trzech metod: dwupunktowej, trzypunktowej[37] (wraz z jej uogélniong po-
stacia) oraz pigciopunktowej[123]. Prezentowane estymatory zaktadajg redukcje wpltywu
na estymacje kolejnych sktadowych czestotliwoSciowych, odpowiednio: jednej, dwoch lub
czterech oscylacji zespolonych. Wszystkie z wymienionych metod zostaty przedstawio-
ne w uogolnionej i sparametryzowanej formie, ktéra umozliwia otrzymanie wyrazenia
uwzgledniajacego wplyw wybranych zespolonych oscylacji harmonicznych (z czestotli-
woscig stanowigca calkowitg wielokrotno$¢ czestotliwosci podstawowej \p). Dla metody
dwupunktowej mozliwy jest wybdr krotnosci jednej zespolonej oscylacji harmonicznej,
dla metody trzypunktowej dwoch oscylacji zespolonych oraz krotno$ci dwoch dowolnie
wybranych rzeczywistych oscylacji harmonicznych dla przypadku metody pieciopunkto-
wej. W praktyce oznacza to m.in. mozliwo$¢ wyeliminowania wplywu wybranej rzeczy-
wistej sktadowej harmonicznej niskiego rzedu w pomiarze czestotliwosci sygnatu sinuso-
idalnego z wykorzystaniem metody pieciopunktowej. Wszystkie z wymienionych metod
sq metodami z bezposrednig eliminacja wptywu sktadowych zakt6cajacych, a wiec ofe-
rujg jednokrokowg formute algebraiczng stuzaca estymacji czestotliwo$ci unormowane;j
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Ao- W przypadku metody trzypunktowej, bezposrednia eliminacja wptywu bliskich skta-
dowych czestotliwosciowych funkcjonuje réwnolegle do eliminacji wptywu sktadowych
oddalonych wynikajacej z zastosowania okien GMSD[37].

4.2 Widmo okien czasowych GMSD

Dla zachowania kompletno$ci wywodu, ponizej zostaly ponownie przedstawione zalezno-
Sci zwigzane z oknami czasowymi GMSD, ktére stanowig punkt wyjscia dla wyprowa-
dzenia uzyskiwanych metod. Dyskretna funkcja definiujgca posta¢ czasowg okien GMSD
przyjmuje w ogdlnosci postac:

w(n) = sin? (7;1) 4.1)

dla okna pomiarowego o dtugosci NV, gdzie indeks n = 0,...,N — 1, a parametr okna p jest
nieujemny liczbg catkowitg. Okna czasowe tej rodziny sg uogdélniong postacig okien MSD
(tj. okien I klasy Rife’a-Vincenta)[37]. Zalezno$¢ (4.1) moze zosta¢ wykorzystana do defi-
nicji postaci czasowej okien MSD dla parzystych wartosci parametru okna p. Okna GMSD
zachowuja wlasno$¢ maksymalnego tempa opadania listkow bocznych charakterystyczng
dla okien MSD[37].

Podstawowg zaleznoScig wykorzystywanag w wyprowadzeniu rownan uzyskiwanych
metod jest ciaggta funkcja aproksymujaca charakterystyke czestotliwo$ciowa okna czaso-
wego (4.1)[37]:

7];67]70\ sin (7T>\ + zﬂ)
W,(\) = T2 2 4.2)
p( r > .
i+ T <)\+h+2>
h=—(r+z)

gdzie parametry 2 oraz r sg definiowane z uzyciem parametru okna p jako p = 2r 4 2z oraz
r = |p/2], tj. r jest wartoscig catkowita, bedgcg ilorazem dzielenia p przez dwa, z kolei z
stanowi reszte tego dzielenia.

Estymatory sygnatu wieloczestotliwoSciowego wystepujace w metodach interpolacji
widma w ogdlnosci wykorzystuja dwie informacje: o wartoSciach pragzkéw DFT oraz z
zaleznoSci okreSlajacej relacje pomiedzy nimi, tj. o ksztatcie widma, ktéry wynika z przy-
jetego modelu sygnatu. W przypadku okien GMSD widmo mozna aproksymowac poprzez
sume przesunietych na osi czestotliwosci i przeskalowanych funkcji (4.2), dla ktérych kaz-
da reprezentuje widmo pojedynczej oscylacji zespolonej, a uzyskane w pomiarze wartoSci
DFT wyznaczaja zbior dyskretnych wartoSci roztozonych rownomiernie w cigglym wid-
mie. Wskazane wyrazenie stanowi punkt wyjscia dla wyprowadzenia metod interpolacji,
gdyz pozwala na ustalenie relacji zachodzacej pomiedzy kolejnymi wartoSciami DFT wid-
ma i ostatecznie prowadzi do uzyskania formuty interpolacyjnej. Ogélne wyrazenie wia-
zace dwie dowolne wartosci DFT z widma okna GMSD (4.2) jest wyrazone w nastepujacy
sposob [37]:

L 2A+m—1)—p
Wp(A+n) = Wy(A) H 2\ +m) + p

m=1

(4.3)
gdzie dla dowolnej czestotliwos$ci unormowanej widma A mozna ustali¢ zwigzek pomig-

dzy wartoscig WW,(\) i oddalong od niej o n wartoscig widma W,(A + n), a n jest warto-
Scig catkowita (n € Z). Licznik i mianownik powyZzszego wyrazenia stanowig wielomiany
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zmiennej A\ przyjmujace stopien zalezny od odlegtosci n pomiedzy dwoma rozpatrywany-
mi prazkami. Stagd przemnozenie obu stron réwnania (4.3) przez wielomian wystepujacy
w mianowniku prowadzi do uzyskania réwnania wielomianowego stopnia n. Zestawie-
nie tej relacji z modelem sygnatu wieloczgstotliwoSciowego (3.3) pozwala na uzyskanie
wyrazenia wigzacego wartosci sasiadujacych prazkéw widma X (k). Jesli jest mozliwe
rozwigzanie tak uzyskanego réwnania ze wzgledu na wartos$¢ )\, to uzyskana relacja pro-
wadzi do formuly interpolacyjnej. Wraz ze wzrostem wartosci parametru n w (4.3) uzyski-
wane rownanie bardzo si¢ komplikuje. Dlatego dla uproszczenia zapisu uzyskanej relacji
zachodzacej pomigdzy prazkami DFT, uzywane sa wspoétczynniki réznic skoniczonych de-
finiowane w sposéb rekurencyjny:

A X, = X,
AlX{f“: Kir1 — Xg 4.4)
A" X, = An—le+1 — An—le

gdzie warto$¢ n oznacza rzad wspotczynnika. Liczba prazkéw DFT, ktérych wartosci sa
uzywane do obliczenia wspéiczynnika A" X wynosi n + 1. Dla metody dwupunktowej
wykorzystywane sa zatem wspéiczynniki maksymalnego rzedu n = 1 (wspélczynnik
A'X}), dla metody trzypunktowej n = 2 (wspéfczynnik A?X},) oraz dla metody pig-
ciopunktowej n = 4 (wspéiczynnik A*X}).

Wyprowadzenia przedstawione w niniejszym rozdziale wykorzystuja analiz¢ przypad-
ku pojedynczej oscylacji zespolonej jako baze do uzyskania kolejnych relacji opisujacych
pelny model (3.3). Przyjete podejScie ma na celu uproszczenie wyprowadzen. Ostatecznie
uzyskanie koficowych formut interpolacyjnych jest mozliwe dzigki wykorzystaniu wtasno-
Sci liniowoSci przeksztatcenia DFT.

4.3 Widmo pojedynczej oscylacji zespolonej dla okien GMSD
i dwupunktowa formuta IpDFT

W rozdziale 3 wykorzystanie wzoru Eulera do rozwini¢cia modelu sygnatu wieloczesto-
tliwosSciowego (3.1) pozwolilo na jego przedstawienie w postaci sumy oscylacji zespolo-
nych w réwnaniach (3.2) oraz (3.3). W dalszej cz¢Sci wywodu wybrana zostata pojedyncza
oscylacja oznaczona indeksem [ = a z modelu (3.3), ktérej czestotliwo$¢ A\, = a) sta-
nowi catkowitg wielokrotno$¢ czestotliwosci podstawowej Ag:

Tq(n) = Bee?™ 0N (4.5)

dla ktérej B, oznacza amplitude zespolong oscylacji.

Wykorzystanie przeksztatcenia DFT (3.4), po natozenie okna czasowego w(n) na sy-

gnatl x,(n), pozwala na otrzymanie wartosci dyskretnego widma X ,ﬁ“*o):

N-1
X2 = 3™ w(n)ag (n)e 2R (4.6)
n=0
Roéwnania (4.5) i (4.6) prowadza do nastepujacej zaleznoSci opisujacej widmo czastkowe
X ,ga’\O) zwiazane z pojedynczg oscylacja a:

X\ = BW,(k — ao) (4.7)
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Gorny indeks zastosowany w symbolu X ,ﬁ‘“f’) ma na celu podkreSlenie faktu, ze X

jest sktadowg widmowa modelu (3.10), zwigzang z sygnatem z,(n). Przyjeta konwencja
jest dalej konsekwentnie stosowana w niniejszym rozdziale.

Tak jak podkreslano wczes$niej, formuty interpolacyjne wprowadzanej rodziny metod
opieraja si¢ na analizie relacji pomi¢dzy wartoSciami sasiadujacych ze sobg prazkow wid-
ma. Najprostszym wyrazeniem tego rodzaju jest takie, ktore uwzglednia dwie kolejne

(aXo)
k

wartoSci prazkéw pochodzacych z dyskretnego widma X ,ﬁ‘“o). W celu uzyskania takiej
zaleznoS$ci mozna obliczy¢ wartoS¢ wspotczynnika réznicy skonczonej rzgdu pierwszego,
zgodnie z definicjg (4.4). Po uwzglednieniu wyrazenia (4.7) otrzymano:

ALX[R0) = x (@0 _ X (@20 — B UIW, (k41— aXo) — Wy (k — ao)] (4.8)

W powyzszym réwnaniu nie sg znane dwa parametry sygnatu x,(n), tj. amplituda zespo-
lona B, i czgstotliwos$¢ podstawowa \j. Celem opisywanego wyprowadzenia jest znalezie-
nie wartosci czestotliwosci A, dlatego nalezy wyeliminowac parametr 5B, z réwnania. W
tym celu mozna wykorzystac relacje (4.3), dzigki ktérej mozliwe jest rozwinigcie wartosci
W,(k+ 1 — a)o) we wczesniejszym réwnaniu:

k—2alg —p k—2alg —p

—1] = x —1

2(/{7—0)\04‘1)4‘]7 ] k [2(k—a)\0—|—1)+p
4.9)

W powyzszym réwnaniu parametr amplitudy zespolonej B, zostal zwiniety do postaci

AXE = B, (k—ao) [

X ,g“AO) przez bezposrednie wykorzystanie definicji (4.7). W celu uproszczenia zaleznoSci
nalezy uzyskany utamek podzieli¢ przez 2 i dalej sprowadzi¢ do wspdlnego mianownika
z utamkiem otrzymanym przez rozwini¢cie wartosci —1:

Alega)\o) _ Xlga)\o) [ k— CL)\O — g (k’ — CL)\O + 1) —+ g‘| _ X’gaAO) _(p + 1)
3

(k—ah+1)+2 (k—al+1) (k—aXo+1)+2
(4.10)
Ostatecznie wyrazenie opisujgce relacje pomiedzy dwoma sgsiadujacymi ze sobg prazka-
mi X(a)\o) i X(a)\o) bi z.
k k+1 Przybiera postac:
(p+ DX\ = Al x[®) <a/\0 —k—1- g) (4.11)
Jesli model sygnatu sktada si¢ wylacznie z jednej oscylacji zespolonej, to jedyng niewia-
doma w powyzszym réwnaniu jest wartos$¢ czestotliwo$ci unormowanej \g. Te sama pro-
cedure mozna zastosowac¢ do wyprowadzenia zaleznosci zawierajacg wartosci A'X ,§“A°)
oraz X ,§“*°> (przez rozwinigcie wartosci W,(k — a\o) zamiast W,(k + 1)¢) w réwnaniu
(4.8)). Alternatywna wersja rownania (4.11) jest wowczas dana jako:

(p+ )X = Al x ) (aAU —k+ 12)) (4.12)
Réwnania (4.11) oraz (4.12) prowadza do otrzymania formuly interpolacyjnej dla przy-
padku pojedynczej zespolonej oscylacji harmonicznej obecnej w modelu sygnatu. Zakta-
dajac, ze czgstotliwos¢ podstawowa Ao w modelu sygnatu (3.3) odpowiada czgstotliwosci
rozwazanej oscylacji, to parametr a bedacy krotnoScig harmonicznej musi przyja¢ war-
to$¢ a = 1. Kolejnym krokiem jest ustalenie relacji pomiedzy sktadowa widmowa X ,g‘“ﬁ)
a widmem badanego sygnatu. Dla pojedynczej oscylacji zespolonej widmo sygnatu z mo-
delu (3.10) przyjmuje postaé:

X, = X (4.13)
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co prowadzi do uproszczenia rownan (4.11) oraz (4.12) przez zastapienie symboli sktado-
wych czastkowych X ,EGAO) znanymi warto$ciami Xj. Po prostych przeksztatceniach alge-
braicznych otrzymane zostaty formuly interpolacyjne dla przypadku estymacji czestotli-

woSsci unormowanej \g. Pierwsza formuta interpolacyjna przybiera postaé:

(p+1)Xy

N — ke =
0 T TAIX,

+ (1 + g) (4.14)

co wynika z podstawienia do (4.11) modelu (4.13). Druga formuta przedstawia si¢ jako:

(p+1DXp1 p
M—k=¢c= ALY, 5 (4.15)
ktora jest otrzymana z podstawienia do (4.12) modelu (4.13).

W rozdziatach 3i 5 pokazano, ze estymator, ktory zaktada model pojedynczej oscylacji
zespolonej moze by¢ uzyteczny dla diuzszych czaséw pomiaréw. W przypadku rozwaza-
nego estymatora dwupunktowego jest to sytuacja, gdy mozna pomina¢ wplyw innych skta-
dowych czestotliwoSciowych na wartoSci zespolonych prazkow X i X, (podstawienie
w modelu (4.13)). W przypadku obu estymatoréw (4.14) oraz (4.15) dobér odpowiednie;j
wartoSci parametru okna p pozwala na dodatkowg eliminacje wplywu przecieku widma
pochodzacego od sktadowych oddalonych.

4.4 Widmo sygnatu sinusoidalnego dla okien GMSD i trzy-
punktowa formuta IpDFT

Prébki sygnatu uzyskiwane w praktycznym systemie przyjmujq wartoSci rzeczywiste, dla-
tego sktadowej podstawowej w widmie musi towarzyszy¢ komponent sprzgzony (rozdziat
3.6). W takim przypadku wykorzystanie metod zaktadajacych w modelu pojedynczg oscy-
lacje zespolong skutkuje znacznym spadkiem doktadnoSci estymacji, gdy czas pomiaru
jest krotki. Alternatywnie zastosowanie metod z rozszerzonym modelem sygnatu, tak aby
zostal uwzgledniony wplyw sktadowej sprzezonej, umozliwia bardzo znaczaca redukcje
omawianego btedu. Zalezno$¢ aproksymujaca widmo (4.2) pozwala na uzyskanie meto-
dy tego rodzaju, wykorzystujacej bezposrednig formule interpolacyjng z trzema kolejnymi
prazkami DFT: X, X}, Xj;41. Uzycie trzech wartoSci DFT pozwala na wygenerowanie
wielomianu drugiego stopnia, ktory naste¢pnie moze stuzy¢ do zbudowania uktadu réw-
nan zawierajacych zaleznoSci opisujace dwie zespolone oscylacje. Podobnie jak to bylo w
przypadku wyprowadzenia formuty dwupunktowej, poczatkowe wyrazenia sa uzyskiwane
dla pojedynczej oscylacji zespolonej o czgstotliwosci a)g (4.5).

Wspétczynnik réznicy skonczonej dla trzech sasiadujacych ze soba prazkéow DFT
A?X ,ﬁ“_*f), zdefiniowany zgodnie z (4.4), po rozwinigciu przedstawia si¢ nastepujaco:

AQXIgci)\lo) _ Alega/\O) . AlX]ga;AlO) — X]gi)\lo) _ 2X]§a)\0) + X’gfi)\l()) (416)

Powyzsze wyrazenie stanowi punkt wyjSciowy do otrzymania zaleznoSci wigzacej wspot-
czynnik réznicy skoriczonej drugiego rzedu A?X ,ﬁ‘ff) z kwadratem wartosci czestotli-
wosci podstawowej \Z. Rownanie kwadratowe tej postaci daje mozliwos¢ uwzglednienia
dwdch sktadowych o niezaleznych wartoSciach czestotliwo$ci harmonicznych, co zostanie
wykazane dalej w tej sekcji. Rownanie (4.16) mozna rozwina¢ do postaci wyrazonej przy
pomocy czestotliwoSci podstawowej A\, przez wykorzystanie réwnan opisujacych relacje
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pomiedzy dwoma kolejnymi pragzkami DFT, uzyskang wcze$niej dla przypadku estymato-
ra dwupunktowego (4.11) i (4.12). W pierwszej kolejno$ci wspétczynnik Al X ,gaAO)
zosta¢ wyrazony za pomocg (4.11) i dalej wyrazenie A*X ,g‘iﬁo)

odpowiednie zastgpienie indeksu k na k£ — 1):

moze
za pomocy (4.12) (przez

a\ a\
AQX]E;G)\O) . AIXISJGAO Ale(I)\() _ (p + 1)X]g O) (p + 1>X]5 0)
-1 —

= — 4.17
a)\g—kﬁ—l—g a>\0—k+1+§ ( )

W przypadku powyzszego wyrazenia nalezy zauwazy¢, ze znalezienie wspolnego mia-
nownika skutkuje otrzymaniem wyrazenia typu (a + b) - (a — b). Po przemnozeniu obu
stron réwnania przez wspolny mianownik, wyrazenie przyjmuje posta¢ wiazaca trzy ko-
lejne prazki widma DFT i zawiera kwadrat czestotliwosci unormowanej A3:

2
(p+ 1) (p+2)X ) = A2x ) [(a)\o k) — (1 + g) ] (4.18)

Powyzsze wyrazenie stanowi odpowiednik rownania (4.12) dla przypadku trzech prazkow
widma DFT. Postepujac w analogiczny sposéb mozna powtorzy¢ proces wyprowadzenia
zaleznoSci dwupunktowej. Przepisanie wyrazenia (4.18) w taki sposéb, aby wyodrebnic¢
jednomian a3 do lewej strony réwnania, prowadzi do otrzymania postaci ogélnej funkcji
kwadratowej ze wzgledu na zmienng \o:

PN XY —ahk AP XY+ R A2 XY (1 - 2) AZXY — (p+1) (p+2) X = 0

(4.19)
Tak jak wspomniano wczes$niej, na potrzeby dalszej czeSci wyprowadzenia potrzebne jest
wyrazenie, ktore wigze jednomian zawierajacy A3, wyrazony wartosciami prazkéw X, (a0)
i znanych parametréw k, pi a. Dlatego tez nalezy wyeliminowad jednomian a\gkA% X, (a)‘“)
z réwnania (4.19). W celu uzyskania zaleznoSci definiujgcej usuwany jednomian nalezy
wykorzysta¢ wyrazenie (4.3), najpierw do wygenerowania posredniej zaleznoSci wiazacej
prazki X i Xj;_1, a nastepnie analogicznej, wigzacej prazki Xy i Xyq1:

(—ado+k+1+ Q)X,g?ﬁl@ = (—ado + k — §>X,gw> (4.20)
(—ado+k—1— g)X,g‘?f) = (—aro+ k+ g)X;‘“O) 4.21)

Wyrazenia (4.20) i (4.21), po dodaniu stronami, prowadza do uzyskania wyrazenia defi-

niujgcego jednomian algA%X ,ﬁ‘?f):

a 1 a. a
A2X (aXg — k) = S +2) [y — xy (4.22)

co za tym idzie, powyzsze wyrazenie pozwala na eliminacj¢ tego jednomianu z rowna-

nia (4.19). Po odpowiednim uporzadkowaniu obu stron rOwnania otrzymano wyrazenie

)

definiujgce jednomian a? \3A2X ka’\o ktore sktada si¢ wylacznie ze znanych parametrow:

P NAXY = ALY + k(p + 2) (X0 — X

1 a a a
+ b+ 2)[(p+2)XN + 2pX ) + (p+2) X)) (4.23)
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Dalsza czg$¢ wyprowadzenia dotyczy uzyskania trzypunktowej formuly interpolacyj-
nej do estymacji czestotliwosci podstawowej Ay dwoéch niezaleznych oscylacji zespolo-
nych W celu zachowania czytelnosci wywodu zostaly wprowadzone symbole CA2 ,C yf) i

0
C , ktére pozwalaja na skrocenie zapisu uzyskanych ztozonych réwnan. Wspoétczynnik
C (a) definiowany jest za pomocg nastepujacego jednomianu:

Oy = arA? XY (4.24)

Ao

i pozwala na zapis wyrazenia (4.22) w nastepujacy sposob:
a 1 a. a
CLY = kAPXY) +5(p+2) [ - xpy (4.25)
Z kolei wsp6tczynnik C i‘é) definiowany jest jako:
0

C§§ = a2A\2A2X ) (4.26)

i pozwala na zapis wyrazenia (4.23) w nastepujacy sposob:

'y

1 = RAPXY + k(p+ 2) XY — XY

1 a a a
+ 10+ 2+ 2) X\ 4 2pX ) 4 (p+2) X)) (4.27)

Ostatni z wprowadzanych wspoétczynnikéw C jest zdefiniowany jako:
ol = A2x ") (4.28)

i stanowi odpowiednik stopnia zerowego symboli C' i‘é) iC )(\‘g) Zostat on wprowadzony dla
ujednolicenia wyrazen w zestawianych dalej uktadach réwnan.

Roéwnania (4.25), (4.27) i (4.28) zostaly wykorzystane w proponowanej procedurze,
poniewaz pozwalajg na uwzglednienie w estymacji dwdch zespolonych sygnaléw harmo-
nicznych. Wynika to z tego, ze za ich pomocg uzyskiwany jest wielomian stopnia drugie-
go zmiennej \y. Analogicznie jak dla przypadku metody dwupunktowej, tak i dla metody
trzypunktowej nalezy wybra¢ model sygnatu, dla ktérego zostanie uzyskana formufa in-
terpolacyjna. Przy zalozeniu dwoch statych wartosci czestotliwosci, dla dwoch oscylacji
zespolonych, tj. A\; = a)g oraz Ay = b\, wartosci prazkéw widma DFT takiego modelu
mozna wyrazi¢ jako:

X = X 4 x () (4.29)

Powyzsze rownanie pozwala na sprowadzenie wyrazen czastkowych reprezentowanych za

pomoca symboli cl C’Yf) i C’éh) do postaci, ktora zawiera tylko faktycznie mierzone
0

)\2 1)
wartoSci widma Xj. Jest to mozliwe ze wzgledu na to, ze wartosci czastkowe X ,E’MO) i

X ,gb’\O) w réwnaniach (4.25) i (4.27) powigzane sg ze zmienng )\, wylacznie za pomocg
zaleznoSci liniowych. Przez wprowadzenie nowych definicji wspoétczynnikéw C,:

Ch = cg? + cgg N Ch = C§‘§> + c§%> A Co=C 4P (4.30)
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mozliwe jest uzyskanie wariantow rownan (4.25), (4.27) i (4.28), ktére s wyrazone przez
mierzone wartoSci Xy, ze wzgledu na model (4.29). Wspétczynnik C/\g mozna wyrazié
jako:

Chz = KA Xy 1 + k(p + 2)[Xpp1 — Xjd]

1
+ Z(P +2)[(p + 2) Xiq1 + 2p Xy + (p+ 2) Xj—1]  (4.31)

posta¢ wspotczynnika C)\(l) jako:

1
Cy = arA X 1 = kAZX + 5(p +2) [ X1 — Xp_1] (4.32)

oraz wspoétczynnik Cj jako:
Co = A’Xj (4.33)

Zastosowanie sum zdefiniowanych w (4.30), ze wzgledu na definicje wspétczynnikow
czastkowych (4.24), (4.26) i (4.28) oraz wspétczynnikow (4.31), (4.32) i (4.33), prowadzi
do uktadu réwnar postaci:

Co = A2X(Y) + A2X (Y
O = aXoA2XY) + DA AZXY (4.34)
Cha = a2A3AZXY) + DPAZAZXY)

Nalezy zwr6ci¢ uwage na to, ze nie da si¢ bezposrednio zsumowac prawych stron po-
wyzszych réwnan, jak to byto zrobione w przypadku sumowania wspétczynnikéw (4.31),
(4.32) i (4.33), ze wzgledu na potencjalnie r6zne wartoSci parametréw a i b stojacych przy
czastkowych sktadnikach widma A2X(“* § A2X ") Powyzszy uktad réwnai mozna
przedstawi¢ w formie macierzowe;j:

a2} VA2 —Cy] [Arxiy 0
aXo bAo —Cy |- |A2XP ] =0 (4.35)
1 1 —C 1 0

Nietrywialne rozwigzanie uktadu réwnan jednorodnych istnieje tylko wtedy, gdy wyznacz-
nik macierzy gléwnej zeruje si¢, a wiec dla powyzszego réwnania:
a’ 3 VA2 -C A2
arg b —C),| =0 (4.36)
1 1 —Cy

Warto$¢ powyzszego wyznacznika moze zosta¢ bezposrednio wyliczona z definicji jako:

abCoXj — (a +D)Cr Ao + Cyz = 0 (4.37)

Powyzsze réwnanie nie zalezy od nieznanych wartosci czgstkowych widma A2X ,5‘“0) i
AZX ,EMO), a wigc jedynym nieznanym parametrem jest Ao, stad generowane sg dwa pier-
wiastki ze wzgledu na \g:

a+0)Cy £ a—+b)Cy1)2 + 4abCyC2
a0y (o DO+ 4Gy .
QCLbCO
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Wybér wlasciwego rozwigzania wymaga sprawdzenia wartoSci rzeczywistej i urojonej
otrzymanych pierwiastkéw. Czestotliwo$¢ znormalizowana )\ z zaloZenia powinna przyj-
mowac¢ dodatnie wartoSci rzeczywiste i takie kryterium nalezy uwzglednic¢ przy wyborze
odpowiedniego pierwiastka (gdy wybrane £ jest z pierwszej potowy dodatniej cz¢sci wid-
ma). Ze wzgledu na wystepowanie btedéw pomiaru wynikajacych m. in. z ograniczen
arytmetyki procesora, bledow losowych i systematycznych estymatora, po ostatecznym
zastosowaniu formutly interpolacyjnej moze pojawic si¢ niezerowa warto$¢ urojona mimo
wlasciwie wybranego pierwiastka. Z tego wzgledu, w algorytmie nalezy uzy¢ operatora
Re{-} do uzyskania wartos$ci rzeczywistej uzyskanej warto$ci zespolonej. Réwnanie kwa-
dratowe (4.37) pozwala na znalezienie czestotliwos$ci podstawowej Ay sygnatu ztozonego
z dwoch zespolonych i harmonicznych oscylacji (o czestotliwoSciach stanowigcych catko-
witg wielokrotno$¢ czgstotliwoSci podstawowej: A\; = aX i Ao = bA). Jesli rozwazany jest
sygnal ztozony z prébek o wartosciach rzeczywistych, wtedy wartosci badanych sktado-
wych widmowych sg sprzezone wzgledem siebie, a wartoSci uzywanych krotnosci a i b
muszg by¢ przeciwne, tj. a = —b. Dzigki temu réwnanie (4.37) upraszcza si¢ ze wzgledu
nato, ze a + b = 0, do postaci:

a’CoNg = Oz (4.39)

Dodatkowo jesli przyja¢ a = 1, wtedy estymacja dotyczy rzeczywistego sygnatu sinuso-
idalnego o czgstotliwosci A\ = Ay i rozwigzanie przybiera postac:

Ce
20 (4.40)

=
0 CO

a po ostatecznym rozwinie¢ciu symboli ng i Cy:

a\ a\ a\ a\ a\
32 ey Hp £ QXY = X+ 50+ Dl + DX + 29X + 0+ XY

A2X)

(4.41)
Uporzadkowanie wartoSci wyrazenia po prawej stronie rOwnania wzgledem prazkow DFT
skutkuje otrzymaniem formuty:

[(p+ 2+ 4K) X 1 2pX (9 4 (p 12 — 4k) X ()

)\g = k2 + (p + 2) 4A2Xlga)‘10)

(4.42)

Powyzsze wyrazenie jest tozsame z formutg uzyskang w [37]. W odréznieniu jednak od
wyprowadzenia zamieszczonego w niniejszej rozprawie, autorzy przytoczonej pracy pre-
zentujg sposob uzyskania estymatora, ktéry nie jest catkowicie Scisty, uzyskujac uogélnie-
nie fomuly dla dowolnej warto$ci parametru p w sposéb heurystyczny. Jednakze autorzy w
[37] dodatkowo pokazuja, ze formuta interpolacyjna (4.42) niweluje sumaryczny wplyw,
pochodzacy od innych oddalonych sktadowych czestotliwoSciowych, poprzez modelowa-
nie jego warto$ci wielomianem (patrz rownanie (3.94)).
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4.5 Widmo rzeczywistego sygnalu sinusoidalnego zakl6-
conego harmoniczng dla okien GMSD i pi¢ciopunk-
towa formuta IpDFT

4.5.1 Metoda pieciopunktowa dla okien GMSD

Ostatnia z wprowadzanych w niniejszej rozprawie metod interpolacji widma to pigcio-
punktowa metoda 5SpGMSD, ktoéra charakteryzuje si¢ formuta interpolacyjna wykorzy-
stujaca pie¢ kolejnych wartosci prazkéow DFT do estymacji czestotliwoSci podstawowej z
bezposrednim uwzglednieniem dwoéch rzeczywistych sktadowych sinusoidalnych. Podob-
nie jak w przypadku wcze$niejszych metod, proces wyprowadzenia wykorzystuje wyraze-
nie (4.3), ktére pozwala na wygenerowanie réwnania wielomianowego czwartego stopnia
do opisu relacji pomiedzy wartosciami widma DFT dla pojedynczej oscylacji. Uzyskane
rOwnania pozwalaja na uwzglednienie w interpolacji dwoch sprzezonych par komponen-
tow czestotliwosciowych, ktdrych moduly czestotliwosci sa okreslone przez krotnosci a i
b wzgledem czestotliwo$ci podstawowej \g. Caly proces wyprowadzenia metody pigcio-
punktowej jest bardzo zblizony do wczesniej omawianego wyprowadzenia metody trzy-
punktowej. Gtowna réznice stanowi wykorzystanie w modelu dwoch rzeczywistych skia-
dowych sinusoidalnych, tj. dla czterech oscylacji zespolonych o czestotliwo$ciach a),
—aXg, bAg i —b)¢. Uzyskanie réwnania definiujacego jednomian a*\JA? X} za pomoca
wylacznie znanych wartoSci wymaga wstepnego znalezienia analogicznych zaleznosci dla
jednomianéw rzedéw trzeciego, drugiego i pierwszego. Jest to gtéwny powdd, dla ktérego
wyprowadzenie znaczaco si¢ komplikuje w stosunku do metody trzypunktowej. Uwzgled-
nienie modelu dwdéch oscylacji sinusoidalnych prowadzi do réwnania dwukwadratowego,
ktore dostarcza cztery mozliwe pierwiastki okreslajace wartoS¢ czestotliwosci podstawo-
wej A\g. Przyjecie odpowiednich zatozen co do wartosci uzyskanych pierwiastkéw prowa-
dzi ostatecznie do pigciopunktowej formuly interpolacyjne;j.

4.5.2 Zaleznosci pi¢gciopunktowe dla pojedynczej oscylacji zespolonej

Definicje symboli Ci%), Ci‘g) i C\* dla jednomianéw zawierajacych czestotliwo$¢ ),

Opis wyprowadzenia estymatora pi¢ciopunktowego nalezy rozpocza¢ od definicji wspot-
czynnikéw C? dla przypadku pieciu punktéw (na podstawie wsp6tczynnika A*X ,2“_*20)) i
pojedynczej sktadowej o czestotliwosci a)g, analogicznie jak w przypadku wyprowadze-
nia estymatora trzypunktowego:

O\ = a* A ATXLY (4.43)
0

Ol = @ NAXEY (4.44)
ol = Atx ) (4.45)

Otrzymanie formuly interpolacyjnej wedtug proponowanej procedury wymaga przedsta-
wienia wartoSci powyzszych wspotczynnikow wyltacznie przy uzyciu znanych wartoSci
parametréw (przy zastrzezeniu, ze wartoSci czastkowe widma X ,§“°> sg eliminowane w
pOZniejszym etapie). Wyrazenie (4.45) automatycznie spetnia to wymaganie.

70



Wyrazenie definiujace wartos¢ jednomianu a>A* X k“AO)
Otrzymanie rozwiniecia wartosci a?A*X ka)‘(’)(4.44) jest stosunkowo tatwe, jesli wyko-
rzystana zostanie relacja (4.23). Uzycie definicji r6znicy skonczonej (4.4) dwukrotnie, ze
wzgledu na wspétezynnik A*X ™Y, prowadzi do postaci:

ALXR) = AZX —aAZX ) 1 AZX Y (4.46)

Trzy wspétczynniki réznic skoficzonych znajdujace si¢ po prawej stronie powyzszego row-
nania mogg zostaé przepisane za pomocg wyrazenia (4.23), po wczesniejszym przemno-

Zeniu obu stron przez wartosé a®)o. Wowczas jednomiany aAgA2X "), a2\oA2X ()

oraz a’\gA%X 1i—2 0) mogg zosta¢ rozwini¢te do postaci niezaleznej od A\ przez odpow1ed—

nie podstawienie wartoSci parametru £ na k — 1 i k — 2. Otrzymane w ten sposéb wyraze-

nie na a2A2A* XY moze zostaé zapisane za pomoca wspélczynnika Cig) W nastepujacy
0

sposob:

O}(\%) — k2A4X a)\o + k(p 4 4) [A2X]ga/\o AZX a)\o :|

1 a
+ Z(p +2) [4(X;?i% 2X[N 1+ X{9) + 2pAZX | A(’)}

]' a a
+ 0+ 2PAX AT @47)
Prawa strona powyzszego rOwnania nie zalezy od szukanej wartoSci czgstotliwoSci pod-
stawowej Ag.

Wyrazenie definiujace warto$é jednomianu A*X k‘““)( aXg + k)*

Druga czesé Wyprowadzenia skupia si¢ na otrzymaniu analogicznego wyrazenia dla jedno-
mianu a* \JA1 X, (a2 0 (wsp6tczynnik C (a) (4.43)), ktorego uzyskanie stanowi gtéwng trud-
nos$¢ w opisywanej procedurze. W tym celu powtdrzona zostata sekwencja, ktorej opis za-
mieszczono w rozdziale 4.4, ztozona z krokéw opisanych réwnaniami od (4.17) do (4.19).
Pierwszym etapem jest znalezienie wyrazenia opisujacego relacj¢ zachodzaca pomiedzy
wspotczynnikiem A*X ,@;) a jego srodkowym prazkiem X.*** (odpowiednik réwnania
na (4.18)). W tym celu nalezy dwukrotnie powtdrzy¢ rozwinigcie réwnania (4.18) z po-
moca definicji wsp6tczynnika réznicy skoriczonej (4.4). Najpierw wspétczynnik A3 X (A
mozna bezposSrednio rozwina¢ do postaci:

A3X () — A2 x(0%0) _ A2y l0d) (4.48)

i dalej korzystajac z réwnania (4.18) dla obu wspéiczynnikéw drugiego stopnia (ki k —1)
rozszerzy¢ powyzsze rownanie do postaci:

a\ a\
o, i

(aho—k—17 = (142)  (ad—k?— (142)
(4.49)
Poniewaz znane jest wyrazenie (4.20) opisujace relacje pomiedzy prazkami X, oraz Xy,
powyzsze rOwnanie mozna przepisa¢ eliminujac warto$¢ Xy 1. Dodatkowo nalezy zmie-
ni¢ posta¢ wielomianu w mianownikach do postaci iloczynowej. Ostatecznie rOwnanie

AXY = (p+ 1)(p+2)
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przyjmuje nastepujacg postac:

AXEY = (p+ D (p +2) X
(CL/\()—]C—F%)
(ado—k—1-8) (ado—k—1+1+8) (adg—k—1-1-12)

1
_ ((1)\0—]{?"‘14—%) (ako—k—l—g)) (4.50)

ktore po uproszczeniu moze zostac zapisane jako:

APXL) = (p+ 1) (p + 2) X\

1
((a)\o—k:—l—g) (ado—k—2-12)

1
_ (a)\o_k+1+§) <a)\o—k—1—12’)) 4.51)

Znalezienie wspdlnego mianownika dla powyzszego wyrazenia skutkuje dalszym uprosz-
czeniem rownania do nast¢pujacej postaci:

APXE) = (p+ 1) (p+2) X (™)

(( (ado—k+1+2) = (ado—k—2-1) ) ws)

a)\o—k—l—1+§)(a)\o—k—l—f)(a)\o—k;—Q_g)

co ostatecznie prowadzi do rOwnania wigzacego wartoS¢ prazka X ,ﬁ“ 2

kiem A3X /")

ze wspotczynni-

3ol (p+ 1) (p+2)(p+3)X
AN = ((a/\o—k:+1+’2’>(a)\o—k—l—g)<a/\0—k—2—’2’)) (353

Ten sam proces (zaleznos$ci od (4.48) do (4.53)) moze by¢ zastosowany do znalezienia za-
leznosci dla wspétezynnika A4 X"

skoniczonej:

. Rozpoczynajac od definicji wspoétczynnika réznicy

A4Xka/\o) A3X,ga)\10 A3Xka>\o (454)
powtdrzono wyprowadzenie za pomocg wyrazenia (4.53). Znajdujace si¢ w liczniku war-
tosci skéw DET £ . . Lo : .+ v(aXo) -

prazkow mogg zosta¢ wyrazone wylacznie z uzyciem wartosci X, istad w
mianowniku wyrazenia pojawia si¢ kolejny czynnik iloczynu w postaci wyrazenia (a\g —
k + 2 + £). Po sprowadzeniu powstatych utamkéw do wspélnego mianownika, réwnanie

0)

wyrazajace wspotczynnik A*X ™Y przybiera postac:

AXY = (p+ D)(p +2)(p + 3) X

(ado—k+2+2) — (ado—k —2-2)
((a)\o—k+2+g) (a)\o—k—i—l—i-g) (a)\o—k—l—§> (a)\o_k_g_g)>
(4.55)
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ktére po uproszczeniach ostatecznie prowadzi do:

(p+1)(p+2)(p + 3)(p + 4) X[
[(—aXo + k)2 — (1+2)?] [(—ao + k)? — (2+ 2)?]

A4X]£Ci)\20) — (456)

Powyzsze wyrazenie pozwala na otrzymanie réwnania okreslajacego warto$¢ (a)g + k)?
poprzez obustronne przemnozenie tego rownania przez wyrazenie znajdujace si¢ w mia-
nowniku utamka po prawej stronie. Nastepnie rozwini¢cie wszystkich wspétczynnikow po

lewej stronie i dalsze uporzadkowanie jednomianéw réwnania prowadzi do nast¢pujacej
postaci:

AL (Cang + k) = —AX (1 4+ D20 4 Bye

2 2
Do Do 2 v-(ao) 4 y-(aXo)
+ {1+ 2+ 2+ |+ Dp+2)A X\ 1+2 AXk
+(A2XE) + AZX() + (p+ 2)(Xigz — 2X5 + Xioo) |+ (0+1) (p12) (0+3) (p+4) X

(4.57)

Wyrazenia definiujgce wartos¢ dla wspoétczynnika pigciopunktowego

Kolejnym krokiem na drodze do uzyskania szukanego wyrazenia jest wyodregbnienie jed-
. 414 A 4 v(aro) . 2 . AT s (a)
nomianu a*A\gA" Xy z powyzszego réwnania, co umozliwia wyrazenie symbolu C'y,
0

zgodnie z (4.43). Bezposrednie podniesienie do czwartej potegi wyrazenia (a*X\g — k)* ge-
neruje dodatkowe jednomiany zalezne od szukanej wartoSci czgstotliwoSci podstawowej
Ao: zawierajace wyrazenia adgAX 2 a2)A2A4X ) oraz a3A3AYX (Y. Réwnanie

definiujgce warto$¢ a?A\3A1X ka ) zostalo j juz wyprowadzone wczesniej (4.47), zatem ko-

nieczne jest znalezienie wartoSci dla dwoch pozostatych. Wyrazenie pozwalajace na usta-

lenie wartosci a\gA*X ,ﬁ‘ié)

uzyskuje si¢ za pomocq wyrazenia na adgA2X ") (4.24)
oraz przez rozwinigcie wspotczynnika At X" iy zgodme z definicja (4.46), kolejno przez
rozwiniecie wyrazenia na aXoA2X 2, aAgA2X ) oraz na agA2X ). Po uprosz-
czeniu szukane wyrazenie przybiera nast¢pujgcg postac:

a a 1 a a a a
aA X = pAC X0 4 S +4) Xy —2x Y 42X - XY (4.58)

Posrednie zaleznosci czteropunktowe (—ado+ k) A3 XN, (—aXg + k)2A3X ") oraz
(—aXo + k)2A3XY

Posrednim etapem stuzacym wyprowadzeniu zalezno$ci wigzacych warto$¢ \j ze wspot-

czynnikiem pigciopunktowym jest znalezienie wyrazen zawierajacych wspotczynniki réz-

nic trzeciego stopnia A3X (")

, a wiec czteropunktowych. W celu uzyskania wartoSci wy-
razenia A3 X kaAO (—aXo+ k)3 nalezy najpierw otrzymac wyrazenia dwéch nizszych poteg
A3X ) (_ahg + k) 1 A3X (—adg + k)2. Pierwsze z nich mozna otrzymad uzywajac
wezesniej zapisanego réwnania definiujgcego A?X ,ga_’\l‘))(—a)\o + k) (4.22) i samej defi-
nicji wspoétczynnika réznicy skoriczonej. Po odjeciu od siebie uzyskanych w taki sposéb
wspotczynnikéw nizszego rzedu otrzymano wyrazenie na A3X a)‘o (—a)\o + k):

a 1 a
ABX ) () + k) = ~5 (P 2) Kz = Xy = Xi+ K] — A2X(2)(4.50)
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Doktadnie ta sama procedura moze zosta¢ wykorzystana do wyznaczenia wartoSci wy-
razenia A3X\"*) (—a)g + k)2. Tym razem nalezy skorzysta¢ z réwnania definiujacego
warto$¢ A?X (a)‘o)( aXo + k)? (4.18). Po odjeciu od siebie wartosci dwéch wspéiczynni-
kéw nizszego rzedu otrzymano wyrazenie:

AngaAO (_CL)\O + ]{?)2 = (p + 1)(p + 2) {X’ga%) X}ga)\o)]
(L4 DAY 4 (p+ 2) (XG5 - X)) + A (4.60)

Wyrazenie okreslajgce warto$é jednomianu A% X (a’\o (—aXo+k)® wymaga uzycia pro-

a)\o)

cedury rozwijania wspélczynnika A3 X" w ten sam sposéb jak przy uzyskaniu réw-

nania na a\oA*X ,2“_20) (4.58). WymnoZeme mianownika w réwnaniu (4.53) pozwala na
otrzymanie wyrazenia:

A?’X,i“_*f) (—aXo +k)? — (1 + 2)2 (—a/\0+/<:+2—|—§) = (p+ 1)(p+2)(—p—3)X,§“A°)
(4.61)

ktére po rozwinieciu lewej strony rownania i uporzadkowaniu warto$ci pozwala na otrzy-
manie zaleznoSci:

APX0 (—adg + k)® =
AN (—ado + ) (14 5)7 + APX 2+ D)1+ D)
— A3XPO(—adg + k)22 + g) +(p+D)p+2)(—p—3)XM  (4.62)

dla ktérej z kolei mozna zastosowac wartoSci z (4.59) i (4.60) w celu rozwini¢cia jednomia-
néw zawierajacych kolejno (—a)g + k) i (—a)g + k)?. Ostatecznie wyrazenie definiujgce

jednomian A3X ") (—a)g + k)® przedstawia sig jako:

AX (P (—a)g + k) = APX(P0 (—a)g + K)(1 729 )2

52— ARXE (—ado + )22+ 3)

+(p+1)(p+2)(—p—3) X (4.63)

+ASx M9 4 Pyq g

2
Wyrazenie definiujgce warto$é jednomianu a*\gA*X k“AO)

Poniewaz docelowym wsp6tczynnikiem skoficzonym dla wyprowadzanej metody jest A X
powyzsze rownanie nalezy zestawic z definicjg tego wspéiczynnika z (4.54) wraz z za-
leznoscig okreslajacg jednomian A3Xy 1(—aXy + k)(4.59) i rozwing¢ do nastepujace;j
postaci:

(ado — k)PATXY) =
1 a 2
- (2(10 +2) [Xppo — 2Xpp1 +2X5 1 — Xpo] — A3X (ao) ) (1 + g)
—((p+ D@+ 22X + (p+2) [ X1 — X0 — X 4+ (0] + ASXY)
Hp )+ (-p=3) (X = X) =3 (0 + Do + 2™ = X(2) + (14

1 a a. a a a
+3 (50+ (XY - X1 X0+ X)) - ALY @)
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Otrzymanie ostatecznego wyrazenia okreslajacego warto$¢ symbolu o\ N = = a’\JATX k‘MO)

(4.45) wymaga rozkladu wartosci (a\g — k)*AYX,", (@%) 7 réwnania (4.57) na inne war-
tosci wyrazone przez ado A X\ (4.47), a2X2A1 X (a’\o (4.58) oraz przez aproksymacije

BAALX ) & (g — k)SALX ) (4.64), ktéra jest wystarczajaca dla wartosci adg <
N/4 i k wybranym blisko czestotliwosci a)g (jak pokazano dalej w symulacjach w roz-
dziale 5.5.1). Zmudny proces rozwiniecia jednomianéw z kolejnymi potegami i dalszego

upraszczania skutkuje w otrzymaniu zaleznosci definiujacej symbol C’/(\Z):

'

W = = KXY + 283 (p + 4) [A2X[) — AZXY)]

+ 6k (A2X7) + A2X) — 6K (p + 2) AZX (™Y

1
+ 6K*(p + 2) [4

]- aAQ aAQ anQ
+k(p +2)? (2(p+4)(A2X,§A ~AX) 4 oAl X )

(p+6)(XY — 2 + X()]

FARNRX0) 4 2k (p 4+ 4) AP XY
+2k(p+ 1) (p +2) (0 + 4 AP XY
+2h(p+ 2)(p + 4) (X — X0 _ x[ad) |y (@)
+4k(p+ D(p+2)(p+6) (X(a/\o) _ X,ﬁ‘“f’))
B+ 2) (X — X X+ )
2

+(p+3) [H(z’ +5) ] PAZXY + (Xiyz — 2X + X))

=1

+ALX0(1 4 §>4 +(p+1D)(p+2)(p+3)(p+4)X, (4.65)

4.5.3 Pieciopunktowa formula interpolacyjna

Przejscie od wyrazen okreSlonych dla pojedynczej oscylacji zespolonej do wyrazen dla sy-
gnatu sktadajacego sie z czterech komponentow czestotliwosciowych o czestotliwosciach
unormowanych a\g, —a\g, bAg oraz —b\y moze zostaé przeprowadzone w ten sam spos6b
jak dla metody trzypunktowej. Superpozycja wartosci przecieku widma pochodzacego od
kazdej sktadowej dla k-ego prazka DFT wyrazona jest przez sume:

X = XM 4 XM g x ) g x ) (4.66)

Analogicznie jak w przypadku metody trzypunktowej, wprowadzone zostaja symbole C,,,
ktorych wartosci zalezg od pelnego modelu (4.66):

_ (@) (b) (—a) (=b)
Cy=Cy +CF + 5" + 5" (4.68)
Co=C 40P+ 5+ (4.69)

Zsumowanie prawych stron powyzszych réwnan jest mozliwe ze wzgledu na wystepo-

a,b)

wanie zaleznoSci liniowych wartosci czastkowych X ,g wzgledem innych parametrow.
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Wobec tego symbole Cy, Cs i Cy mogg zosta¢ wyrazone jako:

Ci = K A Xy + 2% (p + 4) [A2X; — A2X; ]
+ 6]{72 (AQXk_Q + AQXk> - 6]{72(]9 + 2)A2Xk_1

+ 6k*(p + 2) E(p +6)(Xpy2 — 2X + Xk—?)}

1
+h(p+2)? (2(]) LAY (A2, — A2X; ) + 2A3Xk_2>

+ 4kAP Xy o+ 2k(p + 4) A Xy
+2k(p+1)(p+2)(p+4)A% X,y
+2k(p+2)(p + 4)(Xpr2 — Xpy1 — Xp + Xp1)
+4k(p+ 1)(p + 2)(p + 6) (X — Xj—1)

— Gk’(p + 2) (_XkJrl — Xk + kal + Xk,g)
2
+(p+3) [H(i + 5)2] [PA* X1+ (Xpp2 — 2X5 + Xp o))

i=1

4
+AYX, (1 + g) +(p+1D)(p+2)(p+3)(p+4)X, (4.70)

Co = KA Xj_o + k(p + 4) [AQXk - AQXk_Q]
1
-+ 1(}9 + 2) {4(Xk+2 —2X;, + kaz) + 2pA2Xk,1}
1
+ Z(p + 23(A2X, + A2X,_5) (4.71)

Cy = A* X5 (4.72)

Wykorzystanie poczatkowych definicji (4.43), (4.44) i (4.45) dla wszystkich czterech skta-
dowych w sygnale wraz z definicjami (4.67), (4.68) i (4.69) pozwala na wygenerowanie
uktadu réwnar:

a'A BN —Ci) (A A ] o
a®Ay NG —Co| - [ ALXTH) 4 AtXTHO | = 10 (4.73)
1 1 —CY 1 0

gdzie symbole Cj, C5 oraz Cy mogg zosta¢ wyrazone przy uzyciu (4.70), (4.71) oraz
(4.72). WartoSci tych wspoétczynnikéw sa znane, ztozone z wartosci zespolonych prazkéw
DFT uzyskanych w pomiarze wraz ze znanymi warto$ciami parametrow. Nietrywialne roz-
wigzanie tego jednorodnego uktadu rownan liniowych istnieje tylko wtedy, gdy warto$¢
wyznacznika macierzy gléwnej zeruje sie:

a*t\y by —Cy
a’X3 bINE -Gy =0 (4.74)
1 1 —Cy
Wartos$¢ powyzszego wyznacznika moze zostaé bezposrednio wyliczona z definicji:

Coa®b’ Ay — Co(a®> +b)N+Cy =0 (4.75)
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Ostateczne wyrazenie przyjmuje posta¢ rownania dwukwadratowego. Z tego wzgledu ta-
two jest je rozwigzac przy pomocy zatozenia z = A2 i dalej rozwigzujac otrzymane réw-
nanie kwadratowe ze zmienng z. Rozwigzania przyjmuja postac:

Co(a® + b%) £ \/C3(a? + b?)2 — 4a2b2CoCy
oy = (4.76)
2a2b200

Powyzsze rownanie generuje cztery pierwiastki \g = /2, —/Z, /72— oraz —,/z_. Dwa
nastepujace warunki okreslaja jednoznacznie szukany pierwiastek okreslajacy estymowa-
ng czestotliwos¢: czgs¢ rzeczywista musi by¢ dodatnia (tak jak mierzona czestotliwos$¢
jest dodatnia) oraz czeS¢ urojona musi wynosi¢ zero. Tak jak opisywano wczesniej, ze
wzgledu na rézne zrédta btedow, wyjsciowa warto$¢ moze zawiera¢ niezerowa czes¢ uro-
jona. W tym przypadku kryterium wyboru pierwiastka powinno opiera¢ si¢ na wybraniu
najmniejszej warto$ci modutu czesci urojone;j.

W celu uzyskania formuly majacej praktyczne znaczenie dla pomiaru sygnatéw zawie-
rajacych rzeczywista sktadowa podstawowa, zwykle najlepszym rozwiazaniem jest zato-
zenie warto$ci parametréw a = 1 oraz b = 2 dla obecnosci harmonicznej drugiego rzedu
lub b = 3 dla rzedu trzeciego. Dla przypadku drugiej harmonicznej b = 2 formuta (4.76)
przybiera postac:

5C, £4/25C2 — 16C,C.
o = Re i\l 2 \/ 2 0Cy

4.77
SCo 4.77)
oraz dla rzeczywistej sktadowej harmonicznej trzeciego rz¢du:
10C; £ /10003 — 36C,Cy
A =Re< + (4.78)
18C)

Operator Re{-} wyznacza cze$¢ rzeczywistg uzyskanej wartosci zespolonej, gdy wyliczo-
na warto$¢ )\ nie jest liczbg rzeczywista.

4.5.4 Algorytm estymacji czestotliwosci z uzyciem nowych metod na
przykladzie metody pieciopunktowe;j

W praktycznym systemie pomiarowym estymacja czestotliwosci z wykorzystaniem for-
mul interpolacyjnych metody dwupunktowej 2pGMSD (4.12), trzypunktowej 3pGMSD
(4.38) lub pigciopunktowej SpGMSD (4.76) zwykle wymaga wdrozenia pelnego toru prze-
twarzania sygnatu. W najbardziej standardowym przypadku taki system sktada si¢ z cze-
Sci analogowej stuzacej akwizycji sygnalu i cyfrowej jednostki przetwarzajacej. W cze-
Sci cyfrowego przetwarzania sygnatu realizowane sg etapy: natozenia okna czasowego na
uzyskane prébki sygnatu; obliczenia warto$ci widma DFT z uzyciem szybkiego algoryt-
mu FFT; wyszukania centralnego indeksu do ustalenia uzywanych w interpolacji warto$ci
DFT; wyznaczenia wartoSci czestotliwosci przy pomocy formuly interpolacyjnej — szcze-
gbtowy opis, na przyktadzie metody pieciopunktowej SpGMSD, zostal przedstawiony w
postaci opisu Algorytmu 1. Wprowadzone w niniejszej rozprawie sa metodami nieiteracyj-
nymi, tj. takimi, ktére wykorzystuja bezposrednig formute interpolacyjna. Z tego powo-
du koszt obliczeniowy zastosowania samego estymatora stanowi malg czesS¢ wszystkich
obliczen (patrz rozdziat 5.6) i moze zosta¢ wdrozony matymi naktadami w istniejagcym
systemie wykorzystujacym FFT.
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Algorytm 1 Metoda SpGMSD - opis procedury estymacji

e

3

Dane wejsciowe: = [z¢, - ,xn_1], N, p,a, b
Szukana wartos¢: )\,
prébkowanie sygnatu ciggtego z(t) — z(n) dlan € {0,...,.N — 1}
nat6z okno GMSD z,,(n) = wy(n) - z(n) dlan € {0,....N — 1}
oblicz DFT X** = FFT{x,(n)} dlan € {0,...,.N — 1}
znajdZ indeks k (zwykle wyszukanie maksimum modutu X;"*);
nalezy zatozy¢, ze zmierzone X ™* reprezentuje peten model X[*¢%* = X = 3, X7
(opcjonalnie) dobierz wartosci parametréw a i b ze wzgledu na wartosci lokalnych
maksimOéw zwigzanych z wystepowaniem harmonicznych niskiego rzedu

. oblicz C(4.67) , C5(4.68), C4(4.69) za pomoca k, p, X i A" X}
. oblicz pierwiastki (4.76)
. wybierz pierwiastek )\ ze wzglgdu na kryteria Re{ Ao} > 0 A Im{\o} = 0
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Rozdzial 5

Analiza dokladnosci nowych metod
IpDFT wykorzystujacych okna czasowe
GMSD

5.1 Wprowadzenie do rozdziatu

Weryfikacja poprawnosci uzyskanych formut interpolacyjnych, wraz z oceng ich skutecz-
nosci, jest realizowana w dalszej czeSci rozprawy z wykorzystaniem badan symulacyjnych.
Ewaluacja przeprowadzona jest z uzyciem analizy bledéw systematycznych, bledéw wyni-
kajacych z obecnosci zaktocen losowych oraz btedow losowych dla metod wykorzystuja-
cych okna GMSD: dwupunktowej 2pGMSD, trzypunktowej 3pGMSD oraz pi¢ciopunk-
towej SpGMSD. Dodatkowo zamieszczony zostal opis eksperymentu demonstrujacego
mozliwo$¢ zastosowania metody pieciopunktowej w celu usunigcia wptywu sktadowych
harmonicznych niskiego rzedu w warunkach praktycznego pomiaru. Ocenie efektywnosci
wprowadzanych metod towarzyszy porownanie z innymi metodami referencyjnymi, ktére
wykorzystujg bezposrednig formule interpolacyjna.

W pierwszej kolejnosSci przedstawione zostaty charakterystyki btedu Sredniokwadrato-
wego metody dwupunktowej 2pGMSD w przypadku estymacji czgstotliwoSci pojedyncze;j
oscylacji zespolonej. Przeprowadzone zostaly badania symulacyjne dla wariantu sygnatu
bez szumu w celu oceny obciazenia estymatora oraz w obecnosSci szumu dla oceny ble-
du catkowitego. Przeprowadzona zostala analiza dotyczaca wptywu wyboru parametrow
metody na uzyskiwany bfad. Ewaluacja metody dwupunktowej rozszerzona jest takze do
przypadku zastosowania jej w estymacji rzeczywistego sygnatu sinusoidalnego (obecnos$é
sktadowej sprzezonej), w tym dla krétkich czaséw pomiaru. Zbadany zostal takze wptyw
bliskich sktadowych harmonicznych na wynik pomiaru. Scenariusze przeprowadzonych
symulacji sa powtarzane takze dla metody trzypunktowej 3pGMSD oraz pigciopunkto-
wej SpGMSD. W przypadku metody trzypunktowej, ktéra wprowadza eliminacje wptywu
sktadowej sprzezonej, ocena efektywnosci metody rozpoczyna si¢ od pomiaréw przepro-
wadzonych dla rzeczywistego sygnalu sinusoidalnego. Ewaluacja metody pieciopunkto-
wej rozpoczyna si¢ od estymacji czestotliwo$ci sygnatu zawierajacego sktadowa sinuso-
idalna i jedng harmoniczna. W symulacjach prezentowane sa charakterystyki dla wariantu
tej metody z eliminacja drugiej harmonicznej oraz wariantu z eliminacjg trzeciej harmo-
nicznej.
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5.2 Kryterium oceny estymatorow

Blad Sredniokwadratowy RMSE

Jako$¢ estymatora moze by¢ oceniona z wykorzystaniem Sredniokwadratowego btedu RMSE
(ang. root mean square error), bedacego miarg bledu catkowitego, wynikajacego zaréw-
no z obciazenia estymatora jak i jego wariancji. W ogolnosci btad jest okreslony przez
pierwiastek kwadratowy z wariancji i kwadratu obcigzenia estymatora 5

~ ~

RMSE = \/Var[d] + E[)]? 5.1
Niezerowa warto$¢ wariancji estymatora o2 = Var[g] spowodowana jest obecnoscig szumu
s(n) w sygnale (2.1) i jej minimalna warto$¢ jest okre§lona przez ograniczenie Craméra-
Rao. Dla czg¢dci z prezentowanych w rozdziale 3 metod interpolacji widma zostaly okre-
Slone zaleznoSci analityczne dla wariancji [13], [15], [24], [58], [133], [145]. Wyrazenie
dla uogdlnionego estymatora IpDFT wykorzystujacego nawet do /V prazkéw DFT i okien
z baza kosinusowa zostato zaproponowane przez Belege i Petriego [25]. W badaniach sy-
mulacyjnych przeprowadzonych w niniejszym rozdziale btagd RMSE dla czestotliwosci Ay
jest estymowany dla R realizacji w nastepujacy sposob:

1

R 2
RMSE(Xoest) = $ =2 (A — Xo) (5.2)
r=1

gdzie estymowana warto$¢ czestotliwosci podstawowej )\(()’;Lt otrzymywana jest z r-tej re-
alizacji zmiennej losowe;j.

Zastosowanie miary btedu RMSE w przeprowadzonych analizach pozwala na oszaco-
wanie btedu catkowitego uzyskanych estymatoréw w przypadku wystepowania szumu. Z
perspektywy bledow wynikajacych z obecnosci zaktocen deterministycznych (inne skfa-
dowe w sygnale) i bledu systematycznego metody, uzycie tego narzgdzia pozwala takze na
uwzglednienie wptywu réznych zestawiert wartosci fazy wielu sktadowych sygnatu wej-
Sciowego jednoczesnie, traktujac warto$¢ fazy kazdej sktadowej jako zmienng losowa o
rozktadzie jednostajnym. Ze wzgledu na to, ze badane estymatory IpDFT wykorzystuja
wartoSci zespolone DFT, ktore zaleza od wartosci fazy sktadowych obecnych w sygna-
le, wazne jest przebadanie kombinacji wartosci fazy w calym zakresie tego parametru.
Inne podejscia, takie jak uzycie charakterystyk btedu maksymalnego, charakteryzujg si¢
wyktadniczym wzrostem ztozonoSci obliczeniowej wraz ze wzrostem liczby rozwazanych
sktadowych. Stad analiza btedu polegajaca na wyszukiwaniu przypadku najgorszej fazy,
dla wickszej liczby sktadowych sinusoidalnych obecnych w sygnale, staje si¢ w prakty-
ce trudna do przeprowadzenia. Niewatpliwa zaleta wykorzystania charakterystyk btedu
RMSE jest mozliwo$¢ ujednolicenia wiekszosci wykresow do jednej miary btedu w ca-
tym rozdziale.

Wplyw poziomu SNR na blad estymatora

W ogdlnosci doktadno$¢ estymatora moze by¢ rozpatrywana ze wzgledu na dwa prze-
dziaty wartoS$ci wspoétczynnika SNR. Gdy SNR przyjmuje mate wartosci (wysoki poziom
szumu), wariancja o2 jest sktadnikiem dominujgcym wobec kwadratu obcigzenia E[S] i
uzyskiwany ksztalt charakterystyki RMSE estymatora silnie zalezy od wartoSci SNR. Od-
wrotnie, w sytuacji gdy SNR jest wysokie, to obcigzenie stanowi sktadnik dominujacy
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wobec wariancji, co powoduje, ze uzyskanie lepszego stosunku SNR nie polepsza w zna-
czacym stopniu doktadnos$ci pomiaru i gféwnym Zrédfem btedu staja si¢ btedy wynikaja-
ce z obecnosci sktadowych zaktdcajacych oraz btad systematyczny zwiazany z przyjetymi
aproksymacjami przy wyprowadzeniu metod.

Uzyskanie estymatora odpowiedniego dla danego zastosowania wigze si¢ z ustaleniem
kompromisu pomi¢dzy ograniczaniem obcigzenia a maksymalizacjg odpornoSci na szum,
gdyz czesto sg to cele sprzeczne ze sobg. Pojawienie si¢ w sygnale zakt6cen w postaci
innych sktadowych czestotliwoSciowych, ktére nie sa uwzglednione w interpolacji, wigze
si¢ ze ze wzrostem obcigzenia estymatora. Do tej kategorii zalicza si¢ wptyw sktadowej
sprzezonej i sktadowych harmonicznych. W zaleznosci od poziomu zaszumienia, nacisk
na wybor Zrédta btedu do redukcji moze ulega¢ zmianie. Estymatory wprowadzone w
niniejszej rozprawie wykorzystuja techniki eliminacji obcigzenia wynikajgcego z obecno-
Sci innych sktadowych niz sktadowa podstawowa w sygnale i najlepiej sprawdzaja si¢ dla
sygnatéw o malym poziome zaszumienia. W przypadku niskich wartoSci wspétczynnika
SNR zastosowanie prostszych formut, wraz z oknem prostokatnym, moze potencjalnie po-
zwoli¢ na otrzymanie mniejszego bledu catkowitego, ze wzgledu na mniejsza wariancje.
Warto jednak podkresli¢, ze np. w przypadku estymatoréw eliminujgcych wptyw sktado-
wej sprzezonej, metoda trzypunktowa nadal charakteryzuje si¢ jednym z lepszych pozio-
mow odpornoSci na szum, gdy zastosowane zostaje okno prostokatne, tj. parametr okna
GMSD p = 0.

Parametry metod wykorzystujacych okna GMSD i parametry symulacji

Parametry a i b formuly pieciopunktowej (4.76) okreslaja krotnosci czgstotliwosci unor-
mowanej A\ dla dwdch rzeczywistych sktadowych sinusoidalnych, ktére maja zostaé uwzgled-
nione w modelu. W badaniach symulacyjnych przeprowadzonych w niniejszym rozdziale
przyjmowane sg wylacznie dwie kombinacje wartosci tych parametréw: a = 1ib = 2
w celu eliminacji wplywu drugiej harmonicznej oraz @ = 1i b = 3 w celu eliminacji
wplywu trzeciej harmonicznej.

Parametr k oznacza indeks prazka DFT wybranego jako warto$¢ Srodkowa w metodach
trzypunktowej i pieciopunktowej oraz prazek pierwszy lub drugi dla metody dwupunkto-
wej, w zalezno$ci od wybranej formuly (4.14) lub (4.15). DomySlnie w symulacjach wy-
bierany jest prazek lezacy najblizej estymowanej wartosci Ao z rozdzielczoscig AX = 0,5
bin. Rozdzielczos¢ 0,5 bin jest mozliwa do uzyskania za pomoca wykorzystania techniki
uzupetniania zerami do 2N probek[37].

Kolejnym istotnym parametrem metody jest parametr p okreslajacy posta¢ okna czaso-
wego z rodziny GMSD (réwnanie (3.20)), ktéry moze przyjaé wartosci catkowite nieujem-
ne. Zwigkszenie wartoSci parametru wiaze si¢ z z rozszerzeniem listka gtéwnego charak-
terystyki czgstotliwosciowej okna czasowego, jednoczesnie zawegzajac okno dla przebiegu
czasowego. Wicksza wartoS¢ parametru wiaze si¢ z redukcja wpltywu sktadowych odda-
lonych oraz redukuje obciazenie estymatora. Z drugiej jednak strony pogarsza wtasnosci
statystyczne zastosowanej formuly (zwigkszona wariancja estymatora). Wybor kompro-
misu uwzgledniajacego oba czynniki polega na okreSleniu, ktére Zrédto bledu jest domi-
nujace. Standardowym wyborem w symulacjach opisywanych w niniejszym rozdziale jest
p = 3[56].

Liczba prébek sygnatu wykorzystana do obliczenia wartoSci DFT oznaczona jest sym-
bolem N. Liczba prébek przyjmowana w symulacjach stanowi wylacznie potegi dwojki.
Jest to spowodowane faktem, ze w praktycznych zastosowaniach wykorzystywany jest al-
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gorytm szybkiej transformacji Fouriera FFT.

Parametr symulacji méwiacy o liczbie realizacji w réwnaniu (5.2) oznaczony jest sym-
bolem R. Jezeli nie sprecyzowano inaczej, kazdy punkt charakterystyki bledu RMSE otrzy-
mywany jest uzywajac R = 10° realizacji szumu AWGN, a wiec sktadnika s(n) z réwna-
nia (2.1). W wigkszoSci przypadkéw zwiekszenie liczby iteracji ponad 10* nie przynosi
widocznej poprawy otrzymywanych charakterystyk btedu dla przyjetej rozdzielczoSci wy-
kresow.

Fazy kolejnych skfadowych sinusoidalnych oznaczone sg jako ¢, w réwnaniu (3.1).
Dla kazdej ze sktadowych sinusoidalnych i w danej realizacji r niezaleznie losowana jest
wartos¢é fazy z rozktadu jednostajnego na odcinku [0,27]. Wartosci amplitud sktadowych
Ap, (réwnanie (3.1)) zawsze podawane sg dla zatozenia, ze amplituda sktadowej podsta-
wowej A=1.

Podazajac za konwencjg wprowadzong w poprzednich rozdziatach, wprowadzono roz-
réznienie pomiedzy czestotliwoScig podstawowa A a czgstotliwoScig pierwszej sktadowej
A1 = 1o (h = 1). Wynika to z faktu, ze dla metody pi¢ciopunktowej GMSD mozliwe jest
uzycie parametréw a,b innych niz warto$¢ 1. Wtedy czestotliwosci sktadowych uwzgled-
nianych w estymacji wynoszg kolejno a\g, bAg, a warto§¢ \; jest nieuzywana.

5.3 Metoda dwupunktowa dla okien GMSD

5.3.1 Estymacja czestotliwosci dla pojedynczej oscylacji zespolonej

Metoda dwupunktowa wprowadzona w niniejszej rozprawie korzysta z formuty (4.14) dla
dwdch kolejnych prazkéw Xj_q i Xy, lub formuly (4.15) wykorzystujacej dwa punkty X,
i Xi4+1. W praktyce wyniki uzyskiwane z uzyciem obu formut sa identyczne, a wybdr
formuty ma znaczenie jedynie ze wzgledu na to, ktore prazki DFT sg wykorzystywane
w estymacji. Mozna takze zauwazy¢, ze zmiana formutly (4.14) na (4.15) jest tozsama z
podstawieniem inkrementowanej wartosci parametru k.

Najwazniejszg cecha metody jest to, ze wykorzystuje w modelu wytacznie oscylacje
zespolona. Dlatego pojawienie si¢ w sygnale wigkszej liczby sktadowych czgstotliwoScio-
wych skutkuje wprowadzeniem dodatkowego obcigzenia estymatora, zaleznego od ich po-
fozenia w widmie. Dalej w rozdziale zaprezentowane zostaly charakterystyki bledu RMSE
pozwalajace na ocen¢ wplywu postaci sygnatu wejSciowego na doktadnos¢ estymacii.

Wplyw liczby prébek N na wartos$¢ obcigZenia estymatora

W pierwszej kolejnosci rozpatrywany jest sygnal zawierajacy pojedyncza oscylacje ze-
spolong i pozbawiony szumu. Umozliwia to zbadanie btedu zwiazanego z obcigzeniem
estymatora 2pGMSD, ze wzgledu na przyjete parametry metody. Na rysunku 5.1 przedsta-
wione zostaly wykresy charakterystyk bledu RMSE w funkcji czestotliwosci podstawowej
Ao, dzieki ktérym mozliwa jest ocena wplywu wyboru liczby uzytych prébek N stuzacych
do obliczenia widma DFT na doktadno$¢ pomiaru. W badaniach zastosowano wartoSci N
kolejnych poteg dwoéjki od N = 32 do N = 1024. Dla charakterystyk btedu uzyskanych
dla czterech wybranych kolejnych wartosci parametru p mozna zaobserwowac, ze wraz
ze wzrostem liczby prébek N nastgpuje znaczace zredukowanie wartosci btedu wynika-
jacego z obcigzenia estymatora, nawet ponizej 10~ bin dla p > 2. Zysk z zastosowania
wiekszej liczby probek N ros$nie wraz z zastosowaniem wigkszej wartoSci parametru p,
o czym Swiadczg rosnace odlegtosci pomigdzy charakterystykami btedu na wykresach od
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Rysunek 5.1. Charakterystyki bledu RMSE estymatora 2pGMSD przedstawione dla zmie-
niajacej si¢ czestotliwosci podstawowej Ay w przypadku sygnatu ztozonego z pojedynczej
skladowej zespolonej. Na rysunkach pokazano wptyw liczby prébek NV sygnatu na obcia-
zenie estymatora dla czterech wybranych wartosci parametru p okna GMSD.

5.1a do 5.1d. Dla parametru p = 3 btad RMSE jest mniejszy od 10~ bin dla wszystkich
badanych warto$ci N, za$ dla warto$ci N > 512 zmniejsza sie ponizej wartosci 1071 bin.
Na rysunku 5.1d charakterystyka zwigzana z wartoScig N = 1024 przyjmuje odmienny
ksztalt ze wzgledu na ograniczenia doktadnosci zwiazane z wykorzystywang arytmetyka
zmiennoprzecinkowa.

Wplyw parametru p okna na obcigZenie estymatora

Charakterystyki bledu umieszczone na rysunku 5.1 umozliwiajg tatwg ocen¢ zmiany war-
toSci liczby prébek N na dokladno$¢ estymacji dla ustalonej wartosci parametru p okna
czasowego. W celu oceny wptywu wartosci p na doktadnos¢ estymaciji dla ustalonej liczby
probek N zestawiono charakterystyki bledu RMSE na rysunku 5.2. W badaniach zasto-
sowano wartoSci parametru p dla rosnacych wartos$ci od p = 1 do p = 6. Zestawienie
charakterystyk uzyskanych dla czterech wybranych wartos$ci liczby prébek /N sygnatu po-
zwala stwierdzié, ze wraz ze wzrostem wartoSci parametru p nast¢puje znaczace zreduko-
wanie bfedu wynikajacego z obciazenia estymatora, w szczeg6lnosci dla zmiany wartoSci
parametru p z nieparzystej na parzysta, przy zmianie wartosci o jeden. Réznica w bledzie
przy okazji przejScia odwrotnego (z wartoSci parzystej na nieparzysta przy inkrementacji)
jest znaczaco mniejsza. Tak samo jak dla przypadku charakterystyk znajdujacych si¢ na
rysunku 5.1, zysk z zastosowania wigkszej liczby probek N ma najwicksze znaczenie z
wigkszymi wartoSciami parametru p (wykresy od 5.2a do 5.2d). Dla N = 512 btad RMSE
jest mniejszy niz 10~° bin dla wszystkich badanych warto$ci parametru p okna czasowe-
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Rysunek 5.2. Charakterystyki bledu RMSE estymatora 2pGMSD przedstawione dla zmie-
niajacej si¢ czestotliwosci podstawowej Ay w przypadku sygnatu ztozonego z pojedynczej
skladowej zespolonej. Na rysunkach pokazano wptyw parametru p na obcigzenie estyma-
tora dla czterech wybranych wartosci liczby probek N sygnatu.

go. To samo mozna powiedzie¢ o charakterystykach btedu dla wartoSci parametru okna
wynoszacego co najmniej p = 2. Na rysunkach 5.2¢ i 5.2d charakterystyki zwiazane z
wiekszymi wartoSciami parametru p = 4, 5, 6 przyjmuja odmienny ksztatt ze wzgledu na
ograniczong doktadnos¢ obliczen zastosowanych w symulacjach, tak samo jak w przypad-
ku charakterystyki N = 1024 znajdujacej si¢ na wykresie 5.1d.

Whplyw zaklécen losowych na dokladnos$¢ metody dwupunktowej

W celu dokonania oceny odpornoSci na zaktdcenia losowe badanego estymatora wykorzy-
stano sygnal zlozony z pojedynczej oscylacji zespolonej znieksztatconej szumem. Obec-
nos¢ szumu w sygnale wejSciowym powoduje, ze uzyskiwana wartoS¢ btedu Sredniokwa-
dratowego wzrasta ze wzgledu na niezerowg warto$¢ wariancji uzywanego estymatora (za-
leznos¢ (5.1)). Szum wykorzystywany w symulacjach to szum AWGN charakteryzujacy
si¢ zerowg wartoScig oczekiwang i wariancjg uzalezniong od wartoSci przyjetego poziomu
wspolczynnika SNR.

Narysunku 5.3 zostaty przedstawione charakterystyki bledu RMSE w funkcji wartosci
SNR w przedziale [0,100] dB. Wykorzystywana jest przy tym stala warto$¢ czestotliwosci
podstawowej Ao wynoszaca 2,8 bin. Na wykresach zostaly przedstawione charakterystyki
btedu dla kolejnych wartoSci liczby probek sygnatu, od wartoSci N = 32 do N = 1024, z
wykorzystaniem parametréw okna p = 1 na wykresie 5.3a oraz p = 2 na wykresie 5.3b.
WartoSci btedu znajdujace si¢ na wykresie 5.3a dla parametru p = 1 mozna wyraZnie po-
dzieli¢ ze wzgledu na obszary dominacji wariancji oraz dominacji obcigzenia estymatora
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Rysunek 5.3. Btad RMSE przedstawiony w funkcji wartoSci SNR dla kolejnych wartosci
liczby probek N sygnatu Na rysunkach zostaly przedstawione charakterystyki dla dwdéch
parametrow okna p = 1 oraz p = 2.

w ujeciu btedu catkowitego dla ré6znych zakreséw wartoSci wspotczynnika SNR. Pierwszy
charakteryzuje si¢ tym, Ze linie wyznaczajace blad RMSE biegng réwnolegle do linii ozna-
czajacej ograniczenie Craméra-Rao. W tym regionie panuje dominacja btedu zwigzanego
z wariancja estymatora nad obcigzeniem. Dla charakterystyki /N = 32 ten region koficzy
si¢ przy wartoSci SNR = 50 dB, gdzie nast¢puje przegiecie wykresu i zaczyna domino-
wac obcigzenie estymatora. Z kolei dla charakterystyki NV = 1024 punkt ten lezy dla SNR
~ 90 dB. Otrzymane wartosci btedu sa zgodne z wynikami otrzymanymi dla rysunkéw
przedstawiajacych bledy dla przypadku estymacji sktadowej zespolonej bez znieksztalcen
losowych. Na drugim wykresie 5.3b, dla parametru p = 2, zostaly przedstawione charak-
terystyki, dla ktérych w caltym badanym zakresie wartoSci SNR dominuje btad zwigzany
z wariancjg estymatora, z wyjatkiem charakterystyki dla przypadku N = 32. Tak jak w
przypadku wykresu 5.3a, poziom bledu RMSE widoczny na wykresie 5.3b, dla ktérego
charakterystyka przechodzi w rejon z dominacja btedu obcigzenia, zgadza si¢ z poziomami
wartoS$ci bledu uzyskanymi na wykresach 5.1 oraz 5.2 w przypadku sygnatu niezaki6co-
nego szumem.
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Rysunek 5.4. Bfad RMSE odniesiony do ograniczenia Craméra-Rao w funkcji SNR sygna-
tu dla r6znych wartoSci parametru p oraz dla dwéch wartoSci N = 128 oraz N = 1024.
Charakterystyki zostaly uzyskane dla statej wartoSci czgstotliwosci podstawowej \g = 2,8
bin.

Charakterystyki bledu RMSE odniesione do ograniczenia Craméra-Rao ze wzgledu
na uzytg wartos¢ parametru okna

Charakterystyki bledu RMSE z wykorzystaniem réznych parametrow okna czasowego p,
w przypadku dwdch liczb probek N = 128 i N = 1024, zostaly przedstawione na rysun-
ku 5.4. Wartosci bledu na rysunku odniesione sa do wartosci ograniczenia Craméra-Rao
dla rozwazanej liczby probek N. Pozwala to na uzyskanie informacji iloSciowej o wa-
riancji badanego estymatora, co byto trudniejsze w przypadku wykresu 5.3, ktéry zawiera
bezwzgledne wartosSci btedu przedstawione w skali logarytmicznej. Takie podejScie po-
zwala takze na ocen¢ wptywu wyboru parametru p na wynik estymacji dla wielu wartosci
jednoczesnie. Tak jak w przypadku wczesniejszego rysunku 5.3, tak i w tej symulacji wy-
korzystana jest stata czgstotliwos¢é Ay = 2,8 bin dla pojedynczej oscylacji zespolonej.

Oba zestawienia charakterystyk wzglednych btedu RMSE r6znig si¢ od siebie bardzo
nieznacznie. GIéwna réznice stanowig charakterystyki dla przypadku parametru okna o
wartoSci p = 1, dla ktérego zwigkszenie liczby prébek N pozwala na zredukowanie ob-
cigzenia bedacego czynnikiem przewazajacym juz dla poziomu SNR ~ 50 dB i sygnatu
zawierajagcego N = 128 prébek. Dla N = 1024 ten punkt przesuwa si¢ do poziomu
SNR ~ 80 dB. Charakterystyki bledu pokazujg, ze w badanym zakresie wartoSci SNR
wspotczynniki okna o wartoSciach wigkszych niz p = 1 gwarantujg eliminacj¢ obcigzenia
znacznie ponizej poziomu btedu zwigzanego z wariancja estymatora. Estymator 2pGMSD
pozwala na utrzymanie wartoSci biedu catkowitego ponizej trzykrotnosci wartoSci ograni-
czenia Craméra-Rao nawet dla wartoSci SNR > 100 dB dla przypadku zastosowania okna
z parametrem p = 2.

5.3.2 Porownanie z wybrana metoda bezposrednig

Estymator dwupunktowy 2pGMSD analizowany w niniejszym rozdziale zostal poréwna-
ny z inng metodg o zblizonej charakterystyce. Wybrana zostata metoda Lianga i in. [113],
ktora charakteryzuje si¢ wysoka odpornoscig na szum w przypadku estymacji czestotli-
wosci pojedynczej oscylacji zespolonej i oferuje bezposrednig formute interpolacyjna.
Rysunek 5.5 jest pierwszym z dwdch rysunkéw przedstawiajacych wyniki przeprowa-
dzonych badari w postaci charakterystyk dla metody 2pGMSD i metody Liangaiin. [113].
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Rysunek 5.5. Por6wnanie btedéw metody 2pGMSD dla dwéch parametréw okna z metoda
Lianga iin. [113].

Badanie zostato przeprowadzone dla sygnatu zawierajacego wytacznie jedng oscylacje ze-
spolong. Na wykresie 5.5a zostaly przedstawione charakterystyki btfedu RMSE dla zmie-
niajacej si¢ wartoSci czestotliwosci podstawowej dla metody Lianga i metody 2pGMSD
z dwoma warto$ciami parametru okna: p = 0 (okno prostokatne) i p = 3. Wartos¢ licz-
by prébek wybranych do tej symulacji zostala ustalona na N = 256. Okno prostokatne
(p = 0 dla metody 2pGMSD) zostalo wybrane ze wzgledu na to, Ze metoda Lianga wy-
korzystuje wyltacznie takie okno do estymacji. Charakterystyki btedu zostaly otrzymane
dla przypadku sygnatu niezaktéconego szumem, w celu zbadania wartosci btedu wyni-
kajacego z obcigzenia estymatoréw. W przypadku zastosowania okna prostokatnego cha-
rakterystyka btedu metody [113] jest bardzo zblizona do charakterystyki btedu metody
2pGMSD w zakresie Ay > 1. Ograniczenie obcigzenia jest mozliwe dla metody 2pGMSD
z wyborem p > (. Wiaze si¢ to jednak ze zwigkszong wartoscia wariancji estymatora, co
z kolei skutkuje wickszymi wartoSciami btedu catkowitego RMSE w przypadku sygna-
tu zakt6conego szumem. Opisywany efekt mozna zaobserwowaé na wykresie 5.5b, gdzie
umieszczone zostaly charakterystyki bledu RMSE odniesione do ograniczenia Craméra-
Rao, dla liczby probek N = 256 dla obu metod. Cze¢stotliwos$¢ podstawowa, dla ktorej
zostaly otrzymane charakterystyki btedu, wynosi \g = 2,8 bin. Wida¢ wyrazng przewa-
ge metody Lianga dla przedzialu SNR < 80 dB. W tym zakresie btad wzgledny metody
Lianga osiaga warto$¢ ok. 1,2 raza wartosci ograniczenia Craméra-Rao, gdzie wprowadza-
ny estymator 2pGMSD pozwala jedynie na osiaggni¢cie rezultatu ponizej 3 razy wartosci
ograniczenia Craméra-Rao w najlepszym przypadku (p = 0). Nalezy jednak zauwazy¢, ze
dla wartosci powyzej wspomnianego progu warto$ci SNR, zaczyna przewazac blad zwia-
zany z obcigzeniem estymatora dla obu metod w przypadku zastosowania okna prostokat-
nego. Na wykresie 5.5b jest to widoczne w postaci naglego wzrostu biedu odniesionego
do ograniczenia Craméra-Rao w funkcji zmniejszajacego si¢ udziatu szumu w catkowite;j
energii sygnatu. Dla wigkszych wartoSci SNR zastosowanie metody 2pGMSD z wickszy-
mi warto§ciami parametru p umozliwia utrzymanie wartosci btedu catkowitego RMSE na
podobnym poziomie. Jest to spowodowane redukcja obcigzenia znacznie ponizej poziomu
btedu wynikajacego z wystepowania zaktocen losowych, a co za tym idzie charakterysty-
ka btedu pozostaje w przyblizeniu stata. Na wykresie 5.5b jest to widoczne dla przypadku
uzycia parametru p = 3, co umozliwia uzyskanie mniejszego btedu catkowitego niz dla
metody Lianga i in. [113]. Zysk wynikajacy z przyjecia wlasciwych parametréw metody
wykorzystujacej okna GMSD wynika przede wszystkim z redukcji obciazenia. Widac to
w szczegOlnosci, gdy wzrost btedu catkowitego RMSE zwiazany jest z obecnoScig innych
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Rysunek 5.6. Poréwnanie btedéw metody 2pGMSD dla réznych parametréow okna z me-
todg Lianga i in. [113] w przypadku rzeczywistego sygnatu sinusoidalnego.

sktadowych czestotliwoSciowych w sygnale.

5.3.3 Rzeczywisty sygnal sinusoidalny i wplyw skladowej sprz¢zone;j
na dokladnosé¢ estymacji

Kolejne symulacje poSwigcone sa analizie doktadnosci pomiaru poréwnywanych estyma-
toréw w przypadku sygnatu ztozonego z pojedynczej oscylacji sinusoidalnej. Zmiana mo-
delu sygnatu powoduje, ze oprécz sktadnika pochodzacego od sktadowej podstawowe;j,
pojawia si¢ rowniez sktadnik przecieku widma pochodzacy od sktadowej sprz¢zonej po-
fozonej w zakresie czestotliwosci ujemnych. Obecnos¢ tego drugiego sktadnika staje si¢
istotna dla krétkich czaséw pomiaru, tj. niskiej czestotliwo$ci podstawowej A\ (rozdziat
3.6). W przypadku estymatoréw uwzgledniajacych wplyw wylacznie sktadowej podsta-
wowej w modelu, obecnos$¢ sktadowej sprzezonej staje si¢ Zrédtem zwigkszonej wartosci
obciazenia estymatora.

Na rysunku 5.6 zostaly przedstawione wyniki badan przeprowadzonych dla sygnatu
ztozonego z jednej sktadowej sinusoidalnej zakt6conej szumem. Omawiane wykresy od-
powiadajg tym uzyskanym na rysunku 5.5, dla sygnatu ztozonego z pojedynczej oscylacji
zespolonej (z wyjatkiem wykresu 5.6b, gdzie zrezygnowano z przedstawienia wartosci od-
niesionych do ograniczenia Craméra-Rao, ze wzgledu na dominujacy charakter obcigzenia
w btedzie catkowitym RMSE). Zachowane zostaty takze parametry sygnatu i pomiaru z
poprzedniej symulacji. Na wykresie 5.6b umieszczono dodatkowa charakterystyke dla pa-
rametru p = 5 okna czasowego.

Obecnos¢ sktadowej sprzezonej w sygnale powoduje, ze charakterystyka btedu metody
Lianga i in. [113] wykazuje wickszy blad RMSE dla badanego zakresu )\, € [1, 8] bin, na-
wet w przypadku charakterystyki zwigzanej z oknem prostokatnym (p = 0) przyjetym dla
metody 2pGMSD (wykres 5.6a). Z kolei zastosowanie okna o parametrze p = 3 pozwala
na znaczgce zredukowanie wptywu sktadowej sprzezonej na wynik pomiaru dla rosnacych
wartoSci czestotliwosci podstawowej \g, ze wzgledu na redukcje poziomu listkéw bocz-
nych okien GMSD. Na drugim wykresie 5.6b zostaly pokazane charakterystyki btedéw
RMSE dla przypadku sygnatu zakt6conego szumem dla jednej ustalonej wartoSci czesto-
tliwosci A\ = 2,8 bin. Wida¢ na nim, ze btad wynikajacy z obciazenia estymatoréw staje
si¢ sktadnikiem dominujacym juz dla wartoSci SNR > 10 dB w przypadku uzycia okna
prostokatnego. Zastosowanie okien GMSD o wigkszych wartoSciach parametru p powodu-
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je redukcje obcigzenia estymatora 2pGMSD i co za tym idzie wspomniany prég wartosci
SNR przesuwa si¢ w kierunku wiekszych wartosci, polepszajac catkowita doktadnos¢ es-
tymatora w przypadku pomiaru czestotliwosci rzeczywistego sygnatu sinusoidalnego.

5.3.4 Rzeczywisty sygnal sinusoidalny zakl6cony harmonicznymi
Wplyw obecnosci w sygnale drugiej sktadowej harmonicznej

Obecnos$¢ w sygnale zaktécen w postaci sktadowych harmonicznych wiaze si¢ z dalszym
wzrostem obcigzenia porownywanych estymatorow uwzgledniajacych w modelu wylacz-
nie pojedyncza oscylacje zespolong. Jest to spowodowane rosngcym, sumarycznym sktad-
nikiem przecieku widma, ktéry pochodzi od blisko potozonych sktadowych harmonicz-
nych, tak jak zostato to opisane w rozdziale 3.7.2. W celu zbadania wplywu obecnoSci
bliskich komponentéw czestotliwoSciowych na doktadnosé estymatora 2pGMSD zostaly
przeprowadzone badania dla przypadku sygnatéw zaktéconych harmonicznymi.

Narysunku 5.7 zostaty przedstawione wyniki badan dla rzeczywistego sygnatu sinuso-
idalnego zakt6conego sktadowa harmoniczng drugiego rzgdu o amplitudzie stanowiacej
10% amplitudy sktadowej podstawowej, ze zmieniajaca si¢ czestotliwoScig podstawowa
Ao na rysunkach 5.7a i 5.7c oraz ze stalg wartoScig Ay = 3.8 bin i zmieniajaca si¢ war-
toScig amplitudy drugiej harmonicznej na rysunkach 5.7b i 5.7d. Symulacje zostaly prze-
prowadzone dla dwdch poziomow zaszumienia, majac na uwadze mocne strony porowny-
wanych estymatoréw: sygnat z wysokim poziomem szumu (SNR = 10 dB), dla ktérego
lepsze wyniki osiggat estymator Lianga i in. [113] i niskim poziomem szumu SNR = 100
dB, dla ktérego z kolei lepsze wyniki osiggal estymator 2pGMSD. Charakterystyki btedu
RMSE zostaty uzyskane dla N = 1024 dla obu poréwnywanych metod, gdzie dla meto-
dy 2pGMSD zostal wykorzystany wspétczynnik p = 3. Wykresy po lewej stronie 5.7a i
5.7¢ pokazujg charakterystyki bledu w funkcji czestotliwosci podstawowej \g. Po prawej
stronie rysunku znajduja si¢ wykresy 5.7b i 5.7d, na ktérych znajduja si¢ charakterystyki
dla wybranej czestotliwosSci A\g = 3,8 bin i rosnacej amplitudy drugiej harmonicznej (wy-
razonej przez wspotczynnik THD). Wspétczynnik THD dla H — 1 kolejnych sktadowych
harmonicznych zdefiniowany jest w nast¢pujacy sposob:

THD = ,| 3 Y

h=2

(5.3)

Z powyzszego réwnania wynika, ze dla pojedynczej sktadowej harmonicznej rzedu i wy-
stepujacej w sygnale zachodzi zalezno§¢ THD = %.

W przypadku niskiego poziomu zaszumienia, uzycie estymatora 2pGMSD skutkuje
uzyskaniem charakterystyki btedu o malejacych wartoSciach dla zwiekszajacej sie¢ war-
tosci czestotliwosci A\g. Szybko$¢ opadania charakterystyki RMSE na wykresie 5.7a jest
znaczaco wigksza niz dla estymatora Lianga i in. [113] — zaczynajac od podobnej warto-
Sci btedu dla Ay = 2 bin, az do zmniejszenia si¢ wartosSci btedu o dwa rzedy wielkoSci
przy Ao = 7 bin. Charakterystyki na wykresie 5.7b pokazuja dynamike zmiany btedu
dla zwiekszajacego sie udziatu drugiej harmonicznej w sygnale przy statej czestotliwosci
Ao = 3,8 bin. Mozna zauwazy¢, ze w calym zakresie wartoSci Ao oraz warto$ci wspot-
czynnika THD metoda 2pGMSD osiaga lepsze rezultaty od metody Lianga, cho¢ réznica
w bledzie dla wigkszych wartoSci THD zmniejsza si¢. Stata wartoS¢ btedu, bez wzgledu na
warto$¢ amplitudy harmonicznej dla metody Lianga wynika z dominacji btedu wynikaja-
cego z obecnoSci sktadowej sprzezonej. Tak jak wnioskowano w przypadku poprzednich
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Rysunek 5.7. Poréwnanie btedéw metody 2pGMSD dla réznych parametréw okna z me-
todg Lianga i in. [113] w przypadku rzeczywistego sygnatu sinusoidalnego zaktéconego
druga harmoniczng dla wybranej czestotliwosci Ay = 3,8 bin. Rozpatrywane sg dwa
przypadki: dla wykresow (a) i (b) wykorzystywany jest sygnat z niskim poziomem zaszu-
mienia (SNR=100 dB), z kolei dla wykresoéw (c) i (d) z wysokim poziomem zaszumienia
(SNR=10 dB).

badan symulacyjnych (rysunek 5.6), mozliwos¢ zastosowania okien GMSD pozwala na
zmniejszenie obcigzenia estymatora wynikajgcego z wystgpowania sktadowych sgsiadu-
jacych.

W przypadku wysokiego poziomu zaszumienia sygnalu (SNR = 10 dB) réznica w
doktadnosci zastosowanych estymatorow zmniejsza si¢, ale pozostaje na korzyS¢ metody
2pGMSD z parametrem p = 3. Wykresy 5.7c i 5.7d pokazuja charakterystyki bledu RMSE
przyjmujace w przyblizeniu state wartosci (w obszarze \y > 3 bin).

Wplyw obecnosci w sygnale trzeciej harmonicznej

Na rysunku 5.8 zostaly przedstawione wyniki badan przeprowadzonych dla przypadku sy-
gnatu sktadajacego si¢ ze sktadowej sinusoidalnej zakt6conej harmoniczng trzeciego rzg-
du. Powtorzony zostat scenariusz z badan przeprowadzonych dla sktadowej harmoniczne;j
rzedu drugiego (rysunek 5.7). Dla przypadku sygnatu z niskim poziomem zaszumienia
(SNR = 100 dB) wptyw trzeciej harmonicznej na wyniki estymacji 2pGMSD jest zna-
czaco mniejszy niz to bylo w przypadku charakterystyki widocznej na wykresie 5.7a, tj.
obecnosci drugiej harmonicznej. Charakterystyka bledu przedstawiona na wykresie 5.8a
przyjmuje bardziej regularny ksztalt w poréwnaniu z przypadkiem obecnoSci drugiej har-
monicznej, za$§ warto$¢ bledu zmniejsza si¢ — przyktadowo z poziomu 1072 bin w przy-
padku obecnosci drugiej harmonicznej do 10~ bin w przypadku obecnosci trzeciej har-
monicznej dla \p = 4 bin. Z kolei doktadnos$¢ metody Lianga i in. [113] nie poprawia si¢
zauwazalnie, zachowujgc btad rzedu 1072 bin, tak samo jak dla przypadku charakterystyki
btedu widocznej na wykresie 5.7a. Na wykresie 5.8b, demonstrujagcym wptyw amplitudy
harmonicznej dla czestotliwosci A\g = 3.8 bin, charakterystyki bledu RMSE przyjmuja
w przyblizeniu state wartosci dla calego zakresu wartosci wspétczynnika THD. Oznacza
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Rysunek 5.8. Poréwnanie btedéw metody 2pGMSD dla ré6znych parametréw okna z me-
todg Lianga i in. [113] w przypadku rzeczywistego sygnatu sinusoidalnego zaktéconego
trzeciag harmoniczng dla wybranej czgstotliwosci A\g = 3,8 bin. Rozpatrywane s dwa
przypadki: dla wykreséw (a) i (b) wykorzystywany jest sygnat z niskim poziomem zaszu-
mienia (SNR=100 dB), z kolei dla wykresoéw (c) i (d) z wysokim poziomem zaszumienia
(SNR=10 dB).

to, ze w tym przypadku btad wynikajacy z obecnosci sktadowej sprzezonej dominuje nad
btedem wynikajacym z obecnoSci trzeciej harmonicznej dla obu metod, nawet przy mak-
symalnej wartoSci rozwazanej amplitudy A3 = 0,5. Dla przypadku sygnatu z duzym po-
ziomem zaszumienia (SNR = 10 dB) wykresy 5.8c i 5.8d pokazuja, ze dla catego zakresu
Ao i catego zakresu warto$ci wspétczynnika THD, w przypadku metody Lianga, nadal do-
minuje btad zwigzany z obecnoscia sktadowej sprzezonej. Dla metody 2pGMSD sytuacja
jest zupetnie odwrotna: dla wskazanych zakreséw parametréw dominuje btad zwigzany
z wariancjg estymatora. Dla wszystkich przypadkéw jest on mniejszy niz catkowity btad
wynikajacy z zastosowania metody Lianga.

Whplywu obecnosci w sygnale wielu sktadowych harmonicznych

W praktycznych zastosowaniach w sygnale wystepuje zwykle wiele harmonicznych. Nary-
sunku 5.9 zostaty przedstawione wyniki badan przeprowadzonych dla przypadku estyma-
cji czestotliwoSci podstawowej sygnatu sktadajacego sie ze sktadowej sinusoidalnej zakio-
conej oSmioma kolejnymi skfadowymi harmonicznymi, ze stosunkiem amplitud opisanym
w tabeli 5.1. Powtdrzony zostat scenariusz obu wezesniejszych badan przeprowadzonych
dla obecnosci pojedynczych harmonicznych niskiego rzedu, tj. wynikéw z rysunkéw 5.8
i 5.9. Dla przypadku sygnatu z niskim poziomem zaszumienia (SNR = 100 dB) suma-
ryczny wpltyw harmonicznych na wyniki estymacji metody dwupunktowej mozna ocenic¢
uwzgledniajac wyniki umieszczone na rysunku 5.9a. Ksztalt charakterystyk btedu RMSE
jest zblizony do charakterystyk dla przypadku drugiej harmonicznej obecnej w sygnale
(rysunek 5.7), bezwzgledne wartosci bledu sa jednak mniejsze. Swiadczy to o tym, Ze naj-
wigkszym skfadnikiem obcigzenia estymatora 2pGMSD jest przeciek widma pochodzacy
od drugiej harmonicznej, czyli sktadowej potozonej najblizej uzywanych w interpolacji
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Rysunek 5.9. Poréwnanie btedéw metody 2pGMSD dla parametru p = 3 z metoda Wanga
iin. [113] w przypadku sygnatu sinusoidalnego zakt6conego wieloma harmonicznymi
wskazanymi przez tabele 5.1 dla wybranego zakresu czestotliwosci \g i jednej wybranej
Ao = 3,8 bin. Rozpatrywane sa dwa przypadki: dla wykreséw (a) i (b) wykorzystywany
jest sygnat z niskim poziomem zaszumienia (SNR=100 dB), z kolei dla wykreséw (c) i (d)
z wysokim poziomem zaszumienia (SNR=10 dB).

prazkéw DFT. Wykres 5.9b pozwala na potwierdzenie tych spostrzezen, ze wzgledu na wi-
doczng zalezno$¢ pomigdzy rosngcym biedem RMSE przy rosngcym stopniu znieksztat-
cet harmonicznych. Nachylenie charakterystyki jest jednak mniejsze niz dla wykresow
uzyskanych dla badania wptywu obecnos$ci drugiej harmonicznej, jako ze wzrost ampli-
tudy tej harmonicznej jest odpowiednio mniejszy przy tej samej wartoSci wspolczynni-
ka THD. Niezmieniajacy si¢ poziom bledu dla estymatora Lianga i in. [113] Swiadczy z
kolei o dominacji btedu wynikajacego z obecnosci sktadowej sprzezonej nad wplywem
harmonicznych. Dla przypadku sygnatu z duzym poziomem zaszumienia (SNR = 10 dB)
wykresy 5.9¢ i 5.9d pozwalajg na powtdérzenie wnioskOéw towarzyszacych rozwazaniom
na temat obu wczesniejszych badan (rysunki 5.7 i 5.8). Dla metody Lianga dominuje btad
systematyczny pochodzacy od sktadowej sprzezonej, zas dla metody 2pGMSD dominu-
je wariancja. We wszystkich sprawdzanych zakreséw parametréw metoda dwupunktowa
GMSD pozwala na uzyskanie lepszych rezultatow.

Tabela 5.1. Stosunek amplitud kolejnych harmonicznych zawartych w sygnale.

S 6 7 8 9
6 05 5 05 15

Krotnos¢ harmonicznej h
Wzgledna amplituda oy,

4
1

Tabela 5.1 przedstawia amplitudy wzgledne d;, skladowych harmonicznych zawartych
w sygnale testowym dla badan uwzgledniajacych wiele sktadowych harmonicznych. War-
to$¢ amplitudy harmonicznej A;, dla ustalonej wartosci wspotczynnika THD, mozna ob-
liczy¢ z wykorzystaniem wartosci 0, przez zastosowanie zaleznosci (5.4), dla zatozenia
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Rysunek 5.10. Por6wnanie btedow metody 2pGMSD i 3pGMSD w przypadku rzeczywi-
stego sygnatu sinusoidalnego.

jednostkowej amplitudy sktadowej podstawowej A;:

A, THD

9
(| 207
h=2

Powyzsza zalezno$¢ wynika bezposrednio z definicji wspétczynnika THD (réwnanie (5.3)).

THD
~ 5h

A, —
h 9,68

5h dla Al =1

(5.4)

5.4 Metoda trzypunktowa GMSD

5.4.1 Estymacja cz¢stotliwosci dla pojedynczej oscylacji rzeczywistej

Metoda trzypunktowa dla okien GMSD wprowadzona w rozdziale 4 wykorzystuje formu-
te (4.42) do estymacji czestotliwoSci unormowanej \g. Formuta interpolacyjna korzysta z
trzech prazkéw DFT potozonych symetrycznie wzgledem indeksu k. Najwazniejsza cechg
metody jest uwzglednienie wptywu skfadowej sprzezonej w przyjetym modelu interpola-
cji. Pozwala to na uzyskanie wysokiej doktadnosci estymacji czgstotliwosci dla rzeczywi-
stego sygnatu sinusoidalnego nawet dla bardzo krétkich czasow pomiaru. W dalszej cze-
Sci rozdzialu zaprezentowane zostaty charakterystyki bledu RMSE pozwalajace na ocene
efektywnosci uzycia metody trzypunktowej dla r6znych parametréw metody, pomiaru i
sygnalu wejsSciowego.

Eliminacja wplywu skladowej sprz¢zonej — poréwnanie metod dwupunktowej 2pGMSD
i trzypunktowej 3pGMSD

Przedstawione na rysunku 5.10 wyniki badan symulacyjnych majg na celu poréwnanie
metody trzypunktowej 3pGMSD z metoda dwupunktowa 2pGMSD w przypadku estyma-
cji czestotliwosci podstawowej sygnatu sinusoidalnego. Charakterystyki btedu RMSE na
wykresach zostaty uzyskane dla tego samego parametru okna czasowego GMSD p = 3 i
dla N = 256 prébek sygnatu.

Na wykresie 5.10a zostaly przedstawione charakterystyki btedu w funkcji czgstotliwo-
Sci podstawowej g dla przypadku rzeczywistego sygnatu sinusoidalnego, bez zakiécen
losowych. Pozwala to na ocen¢ wartoSci obciazenia w odniesieniu do btedu catkowitego
dla obu metod. Na wykresie wida¢ wyraznie, ze zastosowanie metody 3pGMSD pozwala
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Rysunek 5.11. Charakterystyki bledu RMSE estymatora 3pGMSD przedstawione dla
zmieniajacej si¢ czestotliwosci podstawowej Ao w przypadku sygnatu ztozonego z rzeczy-
wistej skladowej sinusoidalnej. Na rysunkach pokazano wptyw liczby prébek N sygnatu
na obciazenie estymatora dla czterech wybranych wartoSci parametru p okna GMSD.

na redukcje obcigzenia wynikajacego z obecnosci sktadowej sprz¢zonej do poziomu uzy-
skiwanego dla metody 2pGMSD w przypadku estymacji oscylacji zespolonej (rysunki od
5.1do5.5).

Na wykresie 5.10b zostaly przedstawione charakterystyki btedu RMSE w funkcji war-
toSci wspolczynnika SNR dla przypadku sygnatu zakiéconego szumem. W calym zakresie
wartoSci metoda 3pGMSD pozwala na uzyskanie mniejszej wartoSci btedu. Dla wartosci
SNR > 50 dB charakterystyka btedu metody 2pGMSD zaczyna przyjmowac warto$¢ statg
pomimo zmniejszania si¢ energii szumu. Swiadczy to o tym, Ze obcigzenie zaczyna by¢
sktadnikiem dominujacym w bledzie catkowitym RMSE.

Whplyw liczby probek N na wartos¢ obciazenia estymatora

Analiza btedu estymatora trzypunktowego zostala przeprowadzona przez powtdrzenie sce-
nariusza badan opisanych wczesniej w niniejszym rozdziale dla przypadku analizy meto-
dy dwupunktowej (rysunki od 5.1 do 5.10). Gléwna réznice stanowi to, Ze rozpatrywany
jest sygnat zawierajacy pojedyncza rzeczywista sinusoide zamiast oscylacji zespolonej. W
pierwszej kolejnoSci badany jest sygnal pozbawiony zaktdcen losowych. Takie podejscie
umozliwia zbadanie bl¢du zwigzanego z obciazeniem estymatora 3pGMSD ze wzgledu
na przyjete parametry metody. Na rysunku 5.11 przedstawiono wykresy charakterystyk
btedu RMSE w funkcji czestotliwosci podstawowej \g, ktére pozwalajg na ocen¢ wptywu
liczby uzytych prébek N sygnatu stuzacych obliczeniu DFT na doktadno$¢ estymaciji. W
badaniach zastosowano wartoSci N kolejnych poteg dwojki od N = 32 do N = 1024.
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Rysunek 5.12. Charakterystyki bledu RMSE estymatora 3pGMSD przedstawione dla
zmieniajacej si¢ czestotliwosci podstawowej Ao w przypadku sygnatu ztozonego z rze-
czywistej sktadowej sinusoidalnej. Na rysunkach pokazano wplyw wartosci parametru
p na obcigzenie estymatora dla czterech wybranych wartosci liczby prébek /N sygnatu.

Poziom btedu RMSE widoczny na uzyskanych charakterystykach dla czterech wybranych
kolejnych wartosci parametru p §wiadczy o tym, ze wraz ze wzrostem liczby prébek N
nastepuje znaczace zredukowanie bledu wynikajacego z obciazenia estymatora, nawet po-
nizej wartosci 1071° bin dla parametru p > 1. Zysk z zastosowania wigkszej liczby probek
N ro$nie wraz z zastosowaniem wigkszej wartosci parametru p (rosnaca réznica w ble-
dzie widoczna dla wykreséw od 5.11a do 5.11d). Dla parametru p = 3 btagd RMSE jest
mniejszy niz 10~ bin dla wszystkich badanych warto$ci N, za$ dla wartosci N > 512
zmniejsza si¢ ponizej wartosci 107'° bin. Na rysunku 5.11d charakterystyka zwigzana z
liczbg probek N = 1024 przyjmuje odmienny ksztatt ze wzgledu na ograniczenia zwig-
zane z doktadnoscig wykorzystywanej arytmetyki. Powyzszy opis wynikow pokrywa si¢
w duzym stopniu z opisem poSwigconym estymatorowi 2pGMSD dla przypadku sygnatu
ztozonego z pojedynczej oscylacji zespolonej (rysunek 5.1). Dotyczy to kwestii pozio-
mu uzyskiwanych btedéw i ksztattu charakterystyk bledéw. Swiadczy to o tym, ze wptyw
sktadowej sprzgzonej jest skutecznie redukowany.

Wplyw wartosci parametru p okna czasowego na obcigZenie estymatora

Charakterystyki bledu RMSE umieszczone narysunku 5.11 umozliwiaja fatwa ocen¢ zmia-
ny wartosci parametru N na wynik estymacji przy ustalonej warto$ci parametru p okna
czasowego. Z kolei wptyw zmiany wartoSci p na warto$¢ btedu zostat przedstawiony na
rysunku 5.12 dla ustalonej liczby prébek /N. W badaniach zastosowano wartoSci parame-
tru p dla rosngcych wartoSci od p = 1 do p = 6. Charakterystyki btedu uzyskane dla
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Rysunek 5.13. Btad RMSE ze wzgledu na warto§¢ SNR sygnatu dla réznych wartosci
prébek N sygnatu.

czterech wybranych wartosci liczby probek N sygnalu pokazuja, ze wraz ze wzrostem
warto$ci parametru p nast¢puje znaczaca redukcja obcigzenia estymatora (dla wszystkich
rozwazanych wartosci N uzyskano wynik ponizej 10710 bin), w szczegdlnosci przy ro-
snacej zmianie wartosci z nieparzystej na parzysta. Roznica wynikajaca ze zmiany war-
toSci parametru okna, przy okazji przejscia odwrotnego, jest znaczaco mniejsza (rosngca
zmiana z wartoS$ci parzystej na nieparzysta). Zysk z zastosowania wigkszej liczby probek
N jest wiekszy wraz z wigkszymi wartoSciami parametru p, co wida¢ przy poréwnaniu
kolejnych wykreséw od 5.12a do 5.12d. Dla liczby prébek N = 512 btad RMSE jest
mniejszy niz 1077 bin dla wszystkich badanych wartosci parametru p okna czasowego. To
samo mozna powiedzie¢ o charakterystykach btedu uzyskanych dla wartoSci parametru
okna wynoszacego co najmniej p = 2, dla wszystkich rozpatrywanych wartosci liczby
probek N. Na rysunku 5.12¢ i 5.12d charakterystyki zwigzane z wiekszymi warto$ciami
parametru p przyjmuja odmienny ksztalt ze wzgledu na ograniczong doktadnos¢ obliczen
zastosowanych w symulacjach. Jak wskazano juz wczesniej przy okazji omawiania wyni-
kow widocznych na rysunku 5.11 — uzyskane charakterystyki w wigekszoSci odpowiadaja
wynikom otrzymanym dla estymatora 2pGMSD w przypadku estymacji sygnatu zespo-
lonego, co pokazuje, ze metoda trzypunktowa 3pGMSD pozwala na silne ograniczenie
wplywu sktadowej sprzezonej w estymaciji.

Wplyw zakl6cen losowych na dokladno$é metody trzypunktowej

Ocena odporno$ci na szum badanego estymatora trzypunktowego jest przeprowadzona z
wykorzystaniem kolejnych badan symulacyjnych, ktére sa wykonane w analogiczny spo-
sob jak dla estymatora dwupunktowego (rysunek 5.3). Wykorzystany zostal sygnatl skta-
dajacy si¢ z pojedynczej rzeczywistej sktadowej sinusoidalnej znieksztalconej szumem
AWGN. Wplyw obecnosci szumu w sygnale wejSciowym powoduje, ze uzyskiwana war-
to$¢ btedu zwigksza si¢ ze wzgledu na okreSlong warto$¢ wariancji estymatora (zgodnie
z zaleznoscig (5.1)).

Na rysunku 5.13 zostaly przedstawione charakterystyki btedu RMSE w funkcji warto-
$ci wspélczynnika SNR dla przedziatu [0,100] dB. Wykorzystywana jest przy tym ustalona
warto$¢ czestotliwosci podstawowej \g = 2,8 bin. Na wykresach zostaly przedstawione
charakterystyki btedu RMSE dla kolejnych wartosci liczby prébek sygnatu, zaczynajac
od wartoSci N = 32 prébek, az do N = 1024 prébek z wykorzystaniem parametrow
okna p = 1 na wykresie 5.13a oraz p = 2 na wykresie 5.13b. Czarna linig oznaczo-
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no natomiast warto$ci ograniczenia Craméra-Rao dla przypadku estymaciji czestotliwo-
Sci pojedynczej oscylacji zespolonej. Zaleznosci wyprowadzone dla przypadku oscylacji
rzeczywistej [73] pozwalaja na wyznaczenie ograniczenia Craméra-Rao dla estymatora
trzypunktowego 3pGMSD, jednakze ze wzgledu na to, ze przedstawione wykresy zawie-
rajg charakterystyki poréwnawcze dla metod z r6znymi modelami wyjSciowymi, uzyta jest
warto$¢ ograniczenia Craméra-Rao dla modelu oscylacji zespolonej (zalezno$¢ (2.2)).

Dla rozwazanego zakresu wartosci wspotczynnika SNR, w przypadku uzycia parame-
tru p = 1 okna czasowego, wszystkie charakterystyki wykazuja zmian¢ dynamiki uzyski-
wanej doktadnoSci. Na wykresie objawia si¢ to w postaci wystepowania regionu przejscio-
wego pomiedzy wartoSciami malejacymi liniowo i wartoSciami statymi. Tak jak zostato to
juz omOwione przy okazji badan zwigzanych z estymatorem 2pGMSD (rozdziat 5.3), wy-
stepowanie regionéw przejsciowych ma zwigzek ze zmiang dominacji wariancji na rzecz
obciazenia w ujeciu btedu catkowitego. Dla charakterystyki z liczbg probek N = 32 re-
gion ten jest potozony w okolicach warto$ci SNR = 50 dB i dla kolejnych wartosci NV jego
potozenie przesuwa si¢ w kierunku wiekszych wartoSci SNR. Dla charakterystyki z liczba
probek N = 1024 region przejSciowy jest potozony w okolicach wartosci SNR = 100 dB.
Wartosci blgdu RMSE w rejonach dominacji obcigzenia przyjmuja podobne wartosSci jak
uzyskane dla dwéch wezedniejszych rysunkéw przedstawiajacych charakterystyki obcig-
zenia estymatora 3pGMSD (rysunki 5.11 1 5.12). Na drugim z przedstawionych wykreséw
5.13b, dla parametru p = 2 okna czasowego, pokazane zostaly charakterystyki, dla kt6-
rych w calym badanym zakresie warto$ci SNR dominuje btad zwigzany z wystepowaniem
zakldcen losowych, z wylaczeniem charakterystyki dla NV = 32. Dla tej wartoSci liczby
probek region zawierajacy zmian¢ dynamiki charakterystyki potozony jest w okolicach
SNR = 90 dB. Poziom btedu RMSE, dla ktérego charakterystyka przechodzi w rejon
z dominacja obcigzenia, jest zbiezny z wynikami otrzymanymi dla badan bez uwzgled-
niania szumu. Uzyskane wartoSci sg zblizone do wynikéw otrzymanych dla estymatora
2pGMSD w przypadku sygnatu ztozonego wytacznie z pojedynczej sktadowej zespolonej
(opis rysunku 5.3).

Charakterystyki bledu RMSE w odniesieniu do granicy Craméra-Rao ze wzgledu na
uzyty parametr okna

Charakterystyki btedu RMSE, w przypadku uzycia szeSciu kolejnych parametréw okna
czasowego p = 1,...,6 oraz dwdch wartosci liczby probek: N = 128 i N = 1024, zosta-
ty przedstawione na rysunku 5.14. WartoSci btedu na rysunku sa odniesione do wartosci
ograniczenia Craméra-Rao dla rozwazanej liczby prébek N, co pozwala na uzyskanie in-
formacji iloSciowej o wariancji estymatora oraz na ocen¢ wptywu wyboru parametru p
na wynik estymacji dla wielu wartosci jednoczes$nie. Tak jak w przypadku poprzednie-
go rysunku wykorzystana zostata czestotliwo$¢ Ao = 2,8 bin dla pojedynczej oscylacji
rzeczywiste;j.

Gltéwng réznice widoczng przy zestawieniu charakterystyk dla obu wartoSci liczby
prébek N stanowi ksztalt charakterystyki dla parametru p = 1 okna czasowego. Dla matej
liczby probek sygnalu N = 128 mozna zaobserwowac efekt skokowego zwiekszenia si¢
warto$ci wzglednej bfedu ze wzgledu na to, ze sktadnikiem przewazajacym w bledzie staje
si¢ obciazenie. Zmiana dynamiki wystepuje w okolicy wartoSci SNR = 70 dB wspétczyn-
nika SNR. Zastosowanie liczby probek N = 1024 przesuwa ten punkt do poziomu SNR
~ 90 dB. Przedstawione charakterystyki btedu pokazuja, ze w badanym zakresie wartoSci
zaszumienia, wybor wspolczynnikéw okna o wartoSciach wiekszych niz p = 1 pozwala
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Rysunek 5.14. Btad RMSE odniesiony do ograniczenia Craméra-Rao ze wzgledu na war-
toS¢ SNR sygnatu dla réznych warto$ci parametru p okna czasowego.

na eliminacje obcigzenia znacznie ponizej poziomu btedu zwigzanego z wariancjg esty-
matora.

5.4.2 Poréwnanie z wybrang metoda z bezposrednia eliminacja wply-
wu skladowej sprz¢zone;j

Pojedyncza sktadowa sinusoidalna

Analizowany w niniejszym rozdziale estymator trzypunktowy 3pGMSD zostat poréwnany
z inng metoda interpolacji widma DFT. Wybrana zostata metoda Wanga i in. [170], bedaca
jedna z nowszych metod, ktore charakteryzuja si¢ bezpoSrednim uwzglednieniem wptywu
sktadowej sprzezonej bezposrednio w formule interpolacyjnej. Metoda ta charakteryzuje
sie niskg wartoScig obciazenia, nawet dla matej liczby wykorzystanych w pomiarze probek
N, z uwagi na wyprowadzenie wykorzystujace doktadne wyrazenia okreslajagce widmo
okna prostokatnego (rozdziat 3.6.3).

Wykresy umieszczone na rysunku 5.15 zawieraja charakterystyki btedu RMSE, dzigki
ktorym mozliwa jest ocena skuteczno$¢ eliminacji wptywu sktadowej sprz¢zonej za po-
mocg metody Wanga i in. [170] wraz z poréwnaniem do charakterystyk metody trzypunk-
towej 3pGMSD. Badania zostaty przeprowadzone dla sygnatu zawierajagcego pojedyncza
oscylacje sinusoidalna, ktdry nie jest zaktécony szumem (na wykresach 5.15a1i5.15¢) oraz
sygnatu zakiéconego szumem AWGN (na wykresach 5.15b i 5.15d). Na wykresie 5.15a
zostaly przedstawione charakterystyki bledu RMSE dla zmieniajacej si¢ wartoSci czesto-
tliwosci podstawowej dla obu analizowanych metod. Formuta 3pGMSD jest uzyta z trzema
wartoSciami parametru okna: p = 0 (okno prostokatne), p = 3 i p = 5. Liczba prébek sy-
gnalu zostata ustalona na N = 256. Na wykresie widaé, ze metoda Wanga charakteryzuje
si¢ warto$cig obciazenia zblizona do wartosci bledu metody 3pGMSD w przypadku za-
stosowania okna ze wspoétczynnikiem p = 5. Jednoczesnie, jak wida¢ na wykresie 5.15b,
btad zwiagzany z zakl6ceniami losowymi jest na tym samym poziomie co dla estymato-
ra 3pGMSD z natlozonym oknem prostokatnym p = 0. Na wykresach mozna zobaczy¢,
ze w pewnym zakresie parametréw, zastosowanie estymatora Wanga okazuje si¢ lepszym
wyborem. Charakterystyki umieszczone na wykresie 5.15b pozwalaja na stwierdzenie, ze
jest to przypadek uzycia estymatora Wanga w zakresie SNR > 20 dB, az do wartoSci SNR
kiedy btad spowodowany obecnoscig zaktdcen losowych przestaje by¢ sktadnikiem domi-
nujacym (region potozony poza wykresem SNR > 100 dB). Poza tym obszarem, mniejsza
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Rysunek 5.15. Poréwnanie btedéw metody 3pGMSD dla ré6znych parametréw okna z me-
todag Wanga i in. [170].

warto$¢ obcigzenia dla estymatora 3pGMSD mozna otrzymac dla wigkszych wartosci pa-
rametru p okna czasowego. W przypadku estymatoréw wykorzystujacych okna GMSD
mozliwe jest dalsze ograniczenie obcigzenia przez zwigkszenie liczby uzywanych prébek
N. Na wykresach 5.15c i 5.15d zostaly przedstawione charakterystyki btedu dla przypad-
ku wartoSci N = 1024 prébek. Z rysunku mozna takze odczytaé, ze zwigkszenie wartosci
parametru /N pozwolifo na uzyskanie wartosci obcigzenia estymatora 3pGMSD zblizong
do obcigzenia uzyskiwanego przez estymator Wanga juz dla wartoSci p = 3.

Przedstawione symulacje dotyczg badania wptywu obecnoSci w sygnale pojedyncze;j
skfadowej sinusoidalnej zakt6conej szumem. Zastosowanie okna prostokatnego w meto-
dzie Wanga pozwala uzyska¢ dokfadng formule interpolacyjna. Kosztem takiego pode;j-
Scia jest jednak zwiekszenie podatnoSci na obecnos$¢ bliskich sktadowych zakidcajacych.
Dlatego poréwnanie metod uzupetnione jest o symulacje dla sytuacji obecnosci zaktécen
harmonicznych.

Wplyw harmonicznej niskiego rz¢du na wynik estymacji

Na rysunku 5.16 zostaly przedstawione wyniki badan dla przypadku estymacji czesto-
tliwosci podstawowej sygnatu zakiéconego jedng sktadowa harmoniczng niskiego rzedu
— kolejno druga harmoniczng (rysunki 5.16a i 5.16b) oraz trzecig harmoniczna (rysunki
5.16¢ i 5.16d). We wszystkich symulacjach btad RMSE, w przypadku zastosowania okna
prostokatnego (p = 0) dla obu metod, jest bardzo zblizony w calym zakresie czestotliwosci
podstawowej A\ (rysunki 5.16a i 5.16c¢) i dla calego badanego zakresu warto$ci parametru
SNR (rysunki 5.16¢ i 5.16d).
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Rysunek 5.16. Por6wnanie btedéw metody 3pGMSD z metoda Wanga i in. [170] w przy-
padku rzeczywistego sygnalu sinusoidalnego zaki6éconego harmoniczna: (a) i (b) sygnat
zakldcony jest drugg harmoniczna, (c) i (d) sygnat zaktocony jest trzecig harmoniczna.

W przypadku sygnatu zawierajacego drugg harmoniczng z amplitudg A, = 0,1; wyko-
rzystanie parametru p = 3 dla metody 3pGMSD pozwala na redukcje obcigzenia ponize;j
poziomu uzyskanego przez metod¢ Wanga dla czestotliwosci wigkszych niz Ay = 4 bin,
co pokazuje rysunek 5.16a. Dla mniejszych wartoSci \q lepsze rezultaty daje zastosowanie
okna prostokatnego (p = 0) dla obu badanych metod. Dla ustalonej czestotliwosci pod-
stawowej Ao = 2,8 bin zastosowanie okna o parametrze p = 3 daje gorsze rezultaty dla
catego badanego zakresu wartoSci wspétczynnika SNR (rysunek 5.16b), co nie stanowi
jednak zaskoczenia ze wzgledu na zwiekszong warto$¢ wariancji w poréwnaniu do me-
tod wykorzystujacych okno prostokatne i wigkszg warto$¢ obcigzenia, na ktérg wskazuje
wykres 5.16a.

W przypadku analizy bfedu w obecnosci trzeciej harmonicznej dla tej samej wartosci
amplitudy zakt6cenia jak dla drugiej harmonicznej, tj. A3 = 0,1, granica czgstotliwosci
Ao, dla ktérej parametr okna p = 3 pozwala na uzyskanie mniejszej warto$ci obcigzenia
estymatora, przesuwa si¢ w okolice Ay = 2 bin (rysunek 5.16¢). Dzigki temu wcze$niej
przyjeta wartoS¢ statej czestotliwoSci Ay = 2.8 bin pozwala na osiaggni¢cie mniejszego
btedu catkowitego dla wartosci SNR > 35 dB (rysunek 5.16d). Dla wartoSci przedziatu
SNR > 60 dB wzgleda krotnos¢ btedéw estymacji pozostaje na poziomie ok. 102, co
odpowiada warto$ci odczytanej z wykresu 5.16¢ dla Ay = 2.8 bin.

Badania pokazaly, ze obecnos¢ bliskiej skfadowej harmonicznej, nawet z matg warto-
Scig amplitudy, powoduje, ze warto$¢ btedu catkowitego dla obu metod jest w praktyce
identyczna dla zastosowania okna prostokatnego (p = 0). Stad wynika tez, ze uzycie me-
tody wykorzystujacej okna GMSD pozwala na uzyskanie co najmniej takiej samej doktad-
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nosci jak w przypadku metody Wanga, gdy w sygnale obecna jest harmoniczna niskiego
rzedu.

5.4.3 Analiza wptywu zakl6cen harmonicznych

Badania opisane w rozdziale 5.4.2 dostarczyly charakterystyki btedu catkowitego RMSE
w przypadku estymacji czestotliwoSci podstawowej sygnatu zaktoconego sktadowa har-
moniczng niskiego rzedu. Pozwalaja one na oszacowanie sktadowej bledu zwiazanej z
obcigzeniem i wskazujg na obszar SNR, dla ktérego sktadnikiem dominujacym staje si¢
wariancja estymatora. W dalszej czg$ci przedstawiono rozszerzong analize wptywu zakli6-
cent harmonicznych na doktadno$¢ estymacji uzyskiwana przy uzyciu metody trzypunkto-
wej. Parametry metody zastosowane w badaniach symulacyjnych zostaly dobrane w taki
sposob, aby odpowiadaty praktycznemu zastosowaniu i poSrednio wynikajg z analizy ry-
sunkéw 5.15 i 5.16. W pierwszej kolejnosci analizowany jest przypadek sygnatu zakio-
conego pojedyncza harmoniczng i rosngcg wartoSciag THD, a nast¢pnie sygnat ztozony
z wielu harmonicznych. Ponizsze symulacje dla metod 3pGSMD i metody Wanga i in.
[170] odpowiadaja symulacjom dla przypadku pojedynczej sktadowej zespolonej i meto-
dy dwupunktowej, ktérych wyniki zostaly przedstawione wcze$niej na rysunkach 5.7, 5.8
i5.9.

Wplyw obecnosci drugiej harmonicznej na dokladnosé estymacji

Na wykresach 5.17ai 5.17c zostaty przedstawione wyniki badan dla przypadku rzeczywi-
stego sygnatu sinusoidalnego zakt6conego druga harmoniczng o amplitudzie stanowiacej
10% amplitudy sktadowej podstawowej. Uzyskane charakterystyki btedu zostaly wyzna-
czone w funkcji wartosci czestotliwosci podstawowej w zakresie \g € [2, 8] bin. Z kolei
na wykresach 5.17b i 5.17d umieszczone zostaly charakterystyki dla ustalonej warto$ci
Ao = 3,8 bin i rosngcej wartosci amplitudy drugiej harmonicznej wyrazonej posrednio
przez wspotczynnik THD. Symulacje zostaly przeprowadzone dla dwéch pozioméw za-
szumienia SNR = 100 dB (wykresy 5.17ai 5.17b) oraz SNR = 10 dB (wykresy 5.17c¢ i
5.17d), co pozwolito na ocen¢ doktadnosci estymacji w przypadku dominacji obcigzenia i
w przypadku dominacji btedu zwiazanego z obecnoscia zaktécen losowych w ujeciu btedu
catkowitego. Charakterystyki bledu RMSE zostaty uzyskane dla N = 1024 prébek, dla
obu poréwnywanych metod, gdzie dla metody 3pGMSD zostal wykorzystany parametr
okna p = 3. Na wykresach znajdujacych si¢ po lewej stronie rysunku, tj. 5.17a i 5.17c
przedstawione zostaly charakterystyki btedu w funkcji czestotliwosci podstawowej Ag. W
prawej czedci rysunku znajduja sie natomiast wykresy 5.7b i 5.7d, ktére pozwalaja na oce-
n¢ wplywu rosnacej amplitudy drugiej harmonicznej na wynik estymacji (poSrednio przez
zwickszanie wartosci wspotczynnika THD). Btad catkowity RMSE w przypadku sygna-
tu o niskim stopniu zaszumienia (SNR = 100 dB) jest mniejszy dla estymatora Wanga
dla czestotliwosci Ao < 3,5 bin. Rysunek 5.17a pokazuje, ze dla estymatora 3pGMSD
szybkos$¢ opadania charakterystyk biedu jest wieksza ze wzgledu na wykorzystanie okna
z parametrem p = 3. Charakterystyki umieszczone na wykresie 5.17b pokazuja dynamike
zmiany bledu dla zmieniajacej si¢ zawartoSci drugiej harmonicznej w sygnale przy sta-
tej wartosci czestotliwosci Ao = 3,8 bin, dla ktérej w calym zakresie korzystniej wypada
metoda 3pGMSD. Z kolei w przypadku wysokiego poziomu zaszumienia sygnatu (SNR
= 10 dB) dominuje sktadnik btedu wynikajacy z obecnosci zaktécen losowych, dla kt6-
rego w prawie catym zakresie badanych parametrow lepsze rezultaty otrzymano z wyko-
rzystaniem metoda Wanga. Charakterystyki btedu RMSE umieszczone na rysunku 5.17¢
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Rysunek 5.17. Poréwnanie btedéw metody 3pGMSD dla réznych parametréw okna z me-
todg Wanga i in. [170] w przypadku rzeczywistego sygnatu sinusoidalnego zaktéconego
druga harmoniczng dla wybranej czestotliwosci Ay = 3,8 bin. Rozpatrywane sg dwa
przypadki: dla wykresow (a) i (b) wykorzystywany jest sygnat z niskim poziomem zaszu-
mienia (SNR=100 dB), z kolei dla wykresoéw (c) i (d) z wysokim poziomem zaszumienia
(SNR=10 dB).

pozwalaja na stwierdzenie wigkszej doktadnosci estymatora Wanga dla wartosci \p < 3.5
bin. R6znica w doktadnosci estymatoréw widoczna na rysunku 5.17d zmniejsza si¢ wraz
ze wzrostem udziatu drugiej harmonicznej i zmienia si¢ na korzys$¢ estymatora 3pGMSD
dla wigkszych warto$ci amplitudy drugiej harmonicznej THD > 0,1.

Wplyw obecnosci trzeciej harmonicznej na dokladnos¢ estymacji

Na rysunku 5.18 zostaly przedstawione wyniki badan przeprowadzonych dla przypadku
sygnatu sktadajacego si¢ ze sktadowej sinusoidalnej zaktoconej harmoniczna trzeciego
rzedu. Powtorzony zostat scenariusz z badania przeprowadzonego dla sktadowej harmo-
nicznej rzedu drugiego (rysunek 5.17). Dla przypadku sygnatu z niskim poziomem za-
szumienia (SNR = 100 dB) wptyw trzeciej harmonicznej na wyniki estymacji metody
3pGMSD jest znaczaco mniejszy niz dla drugiej harmonicznej, przyktadowo zmniejsza
sie o okofo jeden rzad wielkoSci dla czestotliwosci A\g = 6 bin. Charakterystyki btedu na
wykresie 5.18a wskazuja na przewage tej metody nad metoda Wanga, co bezposrednio
wynika z dobrego dopasowania parametru p = 3 dla pomiaru w tym zakresie cz¢stotliwo-
Sci. Dla ustalonej czestotliwosci A\g = 3,8 bin krotno$¢ miedzy warto$ciami btedu osigga
ok. 1072 i utrzymuje si¢ dla warto$ci wspétczynnika THD wigkszych niz ok. 0,05 (wykres
5.18b).

Dla przypadku sygnatu z duzym poziomem zaszumienia (SNR = 10 dB) wykres 5.18c
pozwala stwierdzié, ze dla zakresu wartoSci A\ > 3 bin dominuje blad zwigzany z zakl6-
ceniami losowymi (przy ustalonym THD = 0,1). Dotyczy to obu analizowanych metod.
Na rysunku 5.18d widoczny jest jednak delikatny trend wznoszacy btedu dla rosngce-
go poziomu znieksztalcen, co §wiadczy o tym, ze wplyw znieksztalceri harmonicznych
na doktadno$¢ pomiaru w metodzie Wanga jest wickszy niz dla metod wykorzystujacych
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Rysunek 5.18. Poréwnanie btedéw metody 3pGMSD dla parametru p = 3 okna czasowego
z metodg Wanga i in. [170] w przypadku rzeczywistego sygnatu sinusoidalnego zakt6co-
nego trzecig harmoniczng dla wybranej czestotliwosci \g = 3,8 bin. Rozpatrywane sa
dwa przypadki: dla wykresow (a) i (b) wykorzystywany jest sygnat z niskim poziomem
zaszumienia (SNR=100 dB), z kolei dla wykreséw (c) i (d) z wysokim poziomem zaszu-
mienia (SNR=10 dB).

okna GMSD. Nalezy pamig¢tad, ze réznica w uzyskiwanym bledzie zachodzaca pomiedzy
charakterystykami obu metod wynika z tego, ze w metodzie Wanga mozliwe jest wyko-
rzystanie wylacznie okna prostokatnego (p = 0).

Wplyw obecnosci wielu harmonicznych na dokladnos$¢ estymacji

Na rysunku 5.19 zostaty przedstawione charakterystyki btedu catkowitego RMSE uzyska-
ne w przypadku sygnatu sktadajacego si¢ ze skfadowej sinusoidalnej zaki6conej oSmioma
kolejnymi sktadowymi harmonicznymi, ze stosunkiem amplitud opisanym w tabeli 5.1.
Przeprowadzone badania powtarzaja scenariusz obu wczeSniejszych symulacji, dla kto-
rych zostaly uzyskane charakterystyki bfedu dla przypadku obecnosci pojedynczej skia-
dowej harmonicznej niskiego rzedu (rysunki 5.17 i 5.18). Dla przypadku sygnatu z ni-
skim poziomem zaszumienia (SNR = 100 dB) sumaryczny wplyw harmonicznych na
wyniki estymacji metody trzypunktowej 3pGMSD mozna oceni¢ ze wzgledu na wyniki
umieszczone na wykresie 5.19a. Ksztalt charakterystyk biedu jest zblizony do charakte-
rystyk otrzymanych dla przypadku obecnosci wytacznie drugiej harmonicznej w sygnale
(rysunek 5.17), bezwzgledne wartosci bledu sg jednak mniejsze. Podobnie jak to bylo w
przypadku analizy estymatora dwupunktowego (rysunek 5.9), najwickszym sktadnikiem
obciazenia estymatora 3pGMSD jest przeciek widma pochodzacy od sktadowej potozonej
najblizej uzywanych prazkéow DFT, tj. drugiej sktadowej harmonicznej. Ocena wartosci
btedu umieszczonego na wykresie 5.19b pozwala na potwierdzenie tego przypuszczenia,
ze wzgledu na wyrazny wzrost btedu RMSE dla rosnacego stopnia znieksztatcefi harmo-
nicznych.

Dla przypadku sygnatu z duzym poziomem zaszumienia (SNR = 10 dB), uzyskane
wartosci btedu przedstawione zostaly na wykresach 5.19c i 5.19d. Ocena ksztaltu charak-
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Rysunek 5.19. Por6wnanie bledéw metody 3pGMSD dla parametru p = 3 z metoda Wan-
gaiin. [170] w przypadku rzeczywistego sygnatu sinusoidalnego zaktéconego wieloma
harmonicznymi wskazanymi przez tabele 5.1 dla wybranego zakresu czgstotliwosci A i
jednej wybranej A\ = 3,8 bin. Rozpatrywane sg dwa przypadki: dla wykreséw (a) i (b)
wykorzystywany jest sygnal z niskim poziomem zaszumienia (SNR=100 dB), z kolei dla
wykreséw (c) i (d) z wysokim poziomem zaszumienia (SNR=10 dB).

terystyk pozwala na powtorzenie wnioskow towarzyszacych rozwazaniom na temat wply-
wu obecnosci w sygnale pojedynczych harmonicznych (rysunki 5.17 i 5.18). Dla metody
3pGMSD dominuje btad wynikajacy z zakiécen losowych dla zakresu wartoSci Ay > 3,5
bin, o czym Swiadczy w przyblizeniu stala warto$¢ bledu na wykresie 5.19¢ oraz na wy-
kresie 5.19d, gdzie mimo rosngcego udzialu znieksztatcefi harmonicznych wartos¢ btedu
jest w przyblizeniu stata dla ustalonej czestotliwosci podstawowej Ag = 3,8 bin.

5.5 Metoda pi¢ciopunktowa GMSD

5.5.1 Estymacja czestotliwosci dla sygnalu zakloconego pojedynczg
harmoniczng

Metoda pigciopunktowa dla okien GMSD zostata wprowadzona w rozdziale 4 i wykorzy-
stuje formute interpolacyjng uzyskana w réwnaniu (4.76). Przywotana zaleznoS¢ pozwala
na wybor rzedu harmonicznej, ktérej wplyw jest eliminowany w estymacji, co jest realizo-
wane za pomocg parametru b. Praktyczne znaczenie w estymacji czestotliwosci z wykorzy-
staniem prazkéw DFT majg gtdwnie sktadowe harmoniczne niskiego rzedu, ze wzgledu
na blisko$¢ umiejscowienia w widmie wzgledem sktadowej podstawowej, a wiec sg to w
szczegOlnosci druga i trzecia harmoniczna. Stad formuta (4.76) sprowadza si¢ do formuty
(4.77), jesli priorytetem jest eliminowanie wptywu drugiej harmonicznej (b = 2) lub do
formuly (4.78), jesli jest to wplyw trzeciej harmonicznej (b = 3). Ocena skutecznosci eli-
minacji wptywu sktadowej sprzezonej na doktadno$¢ estymacji metody pieciopunktowe;j
SpGMSD zostata wykonana na podstawie badan symulacyjnych wraz z poréwnaniem do
dwoch wezesniej omawianych metody dwupunktowej 2pGMSD i metody trzypunktowej
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3pGMSD.

Eliminacja wplywu skladowej harmonicznej — poréwnanie metody dwupunktowej
2pGMSD, trzypunktowej 3pGMSD i pi¢ciopunktowej SpGMSD

Na rysunku 5.20 zostaly przedstawione charakterystyki btedu catkowitego RMSE metod
wykorzystujacych okna GMSD dla rzeczywistego sygnatu ztozonego ze sktadowej pod-
stawowej oraz pojedynczej sktadowej harmonicznej niskiego rzedu. Rozwazana jest har-
moniczna drugiego rzedu (rysunki 5.20a i 5.20b) oraz harmoniczna trzeciego rzedu (5.20c
i 5.20d). Charakterystyki btedu uzyskane sa dla metody pigciopunktowej SpGMSD, trzy-
punktowej 3pGMSD i dwupunktowej 2pGMSD. Dla wszystkich metod zostal wybrany
parametr okna p = 3. Na wykresach przedstawiono charakterystyki uzyskane dla sygna-
tu wejsSciowego zlozonego z N = 256 prébek, a amplitudy sktadowych harmonicznych
przyjmuja wartosci 0,1 wzgledem amplitudy sktadowej podstawowej o czestotliwosci \.

Po lewej stronie rysunku znajduja si¢ dwa wykresy charakterystyk btedu dla sygnatu
wejSciowego niezakldconego szumem (wykresy 5.20a i 5.20c). Na rysunku 5.20a zosta-
ty przedstawione charakterystyki bledu dla przypadku obecnos$ci drugiej harmonicznej,
gdzie w przypadku metody pigciopunktowej wybrany zostal parametr b = 2, tak aby usu-
na¢ wplyw sktadowej drugiego rzedu. Charakterystyki reprezentuja sktadnik obciazenia
estymatora w ujeciu bledu catkowitego, z uwagi na brak zaklocen losowych w sygnale
wejsSciowym. Widac stad, ze metoda SpGMSD pozwala na skuteczng eliminacje wptywu
drugiej skfadowej harmonicznej do podobnego poziomu jak w przypadku uzyskiwanego
dla sygnatu sinusoidalnego i metody 3pGMSD (rysunek 5.10) oraz zespolonego sygnalu
harmonicznego i metody 2pGMSD (rysunek 5.1). Wzgledna krotno$¢ pomiedzy warto-
$ciami bledu dla obu metod osigga warto$¢ nawet ok. 108 raza.

Podobnie jak w przypadku drugiej harmonicznej obecnej w sygnale, charakterystyki
btedu dla trzeciej harmonicznej i parametru b = 3 metody pigciopunktowej pozwalajg na
potwierdzenie skutecznosci eliminacji wptywu skfadowej harmonicznej, co jest widocz-
ne na wykresie 5.20c. Charakterystyki btedu dla metod 2pGMSD i 3pGMSD przyjmuja
odpowiednio mniejsze wartoSci w stosunku do wykresu 5.20a, ze wzgledu na mniejszy
wplyw trzeciej harmonicznej przy statej wartoSci amplitudy sktadowej zaktdcajacej. Roz-
nica w doktadnosci pomiaru pomiedzy metodami 2pGMSD i 3pGMSD wynika z wptywu
skfadowej sprzg¢zonej i nie przekracza jednego rzgdu wartosci.

Prawa strona rysunku sktada si¢ z wykresow prezentujacych charakterystyki uzyska-
ne w przypadku estymacji sygnatu wejSciowego zaktéconego szumem AWGN (wykresy
5.20b i 5.20d). Wykres 5.20b pokazuje przypadek obecnosci drugiej harmonicznej, a wy-
kres 5.20d przypadek trzeciej harmonicznej. Wykresy zostaly wykonane dla ustalonej cze-
stotliwosci podstawowej Ao = 2,8 bin i przedziatu wartosci wspéiczynnika SNR € [0,100]
dB. Tak jak juz wskazano wcze$niej w niniejszym rozdziale, fragmenty charakterystyk
przyjmujace state wartoSci wynikaja z dominacji obciazenia nad btedem spowodowanym
obecnoscig zaklocen losowych w estymacji czestotliwosci. Wida¢ zatem, ze metoda pig-
ciopunktowa w calym rozwazanym zakresie gwarantuje eliminacj¢ wptywu pojedyncze;j
sktadowej harmonicznej ponizej btedu wynikajacego z obecnos$ci szumu. Znaczace obni-
zenie bledu wynikajacego z obcigzenia jest jednak zwigzane ze zwigkszonym sktadnikiem
btedu wynikajacego z obecnosci zaktocen losowych. Jest to widoczne dla regionu gdzie
dominuje wariancja nad obciazeniem — metoda pieciopunktowa oferuje najmniejsza od-
pornos¢ na zaktdcenia losowe ze wszystkich trzech analizowanych metod. W przypadku
metod dwupunktowej i trzypunktowej obcigzenie zaczyna dominowaé juz przy wartosci
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Rysunek 5.20. Poréwnanie bledéw metody 2pGMSD, 3pGMSD i SGMSD w przypad-
ku rzeczywistego sygnatu sinusoidalnego i pojedynczej sktadowej harmonicznej niskiego
rzedu.

SNR = 10 dB, gdzie btad catkowity przyjmuje statg warto$¢ ponizej ok. 10~! bin w przy-
padku drugiej harmonicznej (wykres 5.20b). Bfad ten zmniejsza si¢ az do wartoSci ok.
1072 bin dla metody 2pGMSD i ponizej 10~* bin dla metody 3pGMSD w przypadku za-
klécenia trzecig harmoniczng (wykres 5.20d). W przeciwienstwie do metody SpGMSD, te
wartoSci bfedu rosng jeszcze bardziej, gdy zwieksza si¢ amplituda harmonicznych. Zostato
to pokazane dalej w niniejszym rozdziale.

Wplyw liczby prébek N na wartos$¢ obcigZenia estymatora

Opisywane powyzej badania symulacyjne wykazaty efektywnos$¢ zastosowania metody
SpGMSD w redukcji obciagzenia w przypadku obecnosci pojedynczej sktadowej harmo-
nicznej w sygnale. Na czterech kolejnych rysunkach 5.21, 5.22, 5.23 i 5.24 zostaly przed-
stawione charakterystyki btedu catkowitego dla kolejnych wartosci liczby prébek N sygna-
tu w przypadku zakiécenia sktadowa harmoniczng niskiego rzgdu bez zaki6écen losowych.
Kazdy ze wskazanych rysunkow zawiera charakterystyki btedu catkowitego dla czterech
roznych wartosci parametru p okna czasowego i zakresu czestotliwoSci podstawowej sy-
gnalu Ay € [0,8]. Rysunki r6znig si¢ wyborem parametru metody SpGMSD b € {2,3}
oraz warto$cig amplitudy analizowanej sktadowej Ay,.

Narysunku 5.21 przedstawione zostaty wykresy charakterystyk biedu RMSE dla przy-
padku sygnatu zakt6conego drugg harmoniczng z amplitudg wynoszaca 10% amplitudy
sktadowej podstawowej i liczba probek od N = 32 do N = 1024. Wnioski wyciagniete
z jakoSciowej analizy otrzymanych charakterystyk powtarzaja si¢ z tymi, ktore dotyczyly
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Rysunek 5.21. Charakterystyki btedu RMSE estymatora SpGMSD (b = 2) dla réznej licz-
by prébek N przedstawione w funkcji czestotliwosci podstawowej Ao w przypadku sygna-
tu rzeczywistego zakiéconego drugg harmoniczng z amplitudg stanowiaca 0,1 wartosci
amplitudy sktadowej podstawowe;.

metod 3pGMSD i 2pGMSD (odpowiednio rysunki 5.1 i 5.11). Na wykresach mozna za-
uwazy¢, ze wraz ze wzrostem liczby probek /V sygnalu wejsciowego nastepuje zredukowa-
nie warto$ci bledu RMSE, ktéry wynika z obcigzenia estymatora. Efekt jest potegowany
ze wzgledu na zastosowanie wigkszej wartoSci parametru p okna czasowego (wykresy od
5.21a do 5.21d). Dla parametru p = 4 blad RMSE jest mniejszy niz 10~ bin dla wszyst-
kich badanych wartos$ci liczby prébek V. Dla warto$ci N > 512 na wszystkich wykresach
warto$¢ btedu takze zmniejsza si¢ ponizej wartosci 10~° bin. Na wykresie 5.21d charak-
terystyki uzyskane dla wartoSci N = 5121 N = 1024 czeSciowo przyjmuja odmienny
ksztalt, ktéry wynika z ograniczen stosowanej arytmetyki zmiennoprzecinkowe;j.

Na rysunku 5.22 zostaly przedstawione charakterystyki dla powtarzajacego si¢ scena-
riusza poprzedniej symulacji, ale ze zwigkszong warto$cig amplitudy drugiej harmonicz-
nej Ay do 100% amplitudy sktadowej podstawowej A;. Mimo dziesieciokrotnego zwigk-
szenia wartoSci amplitudy sktadowej harmonicznej, warto$¢ bledu nie wzrosta w znaczacy
sposob. Najwicksza zmiana zostata zarejestrowana dla warto$ci parametru p = 1 okna cza-
sowego i jest zwigzana z mniejszg regularnoscig ksztaltu charakterystyk bledu w poréw-
naniu z estymacja sygnatu zawierajacego mniejsza wartoscig amplitudy drugiej sktadowej
harmonicznej. Na wykresach mozna zauwazy¢ miejsca zwickszonego biedu widoczne w
postaci pojedynczych pikow wartoSci RMSE, szczegdlnie w zakresie wartoSci czestotli-
wosci 1 < A\g < 3 bin. Otrzymane wartosci bfedu nie réznig si¢ jednak o wigcej niz jeden
rzad wielkoSci.

W sposéb analogiczny jak dla rysunkéw 5.21 i 5.22 zostaly wykonane symulacje dla
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Rysunek 5.22. Charakterystyki btedu RMSE estymatora SpGMSD (b = 2) dla réznej licz-
by prébek N przedstawione w funkcji czestotliwosci podstawowej Ao w przypadku sygnatu
rzeczywistego zakiéconego druga harmoniczng i amplituda réwna amplitudzie skfado-
wej podstawowej.

parametru b = 3 metody pieciopunktowej. Charakterystyki btedu RMSE zostaly przed-
stawione na rysunkach 5.23 i 5.24 dla sygnatu zfozonego z sinusoidy i trzeciej sktadowej
harmonicznej. Dla wszystkich wspomnianych rysunkéw charakterystyka btedu dla przy-
padku N = 32 charakteryzuje si¢ znaczacym zwigkszeniem wartoSci btedu dla zakresu
Ao > 5 bin. Zwigzane jest to z przyblizeniami przyjetymi przy wyprowadzaniu metody
w rozdziale 4, wprowadzonymi przy zaktadaniu postaci reprezentacji funkcji widma okna
czasowego GMSD (aproksymacja zaktadajaca duze wartosci parametru N) oraz kofico-
wej formuty metody SpGMSD w rozdziale 4.5.2 (przyblizenia zaktadajace mate wartosci
parametru k). Dla rejonu niskich wartosci liczby prébek N i wysokich wartosci indeksu
k przyjete przyblizenia powoduja wzrost btedu, ktory jest znaczaco wigkszy od typowego
poziomu obcigzenia dla innych charakterystyk. Wystapienie opisywanego efektu mozna
przewidzie¢ za pomocg szacunkowej zaleznosci dla )\, przyjmujacej postaé \g ~ %.

Na rysunku 5.23 zostaty przedstawione charakterystyki btedu dla przypadku ampli-
tudy trzeciej harmonicznej stanowigcej 10% wartosci amplitudy sktadowej podstawowe;j.
Otrzymane wyniki jakoSciowo odpowiadaja poprzedniemu analizowanemu przypadkowi
zuzyciem metody SpGMSD z parametrem b = 2 do eliminowania wptywu drugiej harmo-
nicznej (rysunek 5.21). Wraz ze wzrostem wartosci uzytej liczby prébek /N wartos¢ btedu
RMSE zmniejsza si¢ ze wzgledu na malejacy udzial wartosci obcigzenia estymatora. Po-
dobnie jak w przypadku parametru b = 2, najwigksza redukcje btedu mozna uzyskac ze
zwickszaniem warto$¢ parametru p okna czasowego. Jest to widoczne na wykresach od
5.23a do 5.23d dla zwigkszajacej si¢ wartosci parametru p od 1 do 4. Co do zasady, w
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Rysunek 5.23. Charakterystyki btedu RMSE estymatora SpGMSD (b = 3) dla réznej licz-
by prébek N przedstawione w funkcji czestotliwosci podstawowej Ao w przypadku sygna-
tu rzeczywistego zaktéconego trzecig harmoniczng z amplitudg stanowiacg 0,1 wartosci
amplitudy sktadowej podstawowe;.

poréwnaniu do wczesniejszego przypadku b = 2, wartoSci bledu RMSE s3 mniejsze ze
wzgledu na to, ze trzecia sktadowa jest oddalona dwukrotnie dalej niz sktadowa druga od
czestotliwoSci podstawowej \g. Bezwzgledna réznica btedu jest jednak mata i w catym
zakresie (oprocz rejonu zawierajacego znaczacy btad wynikajacy z uzycia przyblizen w
wyprowadzeniu) nie przekracza jednego rzgdu wielkosci.

Narysunku 5.24 przedstawione zostaty charakterystyki btedu dla przypadku amplitudy
trzeciej harmonicznej stanowigcej 100% wartosci amplitudy sktadowej podstawowej. Tak
samo jak to bylo w przypadku parametru b = 2 (rysunek 5.21 i 5.22), charakterystyki bledu
RMSE zachowuja podobne poziomy jak dla dziesieciokrotnie mniejszej wartosci ampli-
tudy zaktdcenia harmonicznego. Gléwna réznica zachodzaca pomigdzy poréwnywanymi
charakterystykami polega na lokalnych zmianach w ksztalcie, jednak wartoSci maksymal-
ne btedu nie sg znaczaco wigksze. Na wykresach od 5.24a do 5.24d obszar wartoSci A,
dla ktérych uzyskiwany jest znaczny przyrost bledu zwigzany z zastosowanymi przybli-
zeniami jest podobny jak w przypadku estymacji sygnatu z mniejszg wartoScig amplitudy
(rysunek 5.23). Doktadno$¢ wyznaczenia wartoSci bledu dla charakterystyk w przypadku
liczby prébek N = 512, N = 1024 i parametru p = 4 ograniczona jest przez doktadnos¢
zastosowanej arytmetyki zmiennoprzecinkowej (dwie dolne charakterystyki widoczne na
wykresie 5.24d).
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Rysunek 5.24. Charakterystyki btedu RMSE estymatora SpGMSD (b = 3) dla réznej licz-
by prébek N przedstawione w funkcji czestotliwosci podstawowej Ao w przypadku sygnatu
rzeczywistego zakiéconego trzeciag harmoniczng i amplituda réwng amplitudzie sktado-
wej podstawowej.

Wplyw wartosci parametru p okna czasowego na wartos$¢ obcigzenia estymatora

Badania symulacyjne przeprowadzone w kolejnej czesci rozdziatu skupiajg si¢ na zbada-
niu wplywu wartosci parametru p okna czasowego na doktadnos$¢ otrzymanego pomiaru
w zblizonym scenariuszu jak w przypadku badan, ktérych wyniki zostaly zaprezentowane
na rysunkach od 5.21 do 5.24. Charakterystyki bledu RMSE przedstawione na rysunkach
5.25, 5.26, 5.27 i 5.28 zostaly wygenerowane dla szesSciu kolejnych wartoSci parametru
p € {1,...,6}. Sygnat wejsciowy sklada si¢ z sygnatu sinusoidalnego i jego jednej harmo-
nicznej niskiego rzgdu bez obecnosci zakiécen losowych. Na przedstawionych rysunkach
pokazano charakterystyki bledu dla dwéch warto$ci parametréw metody SpGMSD (b = 2
i b = 3) oraz dla dwéch wartosci amplitudy skladowej harmonicznej (A, = 0,11 A, = 1
wzgledem sktadowej podstawowej). Kazdy z rysunkéw 5.25-5.28 zawiera cztery wykresy
dla czterech wartosci liczby prébek N € {64, 128,256,512} i dla zakresu czestotliwosci
podstawowej Ao € [0, 8] bin.

Na rysunku 5.25 zostaly przedstawione charakterystyki bledu RMSE dla przypadku
braku szumu i sygnatu zawierajacego drugg harmoniczng z warto$cia amplitudy réwna
10% amplitudy sktadowej podstawowej. Estymacja czestotliwosci realizowana jest z uzy-
ciem réwnan metody SpGMSD z parametrem b = 2. Na kazdym z czterech wykreséw dla
ustalonego parametru N przedstawione zostaly charakterystyki bledu dla szesciu kolej-
nych wartoSci parametru p = 1,..,6. Warto$¢ btedu estymacji w rozwazanym przypadku
maleje wraz ze wzrostem warto$ci parametru p okna czasowego, przy czym réznica przy
jednostkowym wzroS$cie warto$ci parametru okna jest wicksza dla przypadku przejscia do
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Rysunek 5.25. Charakterystyki btedu RMSE estymatora SpGMSD (b = 2) dla kolejnych
warto$ci parametru p przedstawione w funkcji czestotliwoSci podstawowej Ao w przypad-
ku sygnatu rzeczywistego zakiéconego drugg harmoniczng i amplitudzie stanowiacej
10% amplitudy sktadowej podstawowe;.

wartoSci parzystych niz zmiana do wartosci nieparzystych. Omawiany efekt pogtebia sig,
skutkujac wickszymi réznicami btedu dla zwigkszajacych sie wartosSci liczby probek N
sygnatu wejSciowego, co widac dla charakterystyk umieszczonych na wykresach od 5.25a
do 5.25d. Wykorzystanie parametru p = 2 pozwala na redukcje wartosci btedu zwigzane-
go z obcigzeniem do warto$ci ponizej 10~° bin dla kazdej rozpatrywanej liczby prébek.
Charakterystyki dla przypadku N = 512 i warto$ci parametru p > 3 przyjmuja odmien-
ny ksztatt ze wzgledu na ograniczona doktadnoS¢ obliczen wykorzystywanej arytmetyki
(trzy dolne charakterystyki na wykresie 5.25d).

Na rysunku 5.26 zostalty przedstawione charakterystyki uzyskane przy wprowadzeniu
zwickszonej wartoSci amplitudy drugiej sktadowej harmonicznej do poziomu wartosci
100% amplitudy sktadowej podstawowej (A, = 1). Otrzymane charakterystyki biedu ce-
chuja sie zwickszona nieregularnoscia ksztattu w poréwnaniu z mniejsza amplitudg za-
kiécenia harmonicznego A, = 0,1 (rysunek 5.25). Lokalne skoki wartosci btedu RMSE
sg szczeg6lnie zauwazalne dla wartosci czestotliwoSci podstawowej Ay < 3 i dalej zmniej-
szajg si¢ wraz ze wzrostem czgstotliwosci \g. Mimo zwigkszenia warto$ci amplitudy dzie-
sigciokrotnie, w catym zakresie nie wystepuje wzrost wartosci bfedu o wigcej niz jeden
rzad wielkoSci.

Narysunku 5.27 zostaly przedstawione charakterystyki btedu RMSE dla przypadku sy-
gnatu zawierajacego trzecig sktadowa harmoniczng o amplitudzie réwnej 10% amplitudy
sktadowej podstawowej bez szumu. Estymacja cz¢stotliwosci realizowana jest z uzyciem
réwnan metody SpGMSD i z przyjetym parametrem b = 3, tj. z eliminacja wplywu trze-
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Rysunek 5.26. Charakterystyki btedu RMSE estymatora SpGMSD (b = 2) dla kolejnych
warto$ci parametru p przedstawione w funkcji czestotliwoSci podstawowej Ao w przypad-
ku sygnatu rzeczywistego zaktéconego drugg harmoniczng z amplitudg réwng amplitu-
dzie sktfadowej podstawowe;j.

ciej harmonicznej. Na kazdym z czterech wykresow dla ustalonego parametru N zostaly
przedstawione charakterystyki bfedu dla szesciu kolejnych wartosci parametru p = 1,..,6.
Tak samo jak dla przypadku obecnoSci drugiej harmonicznej, warto$¢ biedu estymacji ma-
leje wraz ze wzrostem warto$ci parametru p okna czasowego, przy czym roznica w bledzie
uzyskana dla inkrementacji warto$ci parametru okna jest wigksza dla przypadku przejscia
do wartoSci parzystych niz zmiana w kierunku wartoSci nieparzystych. Omawiany efekt
poglebia sie, skutkujac w wiekszych roznicach biedu dla zwigkszania wartosci probek N
sygnatu wejSciowego. Wplyw obecnosci harmonicznej trzeciego rzedu na doktadnos¢ es-
tymacji jest mniejszy niz w przypadku sktadowej rzedu drugiego, gdy rozpatrywane sg
takie same amplitudy. Wynika to bezposrednio z wigkszej odlegtoSci pomigedzy uzytymi
prazkami widma w estymacji a pofozeniem sktadowej widmowej. Wraz ze zwigkszaniem
wartoSci \g na wykresach, charakterystyki bledu RMSE opadaja szybciej. Wida¢ to w
przypadku charakterystyki btedu dla liczby probek N = 512 i wartoSci parametru p = 2,
gdzie warto$¢ btedu zmniejsza sie ponizej poziomu 1071° bin dla czestotliwosci podsta-
wowej \o = 4 bin (przez poréwnanie wykreséw 5.25d i 5.27d). Dla czestotliwosci \g > 1
bin wykorzystanie parametru p = 2 pozwala na redukcje wartosci btedu zwigzanego z
obcigzeniem do wartosci ponizej 107> bin dla kazdej rozpatrywanej liczby prébek. Dla
przypadku liczby probek N = 256 oraz N = 512 otrzymane wykresy przyjmuja odmien-
ny ksztalt ze wzgledu na ograniczong doktadnosc¢ obliczen (wykres 5.27d).

Narysunku 5.28 zostaly umieszczone charakterystyki bledu RMSE uzyskane dla zwigk-
szonej wartoSci amplitudy trzeciej harmonicznej do warto$ci 100% wartoSci amplitudy

112



No12s [——sown=]

T, = Z}Zﬁ Apsin (QW}L)\O% +¢n)

5pGMSD b=3

=
2 |

p=1

V/MSE (o) [bin]
=)
=

2

=3
L — |
\\\—\’\%\"—;M

— 7=
ot AQ =0.1 Ty = 2}123 Apsin (27rh/\0% +¢n) 10715 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
)‘o [bin] /\0 [bin]
(a) (b)
10° T T T T T T T 10° T T T T T T .
N = 256 N =512

T, = Z},s Apsin (QWh/\uﬁ +¢n) T, = Z}lg Apsin (Zﬂh)\();Ti + on)

107

Rysunek 5.27. Charakterystyki btedu RMSE estymatora SpGMSD (b = 3) dla kolejnych
warto$ci parametru p przedstawione w funkcji czestotliwoSci podstawowej Ao w przypad-
ku sygnatu rzeczywistego zaktoconego trzecia harmoniczng i amplitudzie stanowiacej
10% amplitudy sktadowej podstawowe;.

skfadowej podstawowej (A, = 1). Charakterystyki bledu RMSE cechujg si¢ zwigkszong
nieregularnoscig ksztaltu w poréwnaniu do charakterystyk uzyskanych dla A, = 0.1. Za-
obserwowany efekt jest jednak mniejszy niz w przypadku analizy wplywu obecnosci dru-
giej harmonicznej na blad. Zwickszenie amplitudy dziesieciokrotnie nie powoduje zwick-
szenia wartoSci btedu o wiecej niz jeden rzad wielkoSci dla rozpatrywanych parametrow
pomiaru. Przyktadowo, dla wartoSci parametru okna czasowego p = 2 wartoSci btedu
pozostajg mniejsze niz 107> bin, tak jak dla przypadku mniejszej amplitudy zakiGcenia
(rysunki 5.27 1 5.28).

Whplyw zakldcen losowych na dokladnos¢ metody pieciopunktowej

Ocena odpornosci na szum estymatora pigciopunktowego GMSD zostata przeprowadzona
przy zachowaniu metodologii wykorzystanej dla oceny doktadnosci estymatoréw 3pGMSD
i 2pGMSD (rysunki 5.3 i 5.13). Symulacje wykorzystuja sygnat wejsciowy ztozony z rze-
czywistej skladowej sinusoidalnej i rzeczywistej sktadowej harmonicznej niskiego rzg-
du i szumu AWGN. Obecno$¢ szumu w sygnale wejSciowym powoduje, ze uzyskiwana
warto$¢ btedu catkowitego RMSE zwigksza si¢ w porownaniu do przypadku bez szumu,
ze wzgledu na wartoS¢ wariancji estymatora (zaleznos$¢ (5.1)). Na rysunku 5.29 zostaly
przedstawione charakterystyki bledu RMSE w funkcji wartoSci wspotczynnika SNR dla
przedziatu [0,100] dB w przypadku obecnosci drugiej sktadowej harmonicznej i uzycia pa-
rametru metody b = 2. Amplituda sktadowej harmonicznej wynosi 0,1 wartosci amplitudy
sktadowej podstawowej. Wykorzystywana jest przy tym ustalona wartoS¢ czestotliwoSci
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Rysunek 5.28. Charakterystyki btedu RMSE estymatora SpGMSD (b = 3) dla kolejnych
warto$ci parametru p przedstawione w funkcji czestotliwoSci podstawowej Ao w przypad-
ku sygnatu rzeczywistego zakt6conego trzecia harmoniczng z amplituda réwng ampli-
tudzie sktadowej podstawowe;j.

podstawowej Ao = 2,8 bin. Na wykresach zostaly przedstawione charakterystyki btedu
RMSE dla kolejnych wartosci liczby probek /N bedacej potega dwdjki, rozpoczynajac od
wartoSci N = 32 azdo N = 1024. Wykorzystane zostaly parametry okna p = 1 dla wy-
kresu 5.29a oraz p = 2 dla wykresu 5.29b. Czarng linig oznaczono wartoSci ograniczenia
Craméra-Rao dla przypadku estymatoréw czestotliwosci pojedynczej oscylacji zespolonej
(réwnanie (2.2)). W przypadku uzycia parametru p = 1 charakterystyki dla liczby prébek
N < 512 wykazuja zmian¢ dynamiki uzyskiwanej doktadnoSci. Na wykresie 5.29a obja-
wia si¢ to w postaci wystepowania regionu przejsciowego pomiedzy wartoSciami opada-
jacymi w spos6b liniowy a warto$ciami stalymi. Podobnie jak w poprzednio omawianych
przypadkach, ma to zwigzek ze zmiang dominacji skfadnika btedu wynikajacego z zak16-
cen losowych nad obcigzeniem w ujeciu bledu catkowitego. Dla charakterystyki z liczba
probek N = 32 ten region jest potozony w okolicach warto$ci SNR > 70 dB i dla kolejnych
wartoSci N przesuwa si¢ w strone wiekszych wartoSci SNR. Dla charakterystyk z liczba
probek N > 512 ten region jest potozony poza badanym obszarem wartoSci SNR. Drugi
z przedstawionych wykreséw 5.29b zostat uzyskany dla przypadku z uzyciem parametru
p = 2 z charakterystykami btedu, dla ktérych w calym badanym zakresie warto$ci SNR
dominuje btad zwiazany obecnoscia zaktocen losowych, z wylaczeniem charakterystyki
dla N = 32. Objawia si¢ to w liniowym ksztalcie uzyskanych charakterystyk. Dla warto-
Sci N = 32, region zmiany nachylenia charakterystyki wida¢ dla wartoSci SNR ~ 100 dB.
Tak jak dla parametru p = 1, poziom btedu RMSE w rejonie stalych warto$ci z domina-
cjg obcigzenia pokrywa si¢ z warto§ciami otrzymanymi dla przypadku bez uwzgledniania
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Rysunek 5.29. Btad RMSE ze wzgledu na warto§¢ SNR sygnatu dla réznych wartosci
liczby prébek N sygnatu.
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Rysunek 5.30. Btad RMSE ze wzgledu na warto§¢ SNR sygnatu dla ré6znych wartosci
liczby probek N sygnatu.

szumu (rysunki 5.21-5.28).

Na rysunku 5.30 zostaly przedstawione charakterystyki bledu RMSE dla przypadku
obecnosci trzeciej skfadowej harmonicznej i wykorzystania parametru metody pieciopunk-
towej b = 3. Amplituda trzeciej harmonicznej wynosi 0,1 wartoSci amplitudy sktadowej
podstawowej. Wykorzystane zostaly parametry okna p = 1 dla wykresu 5.30a oraz p = 2
dla wykresu 5.30b. Czarng linig oznaczono wartoSci ograniczenia Craméra-Rao dla przy-
padku estymatorow czestotliwosci pojedynczej oscylacji zespolonej. Poziomy btedu dla
regionu SNR dominacji wariancji nad obcigzeniem sa podobne jak dla przypadku para-
metru b = 2 oraz obecnoSci drugiej harmonicznej (rysunek 5.29). Z kolei poziom btedu
RMSE dla regionu SNR dominacji obciazenia nad wariancja jest zauwazalnie mniejszy i
odpowiada wartoSciom btedow uzyskiwanym w symulacjach dla przypadku sygnatu nie-
zaki6conego szumem (rysunki 5.21-5.28). Dla charakterystyki z liczba probek N = 32
region zmiany nachylenia mozna zaobserwowa¢ w okolicach wartoSci SNR = 80 dB i
dla kolejnych wartoSci IV ten punkt przesuwa si¢ w stron¢ wiekszych wartosci SNR. Dla
charakterystyk z liczbg probek N > 64 ten region jest potozony poza badanym obsza-
rem wartosci SNR. Dla drugiego z przedstawionych wykresow 5.30b (warto$¢ parametru
p = 2) wszystkie przedstawione charakterystyki cechuja si¢ stalym nachyleniem, a wiec
dla calego zakresu wartoSci SNR warto$¢ obcigzenia jest zredukowana znaczaco ponizej
poziomu btedu wynikajacego z wariancji.
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Rysunek 5.31. Btagd RMSE odniesiony do ograniczenia Craméra-Rao ze wzgledu na war-
toS¢ SNR sygnatu dla réznych warto$ci parametru p okna czasowego.

Charakterystyki bledu RMSE w odniesieniu do granicy Craméra-Rao ze wzgledu na
uzyty parametr okna

Rysunek 5.31 prezentuje charakterystyki bledu RMSE dla sze$ciu kolejnych wartoSci para-
metru okna czasowego p = 1,...,6 i dla przypadku dwéch wartosci liczby probek N = 128
i N = 1024. Sygnatl wejSciowy zakldcony jest obecnoscia drugiej harmonicznej, za$ esty-
macja realizowana jest z wyborem parametru b = 2 dla metody SpGMSD. Wartosci btedu
przedstawione na rysunku odniesione s3 do wartoSci ograniczenia Craméra-Rao dla roz-
wazanej liczby probek N. Na wykresie 5.31a zostaty umieszczone charakterystyki btedu
dla liczby probek N = 128 sygnatu dla zmiany wartosci parametru okna. Charakterystyka
btedu uzyskana dla parametru p = 1 charakteryzuje si¢ skokowym wzrostem btedu, ktory
wystepuje wraz z przekroczeniem wartoSci wspotczynnika SNR = 70 dB, co Swiadczy
o tym, ze blad zwiazany z obcigzeniem estymatora zaczyna dominowa¢ w ujeciu btedu
catkowitego. Na wykresie 5.31b zostato pokazane, ze zwigkszenie liczby prébek estymo-
wanego sygnalu nie wptywa na uzyskiwang wartos$¢ btedu odniesionego do ograniczenia
Craméra-Rao zwiazanego z wystepowaniem zaktocen losowych. Jednak zwiekszenie licz-
by prébek sygnatu do N = 1024 pozwala na ograniczenie poziomu obcigzenia estymatora
znacznie ponizej poziomu bledu zwigzanego z obecnoScig zakidcen losowych, co pozwo-
lifo na eliminacje efektu skokowej zmiany btedu odniesionego do ograniczenia Craméra-
Rao przy uzyciu parametru p = 1 w badanym zakresie wartoSci wspétczynnika SNR ~ 90
dB.

Na rysunku 5.32 zostaty przedstawione wyniki dla przypadku sygnatu zawierajacego
trzecig harmoniczng i parametru metody SpGMSD b = 3. Tak jak dla charakterystyk uzy-
skanych na rysunku 5.31, takze i tutaj zostaly zastosowane dwie liczby probek N = 128
i N = 1024. Stad tez wnioski sformutowane przy okazji omawiania rysunku 5.31 ma-
ja potwierdzenie w przypadku estymacji sygnatu zawierajacego trzecia harmoniczna. Ze
wzgledu na to, ze btad systematyczny w tym przypadku jest mniejszy, wartoS¢ wspolczyn-
nika SNR, dla ktérego zaczyna dominowac obcigzenie, przesuwa si¢ do wartoSci ok. 80
dB, dla przypadku zastosowania /N = 128 prébek (rysunek 5.32a). W przypadku wickszej
liczby probek N = 1024, w calym badanym zakresie przewaza btad wynikajacy z obec-
nosci zakiécen losowych (rysunek 5.32b). Uzyskane wartoSci btedu sg ok. 30% wieksze
niz w przypadku zastosowania parametru b = 2.
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Rysunek 5.32. Btad RMSE odniesiony do ograniczenia Craméra-Rao ze wzgledu na war-
toS¢ SNR sygnatu dla réznych warto$ci parametru p.

Wplyw nieuwzglednianej w modelu bliskiej harmonicznej na dokladnos¢ estymacji
metody pi¢ciopunktowe;j

Na rysunku 5.33 zostaly przedstawione wyniki uzyskane z wykorzystaniem dwéch wa-
riantéw metody SpGMSD, z dwoma warto$ciami parametru b = 21i b = 3 i z parametrem
okna p = 3. Estymacja czgstotliwosci )\ jest realizowana dla sygnalu zawierajacego druga
harmoniczng (wykres 5.33a i 5.33b) oraz dla sygnatu zawierajacego trzecig harmoniczna
(wykres 5.33c i 5.33d). Liczba probek wejSciowych ustalona jest na N = 256, za$ ampli-
tuda sktadowej harmonicznej stanowi 10% wartosci amplitudy sktadowej podstawowe;j.

Na wykresie 5.33a pokazano charakterystyki bledu RMSE dla sygnatu bez zaktécen
losowych, w przypadku obecnosci drugiej harmonicznej w sygnale. Wyniki dla estymacji
z parametrem b = 2 pokrywaja si¢ z wynikami otrzymanymi we wcze$niejszych symula-
cjach (m. in. na rysunku 5.21). Wybdr parametru o wartosci innej niz wartos$¢ rzedu har-
monicznej faktycznie obecnej w sygnale skutkuje w zwigkszeniu poziomu btedu RMSE
do poziomu estymacji bez eliminacji wptywu sktadowej harmonicznej. Wartosci btedu dla
przypadku b = 3 nie zmniejszajg si¢ ponizej wartosci 1073 bin dla zakresu czestotliwo-
Sci A\g < 4 bin, gdzie w przypadku wyboru parametru b = 2 warto$¢ bledu zmniejsza
si¢ ponizej wartosci 1071% bin dla Ay = 4 bin. Na wykresie 5.33b zostaly przedstawione
wyniki dla przypadku sygnatu zaktéconego szumem. O ile uzyskiwane wartoSci biedu dla
przypadku eliminacji drugiej harmonicznej b = 2 pozwalajg na eliminacj¢ obcigzenia po-
nizej poziomu btedu zwigzanego z obecnoscia zakiécen losowych, o tyle wybor parametru
b = 3 skutkuje wystapieniem dominacji obcigzenia dla calego badanego zakresu wartoSci
SNR.

Na wykresach 5.33c i 5.33d przedstawiono wyniki badan dla trzeciej harmonicznej
obecnej w sygnale. Charakterystyki przedstawione na wykresie 5.33c pozwalaja na ocen¢
bledu dla estymacji z niepoprawnie dobranym parametrem estymacji b = 2. Ze wzgledu
na wicksze oddalenie trzeciej sktfadowej w widmie, co za tym idzie jej mniejszy wptyw na
wartoSci prazkéw DFT zaktadajac te samg wartoS¢ amplitudy, poziom obcigzenia widocz-
ny na wykresie jest odpowiednio mniejszy w poréwnaniu do warto$ci btedéw uzyskanych
dla estymacji sygnatu zawierajacego druga harmoniczng (wykres 5.33a). Mniejsze ob-
cigzenie przektada si¢ na zmienione charakterystyki biedu, ktére sg widoczne na wykresie
5.33d, gdzie rejon dominacji bledu obciazenia metody przesuwa si¢ do wartoSci SNR > 50
dB.
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Rysunek 5.33. Poréwnanie btedéw metody SpGMSD dla dwdch réznych wartosci parame-
tru b = 21 b = 3 w przypadku sygnatu sinusoidalnego zaktéconego drugg harmoniczng
na wykresach (a) i (b) oraz trzecig harmoniczng na wykresach (c) i (d).

Wplyw obecnosci wielu harmonicznych na dokladnos¢ estymacji

W celu oceny efektywnoSci metody piecipunktowej SpGMSD w praktycznym zastosowa-
niu, zostaly przeprowadzone badania dla przypadku sygnatu zaktéconego oSmioma kolej-
nymi harmonicznymi z wartoSciami amplitud opisanymi w tabeli 5.1. Na rysunku 5.34
zostaly przedstawione charakterystyki btedu RMSE dla przypadku niskiego poziomu szu-
mu na wykresach 5.34a i 5.34b (SNR = 100dB) oraz dla wysokiego poziomu szumu na
wykresach 5.34c i 5.34d (SNR = 10 dB). Poréwnane zostaly metoda SpGMSD z para-
metrami b = 2i b = 3 oraz metoda trzypunktowa 3pGMSD. Zastosowane okno czasowe
przyjmuje parametr p = 3.

Na wykresie 5.34a zostaly przedstawione charakterystyki bledu RMSE dla przypadku
sygnatu ze stalg wartoScig wspétczynnika zaktécen THD = 0,1 oraz poziomem szumu
SNR = 100 dB dla zakresu czestotliwosci podstawowej Ao € [2,8] bin. Otrzymany biad
catkowity jest najmniejszy w calym badanym zakresie dla metody pieciopunktowej z eli-
minacja wptywu drugiej harmonicznej b = 2 i stabilizuje si¢ na poziomie 10~7 bin dla
Ao > b bin. Estymacja za pomocg metody trzypunktowej skutkuje otrzymaniem lepszych
rezultatéw niz przy pomocy metody pieciopunktowej z eliminacjg wptywu trzeciej har-
monicznej (b = 3) dla zakresu )\ < 4,5 bin i odwrotnie, dla wigkszych wartoSci A\ lepsze
rezultaty daje metoda pigciopunktowa z parametrem b = 3. Na wykresie 5.34b pokaza-
no warto$ci bfedu dla ustalonej wartosci czestotliwosci A\ i zwiekszajacego si¢ poziomu
zakl6cen harmonicznych wyrazonych przez wspétczynnik THD. W catym rozwazanym
zakresie wartoS$ci wspotczynnika THD najlepsze rezultaty zostaty otrzymane w przypad-
ku zastosowania metody SpGMSD z eliminacja wptywu drugiej harmonicznej b = 2. Jest
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Rysunek 5.34. Poréwnanie bledéw metody SpGMSD dla przypadku wystepowania wielu
sktadowych harmonicznych w sygnale o amplitudach okreslonych w tabeli 5.1. Rozpa-
trywane s3 dwa przypadki: dla wykreséw (a) i (b) wykorzystywany jest sygnat z niskim
poziomem zaszumienia (SNR=100 dB), z kolei dla wykreséw (c) i (d) z wysokim pozio-
mem zaszumienia (SNR=10 dB).

to zwigzane z tym, ze najwigkszy wplyw na doktadnos$¢ estymacji ma druga sktadowa
harmoniczna. Ze wzgledu na wybor czgstotliwosci A\ = 3,8 bin (ktdéra znajduje si¢ w ob-
szarze Ao < 4,5 bin, czyli przewagi metody trzypunktowej 3pGMSD nad wariantem me-
tody pieciopunktowej b = 3) warto$¢ btedu catkowitego w przypadku metody SpGMSD,
z parametrem b = 3, jest wieksza niz dla metody 3pGMSD dla catego badanego zakresu.
Dla charakterystyk bfedu widocznych na wykresach 5.34¢ i 5.34d, dla sygnatu z wyso-
kim poziomem szumu (SNR = 10 dB), dominuje btad wynikajacy z obecnosci zaktocen
losowych. Stad dla wszystkich rozpatrywanych estymatoréw warto$¢ btedu catkowitego
osigga zblizone warto$ci w calym rozpatrywanym zakresie parametréw. Stad takze wynika
brak zmiany wartosci bledu przy zwiekszajacym sie poziomie zakiécer harmonicznych.

5.6 Wyniki eksperymentalne

W niniejszym rozdziale zostal opisany eksperyment zaktadajacy weryfikacje poprawno-
$ci dziatania algorytmu SpGMSD (w wariancie b = 2) do eliminacji wptywu obecnosci
sktadowych harmonicznych w praktycznym systemie. Implementacja algorytmu zostata
zrealizowana w jezyku C dla systemu wbudowanego i wykorzystana w celu oceny przy-
datnos$ci do zastosowania w aplikacji z ograniczeniami czasowymi. Eksperyment zaktada
przeprowadzenie pomiaru czestotliwosci i przedstawienie zarejestrowanych wartosci po-
miarowych w postaci charakterystyk. Pomiar jest przeprowadzony z uzyciem badanego
algorytmu w przypadku wystepowania zaktécen harmonicznych w sygnale.

Na wejSciu toru pomiarowego wystepuje uktad generowania sygnatu wyposazony w
24-bitowy uktad CODEC ALC1200, ktéry jest bezpoSrednio podtaczony za pomoca prze-
wodu sygnatowego do ptytki wyposazonej w 24-bitowy przetwornik analogowo-cyfrowy
z uktadem WM8994. Probki cyfrowe przesytane sg dalej do uktadu cyfrowego kontrolera
sygnatéw (DSC, ang. digital signal controler) rodziny STM32L7 z rdzeniem Cortex M-7.

119



uklad generowania sygnatu uktad akwizycji i przetwarzania obrazowanie wynikéw

uklad DAC|| 2(®) | |uktad ADC| 2[] |uklad MCU flK] &

24-bity 24-bity fs =16 kH4 STM32L7 fe = 667 H PC

T T
5pGMSD b=2 |
3pGMSD
50.04| w

50.06~

]

[Hz

0 50.02

50

49.98

Czestotliwos

49.96

|
|
|
‘ T
49.94€ ! > z > .
1 ] | ] ]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Czas [s]

Rysunek 5.35. Schemat blokowy eksperymentu oraz wykres zmierzonej wartosci czesto-
tliwosci w funkcji czasu dla trzech kolejnych sygnaléw wejsciowych: i) okres 77, sygnat
sinusoidalny z amplitudg A, = 1, ii) okres 75, sinusoida z drugg harmoniczng A, = 0,075
jest dodana do sygnatu, iii) w okresie 73 trzecia harmoniczna A3=0,185 jest dodana do
sygnatu. Warto$¢ THD ostatniego sygnatu wynosi 0,2.

Aplikacja mikrokontrolera wykonuje obliczenia FFT oraz obliczenia dla algorytméw in-
terpolacji widma SpGMSD i 3pGMSD w celu estymacji wartosci czestotliwosci z uzyciem
formuty (4.42) oraz formuly (4.77). Czestotliwos¢é podstawowa sygnatu wynosi 50 Hz, a
czestotliwo$¢ probkowania przetwornika wynosi f, = 16000 Hz. Estymacija jest wykony-
wana dla N = 1024 prébek sygnatu i parametru okna czasowego GMSD p = 4. Ustalone
parametry przektadaja si¢ na warto$¢ unormowang czestotliwosci podstawowej wynoszaca
Ao = 3,2 bin. W generowanym sygnale zmieniana zostaje zawarto$¢ sktadowych harmo-
nicznych w czasie, w trzech etapach trwajacych T, = 1,024 s kazdy. Zmiana wartoSci am-
plitud sktadowych harmonicznych jest realizowana skokowo. W pierwszym etapie (okres
T71) generowany jest sygnal sinusoidalny. W drugim etapie (okres 75) dodana do sygnatu
zostaje druga harmoniczna z amplitudg o wartosci A, = 0,075 wzgledem wartosci skia-
dowej podstawowej. W ostatnim etapie (okres 73) zostaje dodana trzecia harmoniczna w
taki sposdb, aby zwigkszy¢ poziom zaklécert harmonicznych do wartosci wspétczynnika
THD= 0,2, oraz tak aby stosunek amplitud As: A3 wynosil 2:5 (zgodnie z wartoSciami
w tabeli 5.1). Estymacja czestotliwosci dla sygnatu wejSciowego przeprowadzona jest dla
metody SpGMSD z parametrem b = 2 i metody 3pGMSD w celu poréwnania. Wynikowe
charakterystyki zmierzonej czestotliwosci zostaly przedstawione na rysunku 5.35.

Na otrzymanych wykresach pokazano, ze w przypadku estymacji czestotliwosci sinu-
soidy maksymalny btad dla obu badanych metod nie przekracza 0,005 Hz, co zgadza si¢
wynikami badani symulacyjnych przeprowadzonych w rozdziale 5.5. W momencie przej-
Sciowym pomiedzy dwoma poczatkowymi fazami wystepuja zakidcenia dynamiczne dla
charakterystyki otrzymanej z uzyciem metody SpGMSD, ale dewiacja od wartosci 50 Hz
nie przekracza wartosci 0,01 Hz. W drugiej fazie, gdy dodana zostaje druga harmoniczna,
warto$¢ btedu dla metody pieciopunktowej nie przekracza 0,005 Hz, podobnie jak dla eta-
pu pierwszego. Z kolei dla metody trzypunktowej otrzymywany btad maksymalny osiaga
warto$¢ 0,05 Hz. W trzeciej fazie dodana zostaje trzecia sktadowa harmoniczna, a btad
metody pieciopunktowej zostaje na podobnym poziomie. Btad dla metody trzypunktowe;j
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zwicksza si¢ 0 mniej niz okoto 10%. Otrzymane rezultaty pozwalaja stwierdzié, ze zasto-
sowanie metody SpGMSD pozwala na zwigkszenie doktadno$ci pomiaru ok. 10 razy w
przypadku obecnosci drugiej harmonicznej w sygnale.

Ztozonos$¢ obliczeniowa dla praktycznej implementacji formuly metody pieciopunkto-
wej oceniona zostata z uzyciem pomiaru liczby cykli procesora, ktére sg potrzebne do im-
plementacji na wybranej platformie sprzgtowej. W proponowanym systemie pomiar cze-
stotliwosci jest wykonywany z czestotliwoscia f. = 667 Hz. Czestotliwos¢ pracy rdzenia
jest ustawiona na 216 MHz, co przekfada si¢ na 324,000 dostepnych cykli, ktére moga by¢
wykorzystane do estymacji. Obliczenia algorytmu FFT dla N = 1024 probek zajety 78,800
cykli (24%); koszt obliczeniowy metody pigciopunktowej SpGMSD wynidst 20,132 cykli
(6,21%); metody trzypunktowej 3pGMSD 4295 cykli (1,33%); natozenie okna, obstuga
pamigci i inne zadania zajely 45,253 cykli (14%). Pozostaty czas procesora stanowig cykle
niewykorzystane (54%). Catkowity koszt obliczeniowy w innych systemach moze by¢ zre-
dukowany przez uzycie szybszych pamieci typu cache, zamiast tariszej pamieci flash, ktéra
zostala wykorzystana w opisywanym systemie. Jednak stosunek miedzy liczba cykli wyko-
rzystanych na operacje zwigzane z obliczeniami metody SpGMSD a obliczeniami metody
3pGMSD pozostanie zachowany w kazdym systemie. Metoda pigciopunktowa jest wy-
raznie wolniejsza od metody trzypunktowej, jednak nadal stanowi jedynie utamek kosztu
zwiazanego z obliczeniami FFT. Jesli w danym systemie zajdzie potrzeba wykorzystania
wielu formut interpolacyjnych wykorzystujacych okna GMSD, to duza cze¢S¢ obliczen mo-
ze zosta¢ wykonana tylko raz, np. w przypadku estymacji wykorzystujacej rézne wartosci
parametru b dla formuly pieciopunktowe;j.
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Rozdzial 6

Podsumowanie

Metody interpolacji widma w ostatnich latach stajg si¢ coraz bardziej popularng grupg me-
tod estymacji czestotliwosci. Towarzyszy temu wzmozony rozwdj tej dziedziny, z rosngcg
liczbg nowo powstajacych metod oraz rosnacg liczbg modyfikacji metod juz istniejacych.
Taki wyrazny trend jest spowodowany przede wszystkim pozadanymi wiasciwoSciami me-
tod interpolacji widma, tj. prostota implementacji, niskim kosztem obliczeniowym oraz
wysoka doktadnoScig estymacji. O rosngcej popularnosci Swiadczy rosnaca liczba powia-
zanych publikacji (dwukrotny wzrost z poziomu ponizej 1000 publikacji w roku 2010 do
poziomu powyzej 2000 publikacji w roku 2022 wg. portalu dimensions.ai) oraz rosngca
liczba obszarow zastosowan metod interpolacji widma, dla ktérych proponowane sg nowe
metody[34], [36], [42], [103], [104], [110], [138], [151], [168]. Jednym z gtéwnych wy-
zwan zwigzanych z metodami interpolacji widma jest ograniczenie wptywu na doktadnos¢
estymacji obecnosci sktadowych zakt6cajacych wystepujacych w estymowanym sygnale.
Sa to m. in. sktadowa sprze¢zona oraz sktfadowe harmoniczne, ktére moga mie¢ silny wptyw
na uzyskiwang wartoS¢ estymowanego parametru, w szczego6lnosci gdy czas trwania po-
miaru jest krotki. Dlatego waznym kierunkiem w rozwoju metod interpolacji widma jest
rozwdj technik pozwalajacych na uwzglednienie zjawiska przecieku widma pochodzacego
od innych sktadowych.

W niniejszej rozprawie zostaly zaprezentowane nowe metody interpolacji widma DFT,
ktére oferuja bezposSrednig kompensacje wplywu sktadowych widmowych, pozwalajac
tym samym na doktadna estymacj¢ czestotliwosci nawet dla krétkich czaséw pomiaru.
W rozprawie zostaly przedstawione wyniki badan nad wykorzystaniem uogdlnionej po-
staci okien czasowych maksymalnego opadania listkéw bocznych GMSD do uzyskania
nowej rodziny metod. Uzyskane zostaly trzy nowe metody realizujace kompensacje wply-
wu obecnosci sktadowych zaktécajacych bezposrednio przez formute interpolacyjna. No-
we metody cechuja si¢ wykorzystaniem okien GMSD do eliminacji wptywu sktadowych
oddalonych, bezposrednia kompensacja wptywu sktadowej sprzezonej oraz kompensacja
wplywu rzeczywistej sktadowej harmonicznej. Praca zawiera opis sposobu uzyskania row-
nan nowej klasy metod, weryfikacje ich poprawnosci z wykorzystaniem badari symulacyj-
nych i eksperymentu oraz poréwnanie z doste¢pnymi metodami estymacji czestotliwosci.

UzytecznoS$¢ zastosowania oryginalnych rozwigzan proponowanych przez autora (w
postaci nowych metod interpolacji widma) zostata uzasadniona przez zestawienie z ak-
tualnym stanem wiedzy w rozpatrywanej dziedzinie (rozdzialy 2 i 3) oraz przez bada-
nia symulacyjne oraz eksperymentalne (rozdziat 5). W szczeg6lnoSci rozdzialy 3.4-3.8
zawieraja jakoSciowg analiz¢ istniejacych metod ze wzgledu na wykorzystywane dotych-
czas techniki kompensacji wptywu przecieku widma w interpolacji. Rozdziat 3.8 zawiera
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poréwnanie nowych metod wraz z metodami omawianymi wcze$niej ze wzgledu na ich
najwazniejsze cechy.

Wybrane wyniki dotyczace metod interpolacji widma z wykorzystaniem okien GMSD,
zawarte w niniejszej rozprawie, zostaly juz przedstawione w publikacjach z udziatem au-
tora (dodatek A), a niniejsza rozprawa zawiera zaréwno ich opis w formie rozszerzonej,
jak i nowe oryginalne wyniki, bedace efektem dalszych prac badawczych autora niniejsze;j
rozprawy. Wspomniane publikacje dotyczg:

* opracowania nowej metody trzypunktowej 3pGMSD[37] (réwnanie (4.42)),
* analizy bledow metody trzypunktowej 3pGMSD [51], [52],
* opracowania nowej metody pigciopunktowej SpGMSD (réwnanie (4.76)) [123].

Zawarto$¢ niniejszej rozprawy wzbogacona jest ponadto o oryginalne, niepublikowa-
ne jeszcze wyniki, w zakresie modelowania matematycznego widma z wykorzystaniem
okien GMSD wraz z weryfikacja poprawno$ci uzyskanych modeli poprzez wykonanie ba-
dan symulacyjnych i eksperymentalnych. W zakresie modelowania matematycznego do
najwazniejszych autorskich wynikéw mozna zaliczy¢:

* opracowanie zatozen sposobu wyprowadzenia metod wykorzystujacych aproksyma-
cje charakterystyki czestotliwoSciowej okna czasowego GMSD (réwnanie (4.2)),

* opracowanie metody dwupunktowej 2pGMSD wykorzystujacej formuty interpola-
cyjne (4.14) oraz (4.15),

* pelne analityczne wyprowadzenie metody trzypunktowej 3pGMSD (w odréznieniu
do wyprowadzenia z pracy [37], w ktdrej zastosowano metod¢ heurystyczng przy
wyprowadzeniu, rozdziat 4.4),

* wersjauogdlniona estymatora trzypunktowego 3pGMSD, ktéra pozwala na uwzgled-
nienie wplywu dwoéch dowolnych oscylacji zespolonych o wybranych krotnosciach
czestotliwoSci podstawowej A\ (réwnanie 4.37), w kontrascie do dostgpnego w lite-
raturze réwnania (4.42) [37],

* petne analityczne wyprowadzenie metody pieciopunktowej SpGMSD (rozdziat 4.5).

Najwazniejszym aspektem wprowadzonych metod interpolacji widma jest to, ze dostarcza-
ja one bezposrednig algebraiczng i nieiteracyjng formule estymatora, sparametryzowana
ze wzgledu na zadane cechy metody. Rozszerzony zakres wartoSci parametru okna GMSD
w poréwnaniu do okien MSD pozwala na elastyczny dobor warto$ci parametru okna ade-
kwatnej do zastosowania. Opis sposobu wdrozenia zaproponowanych metod interpolacji
widma w praktycznym systemie umieszczony jest na koricu rozdziatu 4 w postaci opisu
algorytmu na przyktadzie metody pieciopunktowej (algorytm 1).

W rozdziale 5 opisane zostaty wyniki weryfikacji poprawnosci dziatania oraz anali-
za doktadnosci estymacji czestotliwosci uzyskanych metod z wykorzystaniem badan sy-
mulacyjnych oraz eksperymentu. Uzyskane wyniki prezentowane sg w postaci wykreséw
charakterystyk btedu RMSE dla przypadku sygnatu bez zaktécen losowych w celu zba-
dania obcigzenia estymatoréw oraz dla przypadku sygnatéw zawierajacych szum AWGN
do oceny wktadu wariancji w bledzie catkowitym estymatora. Przeprowadzone badania
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wskazaty zakres parametrow metody oraz sygnatu wejsciowego, dla ktérych proponowa-
ne metody pozwalajg na obnizenie wartoSci btedu estymacji przez ograniczenie obcigze-
nia wynikajacego z obecnoSci sktadowych zakidcajacych. Badania poSwigcone metodzie
dwupunktowej 2pGMSD (rozdziat 5.3) wykazaty, ze:

* blad systematyczny metody 2pGMSD, wynikajacy z przyjetego sposobu modelo-
wania, moze by¢ ograniczony z wykorzystaniem odpowiednich wartosci parametru
okna p i liczby prébek N, nawet ponizej poziomu 10~1° bin (rysunki 5.1-5.2). Uzy-
skanie tak wysokiej doktadnoSci w badaniach symulacyjnych ma przede wszystkim
duze znaczenie dla przeprowadzonego modelowania matematycznego (do weryfika-
cji poprawnosci uzyskanych réwnan oraz wyznaczenia podstawowych wtasciwosci
metody); natomiast uzyskanie btedu na poziomie 10~° bin jest w praktyce nieosia-
galne w rzeczywistym systemie pomiarowym ze wzgledu na obecno$¢ szumu i in-
nych zakt6cen w sygnale.

* Wykorzystanie okien czasowych GMSD w interpolacji pozwala na efektywne ogra-
niczenie wartoSci obcigzenia zwigzanego z wptywem obecnosci oddalonych sktado-
wych zakldécajacych, gdzie juz dla wartoSci parametru p = 2 i wigkszych uzyskano
estymator redukujacy sktadnik obcigzenia znacznie ponizej poziomu wariancji dla
wszystkich badanych wartoSci parametréw i SNR < 100 dB. Nalezy jednocze$nie
pamigetac, ze zwickszenie wartoSci parametru p wiaze si¢ ze wzrostem wariancji
estymatora. Dla najlepszego przypadku p = 2 uzyskana wartosS¢ bledu catkowite-
go jest ok. 3 raza wigksza wzgledem wartoSci ograniczenia Craméra-Rao (rysunki
5.3-5.4).

* Poréwnanie metody dwupunktowej 2pGMSD z nowoczesng metoda tej samej kla-
sy, tj. metodg Lianga i in. [113] pokazato ponadto, ze metoda 2pGMSD pozwala
na uzyskanie lepszej doktadnos$ci nawet do trzech rzedéw wielkosSci w przypadku
obecnosci sktadowych zaktdcajacych dla czaséw pomiaru odpowiadajacym Ay > 6
bin, tj. sktadowej sprz¢zonej, pojedynczej sktadowej harmonicznej lub wielu skta-
dowych harmonicznych (rysunki 5.6-5.9), co bezposrednio wynika z mozliwoSci
zastosowania okien czasowych GMSD.

Whioski dotyczace ograniczenia btedu systematycznego wynikajacego z uzytych przy-
blizen w wyprowadzeniu oraz ograniczenia obcigzenia wynikajacego z wplywu obecno-
Sci sktadowych oddalonych za pomoca okien GMSD maja zastosowanie takze dla metod
3pGMSD i 5pGMSD. Badania po§wigcone metodzie trzypunktowej 3pGMSD (rozdziat
5.4) wykazaty ponadto, ze:

* eliminacja obcigzenia wynikajacego z obecnosci sktadowej sprzezonej na wynik
pomiaru moze by¢ efektywnie realizowana za pomoca estymatora trzypunktowego
3pGMSD, o czym $§wiadczy otrzymanie poziomu btedu nawet ponizej 10~ bin (ry-
sunek 5.10), co pozwala na potwierdzenie poprawnosci uzytego modelowania. Po-
dobnie jak w przypadku metody 2pGMSD nalezy zauwazy¢, ze uzyskanie zblizonej
doktadnoS$ci w rzeczywistym systemie pomiarowym jest bardzo trudne ze wzgledu
na wystepujace zakiécenia.

* Obcigzenie estymatora 3pGMSD wynikajace z przyjetego sposobu modelowania
sygnatu moze by¢ efektywnie ograniczone przez zwigkszenie wartosci parametrow
N i p, przyktadowo z poziomu ok. 1072 bin dla N = 32ip = 1 do poziomu
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ponizej 1071 bin dla N = 512 i p = 2 (rysunki 5.11-5.12). Podobnie jak dla me-
tody 2pGMSD, zwigkszenie wartoSci parametru p okna wiaze si¢ ze zwigkszeniem
wariancji, przyktadowo przy ograniczeniu wartosci obcigzenia znacznie ponizej wa-
riancji przez uzycie wartosci p = 2 otrzymano poziom btedu catkowitego ok. 3 razy
wickszy od ograniczenia Craméra-Rao (rysunki 5.13-5.14).

* Poréwnanie trzypunktowej metody 3pGMSD z nowoczesng metoda bezposrednig
Wanga i in. [170] tej samej klasy (uwzgledniajaca wptyw sktadowej sprzezonej w
interpolacji) wskazato na zakres parametréw pomiaru, dla ktérych zastosowanie me-
tody 3pGMSD pozwala na zwickszenie doktadnoSci pomiaru (rysunki 5.15-5.19).
Ze wzgledu na analityczne wyprowadzenie rownan, metoda Wanga pozwala na eli-
minacje¢ obcigzenia w przypadku malej liczby prébek sygnatu NV i okna prostokat-
nego, przyktadowo dla N = 256 uzyskiwane obciazenie przyjmuje poziom ponizej
10719 bin, co odpowiada wykorzystaniu parametru p = 5 dla metody 3pGMSD
(rysunek 5.15). Jednocze$nie wykorzystanie wickszych wartoSci parametru okna p
wigze si¢ ze znaczacym wzrostem wariancji, przyktadowo z poziomu ok. 2,3 raza
wzgledem ograniczenia Craméra-Rao i p = 0 do poziomu ok. 3,7 razadlap = 3
(rysunek 5.15).

Mozliwo$¢ wykorzystania wylacznie okna prostokatnego w metodzie Wanga (i jej
podobnych) ogranicza przydatnos$¢ jej uzycia dla przypadku obecnosci sktadowych
zakldcajacych w sygnale, przyktadowo metoda 3pGMSD pozwolita na uzyskanie co
najmniej 10-krotnie lepszej doktadnoS$ci pomiaru dla zakresu parametréw Ay > 3
bin oraz SNR > 30 dB kolejno dla: drugiej sktadowej harmonicznej, trzeciej har-
monicznej i wielu harmonicznych obecnych w sygnale (rysunki 5.16-5.19).

Wnhioski dotyczace ograniczenia wptywu obecnosci sktadowej sprzezonej na doktadnos¢
pomiaru majg zastosowanie takze dla metody SpGMSD. Badania poSwiecone metodzie
pieciopunktowej SpGMSD (rozdziat 5.5) wykazaty ponadto, ze:

* jednoczesna eliminacja obciazenia zwigzanego z obecnoScia sktadowej sprz¢zonej
oraz pojedynczej bliskiej sktadowej harmonicznej moze by¢ efektywnie realizowa-
na za pomocg estymatora SpGMSD nawet do poziomu ponizej 1071° bin (rysunek
5.20). Tutaj takze nalezy nadmieni¢ (jak to bylo w przypadku metod 2pGMSD i
3pGMSD), ze uzyskana wysoka doktadno$¢ pozwala na potwierdzenie poprawno-
Sci zastosowanego modelowania dla interpolacji metody pieciopunktowej, jednak
uzyskanie zblizonej doktadnoS$ci w praktycznym systemie pomiarowym jest bardzo
trudne.

* W badaniach okreslone zostaly warunki, dla ktérych dominuje obcigzenie zwiaza-
ne z obecnoscig sktadowych zaktocajacych, a zastosowanie metody pieciopunkto-
wej SpGMSD pozwala na zredukowanie biedu catkowitego estymacji (rysunki 5.21-
5.34). Przy dobrze dobranej wartosci parametru b otrzymane wyniki sg zbiezne do
wynikéw badart metod 2pGMSD i 3pGMSD w analogicznych sytuacjach: obcig-
zenie estymatora 5SpGMSD w przypadku wystepowania pojedynczej harmonicznej
moze by¢ zredukowane ponizej poziomu 10719 bin dla parametréw N > 512ip > 2
(rysunki 5.21-5.28); w przypadku ograniczenia obcigzenia znacznie ponizej pozio-
mu wariancji przez uzycie parametru okna p = 2, dla zakresu SNR < 100 dB
otrzymano warto$¢ btedu catkowitego na poziomie ok. 3 raza wartoSci ograniczenia
Craméra-Rao dla eliminacji drugiej harmonicznej i ok. 3,5 raza dla eliminacji trze-
ciej harmonicznej (rysunki 5.29-5.32). Badania pokazaly takze, ze uzycie metody
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pieciopunktowej wigze si¢ ze zwickszong wariancjg wzgledem metody 3pGMSD
i 2pGMSD. Stad wybor metody pigciopunktowej powinien wigzac si¢ z rozpozna-
niem czy w systemie wystapito zaktdcenie bliskg harmoniczng (np. przy pomocy
wstepnej analizy harmonicznej).

* W przypadku sygnatu zaktéconego wieloma harmonicznymi, druga skfadowa har-
moniczna wywiera najwickszy wptyw na doktadnos¢ estymacji. Dlatego zastoso-
wanie estymatora pieciopunktowego SpGMSD z eliminacjg wptywu drugiej har-
monicznej pozwala na zredukowanie biedu nawet do dwoch rzedow wielkosci dla
rozwazanego w badaniach sygnatu (rysunek 5.34).

Rozdziat 5 zakonczony jest opisem eksperymentu, ktéry wskazuje na mozliwos¢ efek-
tywnego zastosowania metody pieciopunktowej w praktycznym systemie wraz z analizg
kosztéw obliczeniowych proponowanej implementacji. Wyniki eksperymentu dla metody
pieciopunktowej SpGMSD wskazuja na mozliwo$¢ poprawy wynikéw nawet dziesigcio-
krotnie dla dynamicznie zmieniajacego si¢ charakteru zaktocefi harmonicznych wzgledem
metody nieuwzgledniajacej wptywu sktadowej harmonicznej w interpolacji.

Przeprowadzone w niniejszej rozprawie badania nad metodami interpolacji widma,
w zakresie modelowania matematycznego, weryfikacji poprawnosci, analizy doktadnosci
i weryfikacji eksperymentalnej potwierdzaja teze, ze: interpolacja widma DFT z wyko-
rzystaniem okien czasowych GMSD pozwala na uzyskanie nowych nieiteracyjnych metod
estymacji czestotliwosci charakteryzujgcych sie krotkim czasem wykonania wraz ze zna-
czqcym zwiekszeniem doktadnosci estymacji (o rzqd wielkosci lub wiecej) dla krétkiego
czasu pomiaru i w obecnosci zaktécen harmonicznych wzgledem dotychczasowych nie-
iteracyjnych metod interpolacji widma. Przedstawiony w rozprawie sposéb modelowania
matematycznego widma z wykorzystaniem okien GMSD pozwolit na uzyskanie trzech
nieiteracyjnych metod: dwupunktowej 2pGMSD, trzypunktowej 3pGMSD i pigciopunk-
towej SpGMSD (rozdziat 4). Analiza doktadnosci nowych metod wraz z metodami re-
ferencyjnymi wykazata, ze zastosowanie okien czasowych GMSD w interpolacji widma
pozwolito na znaczace zwigkszenie doktadnosci w przypadku obecnoSci zaktdcenn har-
monicznych nawet do kilku rzedéw wielkoSci w szerokim zakresie parametréw sygnatu
(rozdziat 5), w szczegdblnosci dotyczy to takze sytuacji skréconego okna pomiarowego
(odpowiadajacemu warto$ciom czgstotliwosci unormowanej Ao < 4 bin), dla ktérej w
przypadku wykorzystania metody pieciopunktowej SpGMSD uzyskano zwiekszenie do-
ktadnos$ci powyzej jednego rzedu wielkoSci zaréwno w przypadku badani symulacyjnych
jak i eksperymentu.
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