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Estymacja częstotliwości metodami interpolacji widma
dla okien czasowych GMSD

Adam Matusiak

Streszczenie
Estymacja częstotliwości jest zagadnieniem podstawowym dla wielu dziedzin techni-

ki i stanowi kluczowy element realizacji wielu praktycznych systemów. Klasa metod in-
terpolowanej DFT (ang. interpolated Discrete Fourier Transform) pozwala na eliminację
ograniczeń klasycznego podejścia analizy sygnału z wykorzystaniem prążków DFT, które
ujawniają się w przypadku, gdy badany sygnał nie jest zsynchronizowany z oknem pomia-
rowym (próbkowanie niekoherentne). Niniejsza praca skupia się na sposobie uzyskania i
analizie estymatorów wykorzystujących interpolację prążków widma DFT dla uogólnio-
nej postaci okien czasowych maksymalnego opadania listków bocznych, tj. okien GMSD
(ang. Generalized Maximum Sidelobe Decay Windows). Proponowane w niniejszej pra-
cy metody eliminują błąd wynikający z obecności w sygnale składowych zakłócających:
składowych oddalonych ze względu na wykorzystanie okien czasowych GMSD oraz skła-
dowej sprzężonej i pojedynczej składowej harmonicznej niskiego rzędu ze względu na
użycie nowych formuł interpolacyjnych, nawet dla krótkich czasów pomiaru.

W pierwszych dwóch rozdziałach niniejszej pracy nakreślona zostaje tematyka esty-
macji częstotliwości w kontekście wykorzystania przykładowych metod w praktycznych
systemach czasu rzeczywistego. W rozdziale trzecim przedstawione zostają podstawy teo-
retyczne dla metod interpolacji widma DFT oraz bardziej szczegółowa analiza dostęp-
nych metod wraz ze wskazaniem kluczowych cech opisywanych algorytmów, zakończona
podsumowaniem jakościowym. W rozdziale czwartym wyprowadzone zostają równania
nowych metod interpolacji widma: dwupunktowej, trzypunktowej oraz pięciopunktowej
GMSD umożliwiających poprawę dokładności estymacji przez eliminację wpływu obec-
ności zakłócających składowych widmowych. Są to kolejno: składowe oddalone, składowa
sprzężona i pojedyncza składowa harmoniczna niskiego rzędu. W rozdziale zostaje także
wprowadzony przykładowy opis implementacji proponowanych algorytmów. W rozdziale
piątym została przedstawiona analiza dokładności uzyskanych estymatorów z wykorzysta-
niem badań symulacyjnych wraz z porównaniem do wybranych metod. W rozdziale za-
mieszczony jest opis praktycznego systemu, który realizuje proponowane algorytmy wraz
z analizą złożoności obliczeniowej i czasów wykonania. Praca zakończona jest podsumo-
waniem w rozdziale szóstym.
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Frequency estimation with spectrum interpolation and
GMSD time windows

Adam Matusiak

Abstract
Frequency estimation is a fundamental issue in many fields of technology and is a key
element in the implementation of many practical systems. The interpolated discrete Fourier
transform (IpDFT) class eliminates the limitations of the classical DFT-based approach to
signal analysis, which become apparent when the signal under study is out of sync with
the measurement window (incoherent sampling). This paper focusses on how to obtain
and analyze estimators using interpolation of the DFT spectrum for generalized maximum
sidelobe decay time windows, i.e., GMSD windows. The methods proposed in this thesis
eliminate the error due to the presence of interfering components in the signal: long-range
leakage due to the use of GMSD time windows, and the conjugate component and the
single low-order harmonic component due to the use of new interpolation formulas, even
for short measurement times.

The first two chapters of the thesis outline the topic of frequency estimation in the
context of using example methods in practical real-time systems. The third chapter pre-
sents the theoretical basis of DFT spectrum interpolation methods and a more detailed
analysis of the available methods with an indication of the key features of the described
algorithms, concluding with a qualitative summary. The fourth chapter derives the equ-
ations of the new spectrum interpolation methods: two-point, three-point and five-point
GMSD methods, which allow to improve the accuracy of estimation by eliminating the
influence of the presence of interfering spectral components. These are, in turn, the long-
range leakage, the conjugate component, and the single low-order harmonic component.
The chapter also presents an example description of the implementation of the proposed
algorithms. The fifth chapter presents an analysis of the accuracy of the obtained estima-
tors using simulation studies, along with a comparison to selected methods. The chapter
includes a description of a practical system implementing the proposed algorithms along
with an analysis of computational complexity and execution times. The thesis concludes
with a summary in chapter six.
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Wykaz wybranych oznaczeń i terminów
Sygnał wieloczęstotliwościowy

• x(n) – dyskretny model sygnału wieloczęstotliwościowego,

• A, ϕ, f – amplituda, faza i częstotliwość pojedynczej składowej sinusoidalnej,

• N , T , fs – liczba próbek sygnału, okres próbkowania, częstotliwość próbkowania,

• λ – częstotliwość unormowana względem długości okna pomiarowego NT : λ =
fNT ,

• oscylacja sinusoidalna – składowa postaci xh(n) = Ah sin(2πλhn/N + ϕh), gdzie
indeks h oznacza numer składowej,

• B – amplituda zespolona pojedynczej składowej zespolonej,

• oscylacja zespolona – składowa postaci xl(n) = Bl exp(j2πλln/N), gdzie indeks l
oznacza numer składowej,

• składowa podstawowa – składowa oznaczona indeksem h = 1 lub l = 1,

• λ0 – częstotliwość unormowana składowej podstawowej (w tekście założono także,
że λ0 = λ1),

• s(n) – addytywny szum biały z rozkładem normalnym i wariancją σ2.

Widmo sygnału wieloczęstotliwościowego

• w(n) – dyskretna funkcja okna czasowego,

• Xk – k-ty prążek DFT sygnału x(n) z nałożonym oknem czasowym w(n),

• X(λl)
k – składnik wartości prążka Xk wynikający z występowania oscylacji zespolo-

nej o częstotliwości λl,

• X(λ) – ciągła funkcja DtFT reprezentująca widmo sygnałux(n) z nałożonym oknem
czasowym w(n),

• W (λ) – ciągła funkcja DtFT okna czasowego w(n),

• ∆nXk – współczynnik różnicy skończonej n-tego stopnia dla prążka Xk.

Wykorzystywana notacja matematyczna

• j – jednostka urojona,

• Re{·}, Im{·} – część rzeczywista i urojona liczby zespolonej,

• a,A – wektor, macierz.
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Rozdział 1

Wprowadzenie

Zagadnienie estymacji częstotliwości jest fundamentalnym problemem dla szerokiego za-
kresu zastosowań, dotyczy to m.in.: algorytmów stosowanych w układach energoelek-
tronicznych, technice radarowej, aparaturze biomedycznej czy telekomunikacji[34], [35].
Częstotliwość jest wielkością dobrze zdefiniowaną dla funkcji sinusoidalnej, która stanowi
szczególnie ważną charakterystykę opisującą podstawowe zjawiska występujące w przy-
rodzie, m.in. jest ogólnym rozwiązaniem podstawowego równania różniczkowego opisu-
jącego ruch harmoniczny. Jednocześnie wyłania się w przypadku opisu nawet bardzo zło-
żonych systemów, takich jak np. cykle biologiczne człowieka[4]. Ze względu na precyzję
i prostotę w ujęciu modelowania matematycznego oraz bezpośrednią przystępność intu-
icji, częstotliwość oscylacji sinusoidalnej jest popularnym parametrem służącym określa-
niu właściwości badanego systemu. W kontekście badania natury zmienności sygnałów, w
tym powtarzalności danego zjawiska, rozwinięte zostały narzędzia analizy fourierowskiej,
w szczególności dyskretna transformacja Fouriera (DFT, ang. Discrete Fourier Transform)
dla przypadku wykorzystania w systemach cyfrowych. Przykładem tego rodzaju sygnałów
są sygnały okresowe, dla których istnieje reprezentacja szeregu Fouriera. W przypadku
sygnałów rejestrowanych w praktycznych systemach, uzyskane w pomiarze próbki repre-
zentują sygnał, którego widmo różni się od zakładanego modelu pojedynczej oscylacji –
kształt uzyskanej charakterystyki zmienia się w czasie, występuje więcej niż jedno mak-
simum widma oraz zmienia się jego położenie. Źródłem wskazanych efektów są m.in.:
niekompletność przyjętego modelu w stosunku do badanego sygnału, niestacjonarność sy-
gnału (zmiana parametrów w czasie) oraz to, że jest on obarczony zakłóceniami losowymi
oraz deterministycznymi, np. obecnością harmonicznych. W wielu przypadkach faktyczna
natura badanego zjawiska, pomimo obecnych różnego rodzaju zniekształceń, nadal pozo-
staje fundamentalnie związana z sygnałem sinusoidalnym, a klasyczne narzędzia analizy
widmowej uzupełniane są nowymi technikami i z tego względu wciąż zachowują swoją
użyteczność. W dalszym ciągu zachodzi potrzeba wyznaczenia częstotliwości maksimów
widma sygnału, które reprezentują rzeczywiste, istotne parametry badanego systemu. W
tym kontekście korzystne może być wprowadzenie do modelu parametru reprezentującego
częstotliwość sygnału sinusoidalnego, dla którego uzyskana wartość najlepiej reprezentu-
je położenie szczytu charakterystyki widmowej[34]. W przypadku stwierdzenia obecno-
ści wielu komponentów częstotliwościowych, analiza tego rodzaju może być rozszerzona
dla sygnału wieloczęstotliwościowego, tj. składającego się z wielu składowych sinusoidal-
nych[42].

Konsekwencją ciągle rosnącej złożoności systemów wykorzystujących pomiary czę-
stotliwości jest zapotrzebowanie na efektywne kosztowo układy pomiarowe, które będą
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łatwe do wykonania i wdrożenia. Wspomniane kryteria nakładają nowe wymagania co do
charakterystyki algorytmów estymacji, oprócz samej dokładności pomiaru. Przykładem
mogą być węzły pomiarowe w rozproszonej sieci dystrybucyjnej energii elektrycznej[138].
Część z obszarów zastosowań, które zostały wymienione wyżej wymaga realizacji pomia-
rów w czasie rzeczywistym, nakładając przy tym dodatkowe kryterium w procesie doboru
algorytmu estymacji. W takim przypadku zastosowana metoda musi charakteryzować się
względnie niską złożonością obliczeniową oraz dobrze zdefiniowanym czasem wykonania
dostarczonej implementacji. Stąd też stosowane są zwykle specjalistyczne układy do pracy
z systemami o twardych ograniczeniach czasowych (ang. hard time constraints) i zawierają
się w grupie systemów wbudowanych. Takie układy cechują się z kolei ograniczonymi za-
sobami sprzętowymi, co może nakładać kolejne wymagania względem wyboru algorytmu
estymacji. Kolejnym aspektem doboru algorytmów estymacji częstotliwości, dotyczącym
specyfikacji użytej platformy sprzętowej, jest struktura obliczeniowa algorytmu i możli-
wości dotyczące implementacji zastosowanej metody w sprzęcie. Dotyczy to możliwości
użycia dostępnych specjalistycznych układów sprzętowych, takich jak akceleratory, kopro-
cesory czy rdzenie procesora sygnałowego pracujące równolegle do procesora głównego
w układach SoC (ang. system on a chip). Dla wymienionych kryteriów doboru algorytmu
estymacji znakomicie wpasowuje się charakterystyka metod opartych na dyskretnej trans-
formacji Fouriera. Gwarantują one łatwą implementację, niską złożoność obliczeniową i
wystarczającą dokładność dla części zastosowań w kontraście do bardziej złożonych, cza-
sowych metod parametrycznych takich jak metody Prony’ego, MUSIC czy ESPRIT [49].
Szeroko wykorzystywany algorytm obliczania szybkiej transformacji Fouriera FFT (ang.
Fast Fourier Transform) gwarantuje szybkie wykonanie ze złożonością obliczeniową wy-
noszącą O(N log2N), gdzie N oznacza liczbę próbek sygnału. Istotnym faktem wyda-
je się być także to, że istnieje wiele sprawdzonych implementacji algorytmu FFT, które
są zwykle optymalizowane pod kątem używanej platformy sprzętowej. Przykładem spe-
cjalizowanych, efektywnych kosztowo systemów wbudowanych są procesory sygnałowe
lub mikrokontrolery ze specjalizowanymi instrukcjami DSP przyspieszającymi wykona-
nie algorytmu oraz sprzętowe koprocesory przeznaczone do obliczania procedury FFT,
np. procesor Texas Instruments TMS320C5515[124]. Istnieją także implementacje sprzę-
towe z użyciem układów FPGA (ang. Field-programming Gate Array), także w kontekście
zastosowania w połączeniu z algorytmami interpolowanej DFT[151].

Analiza częstotliwościowa z wykorzystaniem przekształcenia DFT jest obarczona błę-
dami wyznaczania parametrów sygnału ze względu na występowanie zjawiska przecieku
widma oraz efektu zafalowania. Pierwszy z tych problemów dotyczy obecności zakłóceń
w postaci innych, niezsynchronizowanych z oknem pomiarowym składowych w sygnale,
których obecność wpływa na wartość uzyskanych prążków DFT. Błąd związany z efektem
zafalowania wynika natomiast z dyskretnego charakteru widma DFT i występuje, gdy ba-
dana składowa nie jest zsynchronizowana z oknem pomiarowym. Wpływ przecieku widma
składowych może być eliminowany przy pomocy nakładania okien czasowych na mierzo-
ny sygnał. Technika ta staje się jednak nieskuteczna w przypadku składowych położonych
bliżej w widmie względem prążków DFT wykorzystywanych w estymacji parametrów.
Metodami pozwalającymi efektywnie redukować błąd związany z występowaniem obu
tych zjawisk są metody interpolowanej DFT (występujące w literaturze także jako IpDFT,
ang. interpolated DFT ). Zastosowanie opisywanej metody pozwala na rozszerzenie kla-
sycznego podejścia i stanowi główny przedmiot zainteresowania w niniejszej pracy. Esty-
matory IpDFT wykorzystują informację zawartą w kilku sąsiadujących ze sobą prążkach
DFT do wyznaczenia parametrów składowych widmowych. Najczęściej obliczenia zwią-
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zane z algorytmami IpDFT stanowią jedynie ułamek czasu wykonania algorytmu FFT, co
pozwala małym kosztem zwiększyć efektywność pomiaru [36]. Z tego względu metody
interpolowanej DFT mogą znacząco poprawić dokładność wyznaczania częstotliwości ni-
skim kosztem w już istniejących systemach pomiarowych, w których wykorzystywane są
obliczenia FFT. Warto także zauważyć, że spośród metod wykorzystujących prążki DFT
do estymacji częstotliwości, metody interpolowanej DFT często oferują gotową formu-
łę algebraiczną składającą się z zaledwie kilku wartości DFT, przez co implementacja w
systemie staje się bardzo prosta. Większość dostępnych w literaturze metod zakłada wy-
korzystanie modelu pojedynczej oscylacji zespolonej przy jednoczesnym założeniu, że
wpływ innych składowych widmowych na wartość użytych w estymacji prążków DFT
jest pomijalny. Taka estymacja jest rzeczywiście efektywna w przypadku dłuższego okna
pomiarowego obejmującego wiele okresów sygnału wejściowego, dla którego nałożone
okno czasowe pozwala na eliminację wpływu składowych oddalonych. Jednakże, gdy roz-
patrywane są sygnały przyjmujące wartości rzeczywiste oraz takie, w których występują
zakłócenia harmoniczne, skrócony czas pomiaru powoduje, że wpływ składowych sprzę-
żonych oraz składowych harmonicznych niskiego rzędu na wartości wykorzystywanych
prążków DFT staje się znaczący. Z tego względu dokładność estymatorów uzyskanych na
podstawie modelu składającego się z pojedynczej oscylacji drastycznie maleje.

Niniejsza rozprawa wprowadza nową klasę estymatorów częstotliwości opartych na
technice interpolacji prążków DFT z użyciem uogólnionej postaci okien maksymalnego
opadania listków bocznych GMSD (ang. Generalized Maximum Sidelobe Decay). Głów-
nym celem osiąganym przez nową klasę metod jest eliminacja obciążenia estymatorów
wynikającego z obecności w widmie sygnału oddalonych komponentów częstotliwościo-
wych, z wpływu obecności składowej sprzężonej oraz z wpływu obecności składowych
harmonicznych niskiego rzędu poprzez wykorzystanie rozszerzonego modelu sygnału w
procedurze wyprowadzania formuły interpolacyjnej. W kolejnych rozdziałach rozprawy
znajduje się opis sposobu uzyskania bezpośrednich formuł interpolacyjnych metod wy-
korzystujących okna GMSD, weryfikacja poprawności uzyskanych zależności oraz ocena
efektywności ich zastosowania. Wprowadzenie nowych metod poprzedza przegląd dostęp-
nej literatury w zakresie estymacji częstotliwości, także w kontekście ich zastosowania, ze
szczególnym naciskiem na omówienie metod interpolowanej DFT.

Cel i teza pracy

Celem niniejszej rozprawy jest zbadanie możliwości zastosowania okien czasowych GMSD
do uzyskania nowych metod interpolacji widma, które zakładają:

• ograniczenie sumarycznego wpływu na dokładność estymacji obecności wielu skła-
dowych widmowych znajdujących się w znacznym oddaleniu od wykorzystywanych
wartości widma,

• ograniczenie wpływu na dokładność estymacji obecności składowej sprzężonej, tak-
że dla krótkich czasów pomiaru,

• ograniczenie wpływu na dokładność estymacji obecności składowych harmonicz-
nych niskiego rzędu, także dla krótkich czasów pomiaru,

• estymację nieiteracyjną, która ograniczenie wpływu obecności składowych zakłó-
cających na dokładność estymacji realizuje bezpośrednio w formule interpolacyjnej.
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Praca ma także na celu przeprowadzenie analizy dokładności tak scharakteryzowanych
metod interpolacji widma w zakresie redukcji obciążenia wynikającego z obecności w
sygnale zakłóceń w postaci składowych widmowych wraz z porównaniem do wybranych
dostępnych referencyjnych metod. W niniejszej rozprawie przyjęto następującą tezę ba-
dawczą:

Interpolacja widma DFT z wykorzystaniem okien czasowych GMSD pozwala na uzy-
skanie nowych nieiteracyjnych metod estymacji częstotliwości charakteryzujących się krót-
kim czasem wykonania wraz ze znaczącym zwiększeniem dokładności estymacji (o rząd
wielkości lub więcej) dla krótkiego czasu pomiaru i w obecności zakłóceń harmonicznych
względem dotychczasowych nieiteracyjnych metod interpolacji widma.
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Rozdział 2

Metody estymacji częstotliwości i
obszary zastosowań

2.1 Wprowadzenie do rozdziału
Celem rozdziału jest nakreślenie problemu estymacji częstotliwości w kontekście wyko-
rzystywanych metod i obszarów zastosowań. W rozdziale 2.2 zawarty został przegląd do-
stępnych metod estymacji częstotliwości wraz z krótką charakterystyką wybranych metod,
dla których, zdaniem autora, metody interpolacji widma stanowią potencjalną alternatywę
(dla pewnego zakresu zastosowań). Przedstawione zestawienie wraz z klasyfikacją mają
charakter przekrojowy i zostały wprowadzone w celu nadania kontekstu dla omawianych
w dalszych rozdziałach metod interpolacji widma. Opisywane metody, oprócz samej esty-
macji częstotliwości, często służą także do wyznaczenia innych parametrów sygnału: m. in.
amplitudy i fazy składowych sygnału wieloczęstotliwościowego. Dla dużej części z tych
metod, estymacja częstotliwości stanowi wyjściową informację pozwalającą na wyzna-
czenie wartości innych parametrów sygnału. W takim przypadku dokładność wyznacze-
nia częstotliwości bezpośrednio przekłada się na efektywność wyznaczenia pozostałych
parametrów. Stąd podczas opisywania metod estymacji parametrów nacisk jest położony
przede wszystkim na aspekcie estymacji częstotliwości.

W rozdziale 2.3 przedstawione zostały przykłady obszarów zastosowań metod esty-
macji częstotliwości ze szczególnym uwzględnianiem przypadków wykorzystania metod
interpolacji widma. Pomiary częstotliwości w systemie elektroenergetycznym stały się w
ostatnim czasie jednym z głównych obszarów zastosowań, dla których przedstawiane są
nowe metody interpolacji widma. Z tego powodu rozdział jest zakończony poszerzonym
opisem przypadku zastosowania metod estymacji częstotliwości do wyznaczania wartości
fazora prądu i napięcia wraz ze wskazaniem konkretnych przykładów stosowanych w tym
obszarze metod.

2.2 Metody estymacji częstotliwości

2.2.1 Ograniczenie Craméra-Rao
Efektywna ewaluacja estymatorów częstotliwości na poziomie statystycznym może być re-
alizowana przez wykorzystanie narzędzi pozwalających na określenie stopnia wykorzysta-
nia informacji obecnej w zarejestrowanym sygnale. Takim powszechnie używanym narzę-
dziem statystycznym jest ograniczenie Craméra-Rao, które określa minimalną wariancję
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możliwą do uzyskania przez optymalny estymator nieobciążony[42], [108], [146].
W przypadku estymacji parametrów oscylacji zespolonej zakłóconej addytywnym szu-

mem białym s(n) z rozkładem normalnym (AWGN, ang. Additive White Gaussian Noise)
i wariancją σ2 tj. w przypadku modelu sygnału:

x(n) = Bej2πnλ0/N+jϕ + s(n) (2.1)

Rife i Boorstyn wyznaczyli ograniczenie Craméra-Rao dla przypadku, gdy nie są znane
wszystkie trzy parametry B, ϕ i λ0[150]:

CRBλ0 =
3N(SNR)−1

2π2(N2 − 1)
(2.2)

Powyższe ograniczenie dotyczy estymacji częstotliwości znormalizowanej λ0, definiowa-
nej jako λ = fNT , gdzie f oznacza częstotliwość sygnału wyrażoną w Hz. Stosunek
sygnał-szum SNR używany w powyższym równaniu zdefiniowany jest jako:

SNR =
B2

σ2
(2.3)

Posługując się ograniczeniem Craméra-Rao możliwe jest porównywanie nieobciążonych
estymatorów częstotliwości w kontekście możliwości otrzymania najlepszego przypadku
wariancji.

Dostępna jest także analiza ograniczenia Craméra-Rao dla przypadku innych sygna-
łów: dla rzeczywistej sinusoidy w [73] oraz sinusoidy zakłóconej harmonicznymi [167].
W [21] zostały przedstawione zależności opisujące ograniczenie Craméra-Rao (także dla
przypadku asymptotycznego λ� N ) dla sygnałów okresowych. Wszystkie opisywane za-
leżności przyjmują wartości większe niż dla przypadku ograniczenia Craméra-Rao (2.2)
dla estymacji częstotliwości oscylacji zespolonej. Przykładowo ograniczenie uzyskane w
[73] dla estymacji częstotliwości dla dwóch oscylacji zespolonych pokazuje, że maksy-
malna wartość ograniczenia dla różnicy estymowanych częstotliwości |λ1 − λ2| > 1 bin
nie przekracza dwukrotnej wartości ograniczenia Craméra-Rao dla przypadku pojedyn-
czej oscylacji zespolonej (2.2) oraz dla |λ1 − λ2| � 1 dąży do tej wartości.

2.2.2 Przegląd metod estymacji częstotliwości
Dostępnych jest wiele metod estymacji częstotliwości, które znacząco różnią się między
sobą pod względem dokładności pomiaru, złożoności obliczeniowej i odporności na za-
kłócenia losowe oraz deterministyczne. Na często wyróżniane kryteria klasyfikacji skła-
dają się: określenie domeny estymacji (metody czasowe, częstotliwościowe lub czasowo-
częstotliwościowe); rozróżnienie ze względu na wykorzystywany model (modelowanie
deterministyczne oraz stochastyczne) oraz podział na metody parametryczne lub niepara-
metryczne. Przykładem metody wykorzystującej modelowanie deterministyczne jest wy-
korzystanie pojedynczego prążka DFT (lub pojedynczej wartości widma ciągłego dyskret-
noczasowej transformacji Fouriera DtFT) do wyznaczenia parametrów składowej oscyla-
cji. Z kolei przykładem metod wykorzystujących modelowanie stochastyczne są metody
estymacji widmowej takie jak periodogram i jego warianty. Klasyczne metody nieparame-
tryczne (np. z użyciem periodogramu) realizują analizę widma badanego sygnału w celu
uzyskania informacji o gęstości mocy sygnału zawartego w wąskim zakresie pasma. Z
kolei metody parametryczne zakładają użycie sparametryzowanego matematycznego mo-
delu do opisu widma, co pozwala na redukcję problemu estymacji widma do problemu
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estymacji parametrów w ramach zakładanego modelu[163]. Metody parametryczne z re-
guły pozwalają na uzyskanie dokładnych wyników i wykazują wysoką rozdzielczość w
rozróżnianiu sąsiadujących ze sobą komponentów częstotliwościowych występujących w
widmie. Dokładność estymacji jest jednak uwarunkowana koniecznością dobrego zdefi-
niowania modelu sygnału, np. precyzyjnego ustalenia liczby składowych sinusoidalnych
występujących w sygnale.

Estymatory definiowane w dziedzinie czasu cechują się zwykle wysoką dokładnością
pomiaru, ale jednocześnie wysoką złożonością obliczeniową algorytmu. Z tego wzglę-
du metody czasowe mogą nie sprawdzać się w systemach z ograniczeniami czasowymi. Z
kolei estymatory widmowe mogą charakteryzować się wielokrotnie szybszym czasem wy-
konania zachowując wymaganą dokładność i mogą stanowić dobrą alternatywę dla części
zastosowań.

Przegląd wybranych metod estymacji częstotliwości

Niniejsza praca skupia się w głównej mierze na metodach estymacji wykorzystujących
prążki DFT lub wartości widma ciągłego DtFT. Do tej grupy metod można zaliczyć m.in.
metody wykorzystujące aproksymację średniokwadratową[128], metody wykorzystują-
ce interpolację funkcjami uniwersalnymi[1], metody liniowej interpolacji LIDFT wyko-
rzystujące aproksymację okręgu jednostkowego [42], oraz metody interpolowanej DFT
(IpDFT, ang. interpolated DFT )[146]. Powyżej wymienione metody stanowią główny
temat kolejnego rozdziału, który zawiera ich opis, ze szczególnym uwzględnieniem do-
stępnych metod interpolacji widma.

Poniżej przedstawiono bardziej szczegółowy opis trzech wybranych grup metod esty-
macji częstotliwości spoza już wymienionych:

• Estymatory wykorzystujące metodę największej wiarygodności (MLE, ang. ma-
ximum likelihood estimators)[68], [146].

W przypadku estymacji częstotliwości pojedynczej oscylacji zespolonej oraz białe-
go szumu gaussowskiego, Rife i Boorstyn w [150] pokazują, że znalezienie maksi-
mum funkcji periodogramu realizuje założenia metody największej wiarygodności:

λ̂0ML = arg max
λ

{ 1
N
Y (λ)

}
(2.4)

gdzie Y (λ) to funkcja widmowej gęstości mocy zdefiniowana jako:

Y (λ) =

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

xne
−j2πnλ/N

∣∣∣∣∣
2

(2.5)

Analiza częstotliwościowa z użyciem periodogramu jest nieparametryczną metodą
estymacji widma[163]. W tym przypadku zadanie znalezienia maksimum periodo-
gramu realizowane jest metodami numerycznymi, przykładowo przy pomocy algo-
rytmów zawężania siatki (ang. grid-search)[169] oraz innych technik iteracyjnych,
m.in. z wykorzystaniem metody Newtona-Raphsona. Z tego względu rozwiązanie
problemu zdefiniowanego za pomocą równania (2.4) charakteryzuje się wysoką zło-
żonością obliczeniową, m.in. ze względu na występowanie wielu ekstremów lokal-
nych periodogramu, a sama funkcja jest nieliniowa. Ważnym aspektem stosowa-
nych metod są także problem zbieżności i rozdzielczości[144]. Jednakże w kontek-
ście statystycznym, jest to analiza optymalna dla wystarczająco długich sekwencji
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próbek, a otrzymany estymator jest asymptotycznie nieobciążony i osiąga wartość
ograniczenia Craméra-Rao[108]. W przypadku gdy różnica częstotliwości dwóch
oscylacji zawartych w sygnale jest mniejsza niż odwrotność czasu trwania pomia-
ru, metoda maksymalizacji periodogramu przestaje być estymatorem MLE. Wtedy
metoda największej wiarygodności prowadzi do problemu nieliniowej metody naj-
mniejszych kwadratów[107]. Metody MLE często dzielą przetwarzanie na część
zgrubnej estymacji (ang. course estimation) oraz części wyszukiwania dokładnego
założonej funkcji wiarygodności (ang. fine estimation)[164]. Dostarczenie wstępnej
estymaty z wysoką dokładnością może być konieczne dla efektywnej realizacji sto-
sowanych algorytmów. Estymacja w przypadku niespełnienia tego kryterium jest
traktowana jako obserwacja odstająca (ang. outliers) i jej występowanie wiąże się z
graniczną wartością SNR, dla której błąd MSE estymacji znacząco rośnie[150].

• Estymatory wykorzystujące techniki modelowania transmitancyjnego, w tym
wykorzystujące modelowanie AR (ang. autoregressive), MA (ang. moving average)
i połączone metody ARMA[163].

W tej grupie estymatory realizowane są przy pomocy modelowania transmitancji
systemu liniowego reprezentującej badany sygnał. Model y(n) badanego sygnału
jest wyjściem liniowego filtru cyfrowego, którego pobudzeniem jest biały szum x(n)
o wariancji σ2 = 1:

y(n) +
p∑

k=1

aky(n− k) =
q∑

k=0

bkx(n− k) (2.6)

oraz którego transmitancja przedstawia się jako:

H(z) =
B(z)
A(z)

=
∑q
k=0 bkz

−k∑p
k=1 akz

−k (2.7)

Celem modelowania jest minimalizacja błędu w sensie średniokwadratowym po-
między badanym sygnałem a modelem y(n). Podstawową trudnością dla tego rodza-
ju metod jest przyjęcie odpowiedniego modelu transmitancji, tj. rzędu wielomianu
mianownika transmitancji (metody AR), rzędu wielomianu licznika (metody MA)
lub obu (metody ARMA). Modelowanie parametryczne znalazło szerokie zastoso-
wanie w metodach estymacji widma, ale także jest wykorzystywane w metodach
estymacji parametrów sygnału wieloczęstotliwościowego.

Przykładem iteracyjnej metody estymacji częstotliwości wywodzącej się z omawia-
nej grupy są estymatory wykorzystujące adaptacyjne filtry wąskopasmowe (lub wy-
cinające, ang. adaptive notch filters). Zmiana charakterystyki takiego filtru jest reali-
zowana przez parametryzację współczynników funkcji transmitancji. Wartości tych
współczynników są ściśle związane z częstotliwością wycięcia – stąd znając aktual-
ne wartości charakterystyki znana jest także częstotliwość estymowanej sinusoidy.
Filtry tego rodzaju wykorzystują modelowanie ARMA, a przykładem może być po-
pularny filtry IIR CPZ-ANF (ang. inifinite impulse response constrained poles and
zeros) drugiego rzędu z transmitancją[130]:

HN(z) =
1 + az−1 + z−2

1 + ρaz−1 + ρ2z−2
(2.8)
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gdzie wartość a = −2 cos(ω0) jest parametrem regulującym wartość częstości a ∈
[−2,2], a parametr ρ określa szerokość wycinanego pasma. Innym przykładem ad-
aptacyjnych filtrów wycinających są filtry wycinające wykorzystujące filtry wszech-
przepustowe (APF-ANF, ang. all-pass filter)[109]. Ze względu na parametryzację
współczynników filtru, konieczne jest monitorowanie stabilności w każdej iteracji.
Niesie to za sobą pewne trudności w implementacji w praktycznym systemie[92]. W
literaturze pojawiły się także wersje algorytmu wykazujące zbieżność w przypadku
obecności harmonicznych w sygnale[127].

Innym klasycznym przykładem metod omawianej grupy jest metoda Prony’ego[186].
W metodzie Prony’ego, która może być uważana za metodę wykorzystującą mode-
lowanie autoregresyjne, zakładany jest model sygnału dla p próbek reprezentujących
sumę p zespolonych oscylacji (p/2 oscylacji rzeczywistych):

x(n) =
p∑

k=1

hkz
n−1
k (2.9)

gdzie parametry k-tej oscylacji hk i zk są liczbami zespolonymi, zaś argument war-
tości zk zależy od szukanej częstotliwości fk (w ogólności zk może reprezentować
oscylację tłumioną). Taka suma zespolonych oscylacji stanowi rozwiązanie ogól-
ne jednorodnego równania różnicowego o stałych współczynnikach dla p różnych
pierwiastków (model AR rzędu p = N ):

−a0y(n) =
N∑
k=1

aky(n− k), a0 = 1 (2.10)

zaś wielomian charakterystyczny takiego równania różnicowego ma postać:

ϕ(z) =
p∏

k=1

(z − zk) =
p∑

k=0

akz
p−k, a0 = 1 (2.11)

którego pierwiastki zk przybierają wartości parametru zk z równania (2.9). Wektor
próbek y = [y(p+ 1), · · · , y(2p)]T może zostać wykorzystany do wygenerowania
równania macierzowego, które definiuje kolejne wartości yk przy pomocy p próbek
poprzedzających, zawartych w kolejnych wierszach macierzy T i współczynników
ak, za pomocą wcześniej wprowadzonej zależności rekurencyjnej (2.10):

−y = T · a (2.12)

gdzie wektor współczynników ak zdefiniowano jako a = [a1, · · · , ap]T . Metoda
Prony’ego jest dwuetapowa. Po pierwsze, rozwiązanie powyższego układu równań
liniowych ze względu na wartości wektora a pozwala na znalezienie współczynni-
ków ak wielomianu (2.11). W drugiej kolejności, znalezienie pierwiastków zk tego
wielomianu (pokrywające się z zespolonymi wartościami parametrów zk z równa-
nia (2.9)) pozwala na bezpośrednie wyznaczenie estymat częstotliwości szukanych
składowych.

Klasyczna metoda Prony’ego jest wrażliwa na szum, oraz w przypadku estymacji
parametrów dużej liczby oscylacji, metoda może stać się niestabilna ze względu na
złe uwarunkowania numeryczne rozwiązywanego układu równań liniowych [88].
W literaturze dostępnych jest szereg modyfikacji metody Prony’ego pozwalających
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na zwiększenie jej efektywności[80]. Podstawowym środkiem wykorzystywanym
w tym celu jest użycie nadokreślonego układu równań liniowych dla N > 2p i
wykorzystanie zwykłej metody najmniejszych kwadratów (OLS) lub metody zu-
pełnych najmniejszych kwadratów (TLS) do wyznaczenia współczynników wielo-
mianu ϕ(z)[120]. Metoda matrix pencil[90], [155] stanowi alternatywną technikę
względem metody Prony’ego dla problemu aproksymacji sygnału przy pomocy su-
my zespolonych oscylacji. Metoda wykorzystuje rozkład na wartości osobliwe (ang.
SVD decomposition) w celu wyznaczenia biegunów transmitancji systemu liniowe-
go. W odróżnieniu od metody Prony’ego, metoda matrix pencil jest jednokrokowa,
bardziej efektywna obliczeniowo i charakteryzuje się lepszą odpornością na szum.

• Parametryczne metody dekompozycji macierzowych (metody podprzestrzeni)[163].
Parametryczne metody dekompozycji macierzowych są popularną grupą metod, któ-
ra pozwala na dokładną estymację parametrów wielu sinusoid w zaszumionym sy-
gnale, nawet w przypadku małych różnic częstotliwości pomiędzy dwoma składo-
wymi. Najbardziej znanymi metodami podprzestrzeni są: metoda Pisarenki (ang.
Pisarenko harmonic decomposition)[142], metoda ESPRIT (ang. Estimation of Si-
gnal Parameters via Rotational Invariance Techniques)[153] oraz metoda MUSIC
(ang. Multiple Signal Classification)[156]. Metody podprzestrzeni opierają się na
analizie rozkładu macierzy próbek (lub estymaty macierzy autokorelacji Rxx) na
wartości i wektory własne. Związane jest to z wykorzystaniem technik dekompozy-
cji względem wartości własnych (ang. Eigen Value Decomposition) lub osobliwych
(ang. Singular Value Decomposition).
Zakładając, że badany sygnał składa się z wielu składowych sinusoidalnych oraz szu-
mu białego, rozkład macierzy autokorelacji względem wartości własnych skutkuje
uzyskaniem wektorów własnych rozpinających dwie dopełniające się podprzestrze-
nie, sygnału oraz szumu:

Rxx = UsΛsU
H
s +UnΛnU

H
n = UsΛsU

H
s + σ2UnU

H
n (2.13)

gdzieUs = [u1,...,u2p] to macierz zawierająca kolumnowe wektory własneu zwią-
zane z podprzestrzenią sygnału, zaś Λs jest macierzą diagonalną zawierającą war-
tości własne λk dla k ∈ {1,...,2p}. Macierz Un = [u2p+1,...,uM ] zawiera wektory
własne u związane z podprzestrzenią szumu przy założeniu wykorzystania M pró-
bek sygnału, zaś Λn jest macierzą diagonalną zawierającą wartości własne λk dla
k ∈ {2p+ 1,...,M}. Operator H oznacza transpozycję ze sprzężeniem zespolonym
(sprzężenie hermitowskie).
Pierwsza grupa estymatorów zakłada wykorzystanie wektorów własnych znajdu-
jących się w podprzestrzeni szumu. Znając dowolny taki wektor un możliwe jest
uzyskanie estymaty częstotliwości danej składowej zespolonej z wykorzystaniem
testu warunku ortogonalności us · un = 0. W przypadku gdy dana częstość Ω,
określona dla oscylacji zespolonej e = [ejΩ·0, · · · ,ejΩ(M−1)]T występuje w sygnale,
iloczyn skalarny oscylacji zespolonej z wektorem własnym podprzestrzeni szumu
e · vn zeruje się, ponieważ jest ortogonalny do wektorów własnych podprzestrze-
ni sygnału us. W skład tego rodzaju metod wchodzą metoda Pisarenki oraz MU-
SIC. Metoda Pisarenki zakłada dekompozycję macierzy autokorelacji na wartości
i wektory własne dla p/2 rzeczywistych składowych sinusoidalnych i M = p + 1
próbek sygnału[185]. W takiej sytuacji model zakłada, że w sygnale jest zawartych
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p zespolonych oscylacji. Ze względu na użycie M = p + 1 punktów w metodzie
Pisarenki, występuje tylko jedna (najmniejsza z uzyskanych) wartość własna zwią-
zana z podprzestrzenią szumu i jest równa wartości wariancji szumu σ2. Okazuje
się, że skojarzony z nią wektor własny uM = a zawiera wartości współczynników
równania różnicowego opisującego rekurencyjnie składowe sinusoidalne o szuka-
nych częstotliwościach, stąd też z definicji Rxxa = σ2a. Tak uzyskane wartości
współczynników stanowią jednocześnie mianownik funkcji transmitancji pewnego
układu liniowego H(z) = 1

A(z) :

A(z = ejΩ) =
2p∑
k=1

a(k)z−k =
2p∏
k=1

(1− ejΩkz−1) (2.14)

Obliczając 2p zer wielomianu mianownika A(z) występujących w parach sprzę-
żonych uzyskiwane są estymaty częstości Ω̂ kolejnych składowych sinusoidalnych
zawartych w sygnale. Metoda Pisarenki charakteryzuje się jednak względnie sła-
bą odpornością na zakłócenia losowe ze względu na wykorzystanie tylko jednego
wektora własnego z podprzestrzeni szumu i małej liczby próbek. Dotychczas opra-
cowano różne zmodyfikowane warianty metody Pisarenki jak np. metody MPHD
(ang. Modified Pisarenko Harmonic Decomposition)[119], RPHD (ang. Reformu-
lated Pisarenko Harmonic Decomposition)[161] z poprawionymi właściwościami.
W metodzie MUSIC i pochodnych (np. metoda EV – EigenVector [185]) wyko-
rzystywanych jest więcej niż jeden wektor własny uk należący do podprzestrzeni
szumu, a więc używanych jest więcej niż p + 1 punktów, jak to było w przypadku
metody Pisarenki. W takim przypadku maksymalizowana jest wartość tzw. funkcji
pseudowidma. Dla przypadku metody Pisarenki wygląda ona następująco:

P̂PIS(z) =
1

|u(z)Ha|2
(2.15)

Argumenty uzyskanych maksimów powyższej funkcji wyrażają estymaty pulsacji
z = eΩ̂k . W przypadku metody MUSIC rozważane jest M > 2p + 1 punktów, a
więc w wyniku dekompozycji otrzymywanych jest więcej niż jeden wektor własny
un. Wobec tego funkcja pseudowidma przyjmuje postać:

P̂MUS(z) =
1

M∑
k=1
|u(z)Hun,k|2

(2.16)

W przypadku przytaczanej wcześniej metody Eigen Vector, suma znajdująca się w
mianowniku powyższej funkcji jest ważona ze współczynnikiem 1

λk
. W przypad-

ku metody MN (ang. Minimum Norm) wykorzystywany jest jeden wektor własny
un, ale wybrany w sposób optymalny[185]. Metoda root-MUSIC jest modyfika-
cją metody MUSIC charakteryzującą się mniejszą złożonością obliczeniową, dla
której estymaty otrzymywane są przez znalezienie zer leżących w pobliżu okręgu
jednostkowego wielomianu utworzonego przy pomocy wektorów z podprzestrzeni
szumu[111], [147].

Alternatywnym podejściem w stosunku do opisywanych powyżej metod jest wyko-
rzystanie informacji zawartej w podprzestrzeni sygnału. W tej klasie metod wyko-
rzystywana jest zwykle aproksymacja macierzy autokorelacji Rxx wykorzystująca
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wektory i wartości własne należące do podprzestrzeni sygnału i otrzymana w wyni-
ku pominięcia części związanej z szumem w równaniu dekompozycji (2.13):

Rxx ≈ UsΛsU
H
s (2.17)

Metoda ESPRIT jest sztandarowym reprezentantem metod tej klasy, w której wy-
korzystywany jest fakt niezmienności wartości własnych macierzy wobec obrotu.
Analizowany sygnał y dzielony jest na dwie sekwencje równej długości y1 i y2,
opóźnione względem siebie i skrócone o jedną próbkę. Ponieważ sygnał y (z po-
minięciem szumu) składa się wyłącznie z sumy oscylacji zespolonych, można go
przedstawić w postaci macierzowej:

y = A ·ZAk,ϕk (2.18)

gdzie kolumny macierzyA zawierają wartości chwilowe kolejnych oscylacji zespo-
lonych, zaś wartości wektora ZAk,ϕk reprezentują ich zespolone amplitudy. Za po-
mocą wymienionych definicji możliwe jest przedstawienie zależności pomiędzy sy-
gnałamiy1 iy2 poprzez zdefiniowanie i użycie macierzy obrotu Φ = diag(ejΩ1 , · · · ,ejΩp)
w następującym równaniu:

A1Φ = A2, gdzie: A1 = I1A, A2 = I2A (2.19)

gdzie I1 i I2 są macierzami wybierającymi z macierzy A kolejno macierze A1 i
A2. Ponieważ macierz A zawiera wyłącznie wartości chwilowe oscylacji zespolo-
nych, rozpięta jest przez bazę podprzestrzeni sygnału Us. Pamiętając o możliwości
aproksymacji równaniem (2.17), jasne staje się, że istnieje pewna macierz X , któ-
ra pozwoli wykorzystać bazę podprzestrzeni sygnału do reprezentowania macierzy
sygnału A = Us ·X (a więc także macierzy sygnałów A1 oraz A2). Stąd też, z
wcześniejszych definicji tych macierzy (2.19) wynika że:

I1AΦ = I2A⇒ I1UsXΦ = I2UsX ⇒ I1Us(XΦX−1) = I2Us (2.20)

Przez wprowadzenie nowego oznaczenia Ψ = XΦX−1 łatwo zauważyć, że moż-
liwe jest rozwiązanie powyższego równania właśnie ze względu na Ψ. Ponieważ
bezpośrednio z definicji wynika, że macierz Ψ ma te same wartości własne co ma-
cierz Φ, dekompozycja macierzy Ψ na wartości własne przekłada się na możliwość
bezpośredniego wyznaczenia estymat Ω̂k wykorzystując argumenty wartości zespo-
lonych znajdujących się na jej diagonali Φ = diag(ejΩ1 , · · · ,ejΩp). Zwiększenie do-
kładności metody ESPRIT może być realizowane przez wykorzystanie metody zu-
pełnych najmniejszych kwadratów czyli tzw. metoda TLS-ESPRIT (ang. total least-
squares ESPRIT )[111].

Metody podprzestrzeni dostarczają estymatory częstotliwości charakteryzujące się
dużą dokładnością i rozdzielczością w rozróżnianiu częstotliwości sąsiadujących ze
sobą składowych oraz dużą odpornością na szerokopasmowy szum. Efektywność
tych metod jest jednak silnie uzależniona od poprawności użytego modelu sygna-
łu. Ważnym aspektem tych metod jest to, że są one wymagające obliczeniowo, co
może ograniczyć obszary zastosowań tej grupy metod w zakresie estymacji w cza-
sie rzeczywistym lub w przypadku ograniczonych zasobów sprzętowych. Dotyczy
to także najnowszych metod, m. in. wykorzystujących dekompozycje na wartości
osobliwe[160] lub inne wykorzystujące funkcję autokorelacji[61].

19



Ponadto warto wspomnieć o innych grupach metod, których wykorzystanie jest mniej
powszechne w rozważanych dalej zastosowaniach (rozdział 2.3). Są to m.in. metody wyko-
rzystujące liniową predykcję LP (ang. linear prediction)[62], metody wykorzystujące pętlę
synchronizacji fazy PLL (ang. phase-locked loops)[137], metody z filtrem Kalmana (EKF,
ang. Extended Kalman Filter) wykorzystujące próbki sygnału lub prążki DFT [70], [152],
[159], wykorzystujące detekcję przejścia sygnału przez zero (ang. zero crossing)[85] oraz
metody wykorzystujące sieci neuronowe (ANN, ang. artificial neural network) [71], [89].

2.3 Obszary zastosowań metod estymacji częstotliwości

2.3.1 Przegląd obszarów zastosowań
Estymacja częstotliwości jest podstawowym problemem dla bardzo szerokiego zakresu
zastosowań. Poniżej zaprezentowano wybrane przykłady, dla których zostało zapropono-
wane użycie metody interpolacji widma.

• Określenie kierunku nadejścia sygnału z wykorzystaniem matrycy czujników (DOA,
ang. direction of arrival)[67], [168]. Algorytmy te mają zastosowanie w telekomu-
nikacji, technice sonarowej i radarowej oraz w przypadku sygnałów audio.

• Pomiary wibracji mechanicznych: monitorowanie widma pozwala na uzyskanie in-
formacji na temat zużycia elementów mechanicznych oraz ich innych charaktery-
styk. Estymatory IpDFT zostały zaproponowane m.in. do diagnozowania uszkodzeń
silnika indukcyjnego, w tym: detekcji uszkodzeń uzwojenia wirnika [125] oraz po-
stępujących uszkodzeń klatki wirnika[110].

• Algorytmy kompensacji drgań mechanicznych w adaptacyjnych systemach optycz-
nych [96], [97], [99], [103], [104].

• Testowanie parametrów przetworników A/C[23].

• Pomiary częstotliwości w systemie elektroenergetycznym, w tym: monitorowanie
jakości sygnału elektroenergetycznego i stanu bieżącego sieci[56], algorytmy stero-
wania inwerterem oraz sterowanie mocą[36], [38], pomiary składowych harmonicz-
nych [139], pomiary synchrofazora[151].

2.3.2 Pomiar synchrofazora
Pomiar częstotliwości sieci elektroenergetycznej

Przykładem zastosowania metod estymacji częstotliwości, który zyskuje coraz więcej uwa-
gi w literaturze specjalistycznej, jest pomiar synchrofazora w systemie elektroenergetycz-
nym, także w kontekście metod interpolowanej DFT[72], [151].

Ze względu na dynamiczny rozwój sieci elektroenergetycznej w ostatnich dekadach, w
szczególności integrację odnawialnych źródeł energii oraz zmianę profilu zapotrzebowa-
nia odbiorców energii elektrycznej, utrzymanie i zarządzanie siecią znacząco się kompli-
kuje. Elementy nieliniowe i zmienne w czasie obciążenia, stanowiące nieodłączny element
takich systemów, stają się źródłem zniekształceń sygnału sieciowego i powodują poważ-
ny spadek jakości energii elektrycznej. Wspomniane problemy związane są z rozproszo-
ną naturą odnawialnych źródeł energii oraz niejednorodnością czasową w dostarczaniu

20



mocy wyjściowej ze względu na porę dnia oraz roku. Z drugiej strony, pojawiają się no-
we obszary zapotrzebowań odbiorców indywidualnych, co może skutkować powstaniem
nowych problemów jak np. wzmożone zapotrzebowanie związane z ładowaniem pojaz-
dów elektrycznych o tej samej porze dnia – gdzie wraz z rosnącym udziałem w rynku
motoryzacyjnym, zapotrzebowanie na energię elektryczną w tym zakresie nieustannie ro-
śnie. Tego rodzaju zmiany w charakterystyce rynku powodują dodatkowe trudności w po-
staci konieczności bilansowania pomiędzy produkcją a zapotrzebowaniem. Do dodatko-
wych wyzwań stojących przed nowoczesnymi systemami elektroenergetycznymi zaliczają
się także: możliwość dopuszczenia niezależnych producentów energii do sieci, zwiększe-
nie efektywności dystrybucji przez włączenie konsumentów do aktywnego reagowania na
aktualny popyt energii elektrycznej, rozwój zaawansowanej infrastruktury monitorującej
stan sieci, utrzymanie jakości dostaw energii elektrycznej oraz wdrożenie automatycz-
nych procedur naprawczych oraz mechanizmów logowania błędów[138]. Odpowiedzią na
wskazane problemy i stawiane wymagania jest wdrażanie tzw. inteligentnych systemów
dystrybucji energii elektrycznej (ang. Smart Grid), które mają na celu rozszerzenie moż-
liwości klasycznego systemu elektroenergetycznego. Jednym z kluczowych elementów
takiego systemu są moduły PMU (ang. Phasor Measurement Unit), w ramach których
realizowane są m.in. pomiary synchrofazora.

Definicja synchrofazora

Fazor rozumiany jest jako wartość zespolona X obliczona z modelu:

X =
Xm√

2
ejϕ0 (2.21)

w którym parametry Xm, ϕ odpowiadają kolejno parametrom amplitudy i fazy sygnału
kosinusoidalnego:

x = Xmcos(2πf0t+ ϕ0) (2.22)
który z kolei modeluje sygnał sieci elektroenergetycznej prądu lub napięcia. Wartość ze-
spolona fazora jest obliczana zawsze dla ustalonej wartości częstotliwości sieci f0, któ-
ra wynosi 50 lub 60 Hz[91], a estymacja dotyczy parametrów amplitudy i fazy. Model z
równania (2.21) nazywany jest także statycznym modelem fazora. Z kolei synchrofazorem
określana jest wartość zespolonaX(t), dla której fazaϕ sygnału czasowego odniesiona jest
do fazy sygnału cos(2πf0t) przy założeniu, że moment czasowy t = 0 jest zsynchronizo-
wany z czasem uniwersalnym UTC (ang. Universal Time coordinates) zwykle z użyciem
systemu GPS (ang. Global Positioning System). Dla takiego założenia można przyjąć mo-
del, dla którego amplituda i faza sygnału (2.22) mogą zmieniać się w czasie, przez co
możliwe jest uwzględnienie zakłóceń dynamicznych występujących w sygnale:

X(t) =
Xm(t)√

2
ejϕ(t) =

Xm(t)√
2
e2π

∫
g(t)dt+ϕ0 (2.23)

gdzie funkcja g(t) = f(t)−f0, a więc określa różnicę pomiędzy częstotliwością chwilową
a częstotliwością sieci. Równanie modelu fazora (2.21) rozwinięte do wersji wykorzystu-
jącej wartość synchrofazora w równaniu (2.23) nazywane jest także dynamicznym mo-
delem fazora. Metody estymacji wykorzystujące statyczny model fazora (równanie 2.21)
obliczają wartość synchrofazora zwykle na podstawie estymacji stałych wartości ampli-
tudy i fazy sygnału sinusoidalnego w badanym zakresie. Z kolei metody wykorzystujące
dynamiczny model fazora (równanie 2.23) dodatkowo wykorzystują estymatę parametrów
określających szybkość zmian częstotliwości oraz amplitudy.
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Pomiary synchrofazora

Zgodnie ze standardem IEEE Std C37.118.1-2011, moduł PMU powinien raportować wy-
niki pomiarów: synchrofazora, częstotliwości oraz zmiany częstotliwości do węzła pomia-
rowego ustaloną liczbę razy w ciągu sekundy[91]. Pomiary realizowane przez moduł PMU
dostarczają informacji o stanie sieci poprzez stałe monitorowanie i komunikację pomiędzy
węzłami wewnątrz sieci. Dysponując wieloma punktami pomiarowymi możliwa jest kom-
pleksowa analiza stanu sieci, pozwalająca na optymalizację procesu wytwarzania i przesy-
łu energii oraz na zwiększenie poziomu bezpieczeństwa. W module PMU realizowane są
pomiary amplitudy, fazy, częstotliwości oraz tempo zmiany częstotliwości (ROCOF, ang.
rate of change of frequency). Wymagania wobec używanych estymatorów w pomiarze syn-
chrofazora przedstawione są w standardzie IEEE C37.118.1-2011[91]. Dokument określa
parametry metrologiczne, którymi powinny cechować się estymatory, wprowadzone zo-
stały definicje dwóch klas wydajności dla układów PMU względem stosowanej metody
estymacji parametrów: klasa P (ang. protection) cechująca się wysoką responsywnością
oraz klasa M (ang. monitoring) cechująca się zwiększoną dokładnością pomiaru.

2.3.3 Metody estymacji częstotliwości w wyznaczaniu synchrofazora
Klasyczny podział na metody estymacji fazora jest wprowadzany ze względu na metody
czasowe, częstotliwościowe oraz czasowo-częstotliwościowe[138].

Przykładami metod czasowych estymacji parametrów fazora wykorzystującymi tech-
niki omawiane wcześniej w tym rozdziale są metody oparte na: adaptacyjnym filtrze wy-
cinającym notch filter[63], metodzie Prony’ego [131], metodzie matrix pencil [31], me-
todzie TLS-ESPRIT[10], metodzie MUSIC [76], algorytmie detekcji przejścia przez ze-
ro (zero-crossing)[140], pętli synchronizacji fazy PLL[84], filtrze Kalmana[182]. Przy-
kładem metody czasowo-częstotliwościowej estymacji parametrów fazora jest estymator
oparty na transformacji falkowej [8]. Głównym atutem analizy przy pomocy metod czaso-
wych jest stosunkowo łatwe uzyskanie dynamicznych parametrów fazora prądu i napięcia.
Przykładem popularnej klasy metod wykorzystujących dynamiczny model fazora są meto-
dy wykorzystujące ważoną metodę najmniejszych kwadratów w celu obliczenia wartości
współczynników rozwinięcia w szereg Taylora modelu fazora (TWLS, ang. Taylor We-
ighted Least Squares)[143]. Jednym z rozwinięć tej metody jest uzupełnienie o wstępną
estymację częstotliwości z wykorzystaniem algorytmu interpolacji widma DFT [16]. In-
nym przykładem jest wykorzystanie metody TWLS z metodą matrix pencil [162].

W ogólności metody czasowe cechują się wysokim kosztem obliczeniowym oraz mo-
gą wystąpić potancjalne problemy w znalezieniu adektwatnego modelu dla zachodzących
zmian w mierzonym sygnale. Część z tych metod wymaga także wskazania dokładnej war-
tości wstępnej do estymacji mierzonych parametrów. W pracy [49] przedstawiono porów-
nanie pomiędzy estymatorami czasowymi a częstotliwościowymi w zakresie dokładności
i czasu wykonania dla krótkich czasu pomiaru. Pokazano, że czas estymacji dla metod in-
terpolowanej DFT jest mniejszy o kilka rzędów wielkości niż dla porównywanych metod
podprzestrzeni. Jednocześnie metody częstotliwościowe mogą cechować się wystarczającą
dokładnością w kontekście pomiarów w systemie elektroenergetycznym. W [56] przedsta-
wiono porównanie metody zero-crossing z estymatorem interpolowanej DFT w kontekście
zakłóceń statycznych i dynamicznych występujących w rzeczywistym systemie. Z analizy
porównawczej wynika, że zastosowanie metody IpDFT jest konkurencyjne ze względu na
dokładność pomiaru, przy czym pozwala na uniknięcie konieczności użycia dodatkowej
filtracji wiążącej się z wprowadzeniem dodatkowego opóźnienia, której stosowanie jest
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konieczne w przypadku metody zero-crossing.
Metody częstotliwościowe są najczęściej stosowanymi metodami estymacji pomiaru

fazora, w szczególności metody wykorzystujące wartości prążków DFT[33], [141]. W
klasycznych pomiarach stosuje się okna pomiarowe o długości stanowiącej wielokrot-
ność okresu podstawowego sygnału[121]. Dokładność metody bezpośredniej jest jednak
ograniczona przez błędy wynikające z niespełnienia warunków próbkowania koherentne-
go oraz wpływu przecieku widma od składowych zakłócających. Metodą pozwalającą na
ograniczenie wpływu przecieku widma pochodzącego od innych składowych jest wyko-
rzystanie okien czasowych[176]. Z kolei inne ograniczenia wynikające z niekoherentnego
sposobu próbkowania mogą być skutecznie eliminowane z wykorzystaniem metod inter-
polowanej DFT. Stąd też, wraz ze zwiększającym się naciskiem na zmniejszenie kosztów
wytwarzania jednostek PMU, w ostatnich latach można zauważyć istotny wzrost zain-
teresowania użyciem metod interpolowanej DFT, które zachowują korzyści klasycznego
podejścia i jednocześnie ograniczają wpływ wspomnianych efektów na dokładność pomia-
ru. Przekłada się to na zwiększoną liczbę publikacji, a problem estymacji synchrofazora
stanowi jeden z ważniejszych obszarów, dla których przedstawiane są nowe propozycje
estymatorów [19], [20], [72], [77], [86], [95], [121], [151]. W [72], [151] przedstawio-
no iteracyjne estymatory oparte na interpolacji prążków DFT, które spełniają wymagania
stawiane przez standard IEEE C37.118.1[91] zarówno wobec klasy M oraz P.

Wadą metod częstotliwościowych, w tym opartych na wykorzystaniu prążków DFT,
jest to, że korzystają ze statycznego modelu fazora. W metodach interpolowanej DFT, to
ograniczenie może być w pewnym stopniu kompensowane poprzez skrócenie czasu pomia-
ru dla metod charakteryzujących się eliminacją błędu związanego z obecnością składowej
sprzężonej w estymacji[37], [72]. W niniejszej pracy autor przedstawia propozycję bezpo-
średnich metod interpolowanej DFT wykorzystujących obie wspomniane techniki: nakła-
dania okien czasowych cechujących się szerokim zakresem parametrów funkcji okna oraz
kompensacji wpływu bliskich składowych widmowych, co przekłada się na możliwość
skrócenia czasu trwania pomiaru.
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Rozdział 3

Metody interpolacji widma

3.1 Wprowadzenie do rozdziału
Przekształcenie DFT i algorytmy obliczania

Dyskretne przekształcenie Fouriera stanowi obecnie podstawowe narzędzie analizy często-
tliwościowej sygnałów i jest jednym z najszerzej wykorzystywanych operacji w systemach
cyfrowego przetwarzania sygnałów. Składa się na to szereg czynników. Przede wszystkim
wynika to bezpośrednio z własności samego przekształcenia, które oferuje możliwość es-
tymacji parametrów składowych częstotliwościowych badanego sygnału i charakteryzuje
się krótkim czasem wykonania. Współcześnie efektywność wykorzystania DFT opiera się
na ciągłym rozwoju szybkich algorytmów obliczania FFT [69][139], szerokim dostępie
do gotowych implementacji programowych zoptymalizowanych dla szeregu platform oraz
specjalistycznych rozwiązaniach sprzętowych takich jak procesory sygnałowe czy specja-
lizowane akceleratory [124]. Z tego względu DFT jest bardzo popularnym wyborem w
szerokiej gamie zastosowań, a jego użycie wsparte jest bardzo dobrze ugruntowaną wie-
dzą teoretyczną oraz aplikacyjną opisaną w literaturze specjalistycznej[135]. W ramach
tych opracowań zostały także przedstawione w sposób szczegółowy ograniczenia wynika-
jące z użycia DFT do estymacji parametrów sygnału.

Próbkowanie koherentne i niekoherentne sygnałów składających się z wielu oscylacji
oraz przeciek widma

Dyskretne przekształcenie Fouriera w swoich założeniach przyjmuje, że cała sekwencja
próbek sygnału dyskretnego, dla którego wykonywane są obliczenia, powtarza się w spo-
sób okresowy. Jeżeli w rzeczywistym systemie pomiarowym takie założenie jest spełnio-
ne, to każdy niezerowy prążek w otrzymanym widmie bezpośrednio reprezentuje parame-
try składowych harmonicznych zawartych w badanym sygnale (z dokładnością do błędów
pomiarowych i numerycznych). Taki sposób akwizycji sygnału nazywany jest próbko-
waniem koherentnym (rysunek 3.1). Jednakże opisywana sytuacja nie jest zbyt częsta i
w większości zastosowań nie można wstępnie ustalić częstotliwości badanego sygnału, a
więc najczęściej okno pomiarowe nie jest zsynchronizowane z mierzonym sygnałem, tj.
sygnał jest próbkowany niekoherentnie (rysunek 3.2). Pomimo tego, iż rejestrowany sy-
gnał zawiera wyłącznie pojedynczą oscylację, to w widmie pojawia się wiele niezerowych
prążków. Ten charakterystyczny efekt „rozmycia” energii pojedynczej oscylacji nazywany
jest przeciekiem widma (widmo na wykresie 3.2b). Z punktu widzenia osoby wykonującej
pomiar, przeciek widma można rozumieć dwojako:
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(a) sygnał xn (b) —DFT{xn}—

Rysunek 3.1. Demonstracja koherentnego sposobu próbkowania.

• pamiętając o założeniu okresowości sygnału w DFT, należy stwierdzić, że zareje-
strowany sygnał złożony jest z okresowo powtarzającego się wycinka sygnału orygi-
nalnego, który chwilowo znalazł się w obrębie okna pomiarowego (jego trzy okresy
zostały przedstawione na rysunku 3.2c). Dlatego jeśli nie zostaną poczynione żadne
wcześniejsze założenia co do sygnału, to uzasadnione wydaje się stwierdzenie, że
każdy niezerowy prążek DFT świadczy o obecności jednej oscylacji harmonicznej
w sygnale. Już na pierwszy rzut oka widać, że okresowy sygnał 3.2c złożony z kilku
zarejestrowanych wycinków sygnału z pewnością nie jest sygnałem sinusoidalnym
i musi być reprezentowany przez szereg sygnałów harmonicznych.

• Występowanie wielu niezerowych prążków DFT może także świadczyć o obecności
w sygnale mniejszej ilości oscylacji składowych i wynika z niespełnienia warunku
próbkowania koherentnego. Jeżeli znany jest kształt widma związany z pojedynczą
oscylacją, to możliwe powinno być wyznaczenie parametrów sygnału w dokładniej-
szy sposób niż przez wykorzystanie prążków znajdujących się w lokalnych maksi-
mach modułu DFT.

Estymacja parametrów składowych zawartych w widmie z wykorzystaniem pojedyn-
czych prążków DFT

Najprostszym sposobem wyznaczenia parametrów oscylacji zawartej w sygnale jest od-
czytanie modułu i fazy wartości zespolonej pojedynczego prążka. Wybór prążka wyko-
rzystywanego w estymacji polega na wyszukaniu lokalnego maksimum modułu widma.
Opisywana metoda jest nieparametryczną metodą estymacji parametrów, która bezpośred-
nio wynika z założeń przekształcenia DFT. Jednak w przypadku próbkowania niekohe-
rentnego, ze względu na dyskretny charakter widma, częstotliwość prążka używanego w
estymacji nie odpowiada dokładnie częstotliwości estymowanej składowej. Błąd związa-
ny z różnicą pomiędzy położeniem lokalnego maksimum widma ciągłego a położeniem
lokalnego maksimum modułu DFT nazywany jest efektem zafalowania (ang. picket-fence
effect). Dlatego wykorzystanie opisywanego podejścia powinno być uwarunkowane za-
pewnieniem warunków pomiaru, które są jak najbardziej zbliżone do warunku próbkowa-
nia koherentnego w celu minimalizacji błędów.
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(a) sygnał xn (b) —DFT{xn}—

(c) trzy sklejone okresy sygnału xn

Rysunek 3.2. Konsekwencje próbkowania niekoherentnego. Widmo DFT z rys. (b) rów-
nie dobrze można uzyskać z sygnału (a) jak i z (c) (pomijając prążki zerowe – ponieważ
sygnał (c) składa się z 3N próbek, w widmie pojawiają się dwie zerowe próbki na każdy
niezerowy prążek widoczny w (b)).

Występowanie wielu niezerowych prązków DFT może oznaczać obecność pojedyn-
czej składowej w sygnale

Jeżeli jednak przyjąć, że dyskretne próbki sygnału zawarte w oknie pomiarowym są jedy-
nie fragmentem dłuższej sekwencji badanego sygnału, a więc są uzyskane przy pomocy
„wycięcia” funkcją okna czasowego (rysunek 3.3a), to okazuje się, że dla pojedynczej
oscylacji, przeciek widma w domenie częstotliwościowej przybiera kształt odpowiednio
przesuniętej charakterystyki okna czasowego (rysunek 3.3b). Efekt przecieku widma jest
więc bezpośrednią konsekwencją skończonego czasu trwania okna pomiarowego, a wystę-
powanie „zer” w widmie DFT dla próbkowania koherentnego (rysunek 3.1b) spowodowa-
ne jest synchronizacją miejsc występowania wartości zerowych transformaty okna DtFT
z miejscami obliczanych prążków DFT. Z właściwości liniowości transformaty Fouriera
wynika także, że dla sygnału złożonego z wielu oscylacji (sygnał wieloczęstotliwościowy)
ciągłe widmo przybiera kształt złożony z sumy poprzesuwanych charakterystyk wykorzy-
stanego okna czasowego. Tym samym dokładne określenie parametrów sygnału złożone-
go z pojedynczej oscylacji sprowadza się do znalezienia wartości reprezentującej wartość
lokalnego maksimum ciągłej funkcji DtFT (rysunek 3.3b). W przypadku próbkowania ko-
herentnego, maksimum widma pokrywa się z jednym z prążków DFT. Jednak w przypad-
ku kiedy okno pomiarowe nie jest zsynchronizowane z badanym sygnałem, wyznaczenie
lokalnego maksimum modułu widma związane jest z kosztownymi obliczeniowo procedu-
rami wyszukiwania. Zagęszczenie punktów DtFT możliwe jest z wykorzystaniem techniki
uzupełnienia zerami [169], transformaty chirp-Z[6], [154] lub przez bezpośrednie oblicza-
nie wartości DtFT z definicji, z wykorzystaniem algorytmów wyszukiwania maksimum.
Przykładami takich algorytmów są metody zawężania siatki (ang. grid search)[108], me-
tody bisekcji lub metoda Newtona[184]. Zastosowanie wymienionych technik powoduje
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(a) sygnałWn · xn (b) —DFT{Wn ·xn}— oraz —DtFT{Wn ·xn}—

Rysunek 3.3. Efekt przecieku widma spowodowany skończonym czasem trwania pomiaru.
Rysunek b) przedstawia widmo ciągłe sygnału dyskretnego i próbkujące je prążki DFT.

znaczące zwiększenie nakładów obliczeniowych związanych z rozpatrywaną metodą, co
z kolei przekłada się na utratę głównego atutu wykorzystania przekształcenia DFT – krót-
kiego i dobrze określonego czasu wykonania dla zastosowań czasu rzeczywistego.

Problemy związane z występowaniem przecieku widma od innych składowych

Dodatkowo sprawę komplikuje przeciek widma pochodzący od innych komponentów czę-
stotliwościowych znajdujących się w sygnale, przez co położenie lokalnego maksimum
widma ciągłego DtFT może nie pokrywać się z rzeczywistą częstotliwością oscylacji. Ten
efekt zwykle niwelowany jest za pomocą zastosowania okien czasowych innych niż okno
prostokątne. Takie podejście sprawdza się jednak tylko dla kompensacji wpływu składo-
wych oddalonych (ang. long-range leakage), ale nie jest w stanie całkiem wyeliminować
wpływu składowych, które w domenie częstotliwości bezpośrednio sąsiadują z badaną
oscylacją (ang. short-range leakage), a której parametry są poddane estymacji[57]. W ni-
niejszej pracy przeciek określany jako short-range jest rozumiany zarówno jako przeciek
pochodzący od listka głównego oraz listków bocznych sąsiadujących oscylacji. Ograni-
czenie wpływu przecieku widma tego rodzaju wymaga wydłużenia czasu trwania okna
pomiarowego, wykluczając możliwość użycia metody dla pewnych zakresów zastosowań.
Do wymienianych problemów należy jeszcze dodać rosnące wartości potencjalnego błędu
wynikającego z niespełnienia warunku stacjonarności DFT w przypadku wydłużającego
się czasu pomiaru.

Metody interpolacji widma

Zwiększenie dokładności estymacji w przypadku użycia dyskretnoczasowej transforma-
cji Fouriera jest realizowane przez znalezienie położenia wartości widma bliżej lokalnego
maksimum i wyznaczenia za jej pomocą parametrów sygnału. Odmiennym podejściem
charakteryzują się metody interpolacji widma IpDFT, dla których wykorzystywana jest
informacja znajdująca się w dwóch lub więcej prążkach widma do wyznaczenia wartości
parametrów sygnału. Poprawa dokładności pomiaru w tym przypadku wynika z wykorzy-
stania wiedzy a priori o kształcie widma, przez co nie powoduje znaczącego wzrostu kosz-
tów obliczeniowych. Przykładem takiego założenia na temat analizowanych sygnałów jest
przypadek analizy sygnałów okresowych, które składają się wyłącznie ze składowych har-
monicznych. Jeśli zostanie wykorzystany algorytm interpolacji, który uwzględnia wpływ
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przecieku widma od sąsiadujących komponentów widmowych, to możliwe jest otrzymanie
dokładnego pomiaru bez znaczącego podniesienia złożoności obliczeniowej. Ostatecznie
zasadne wydaje się twierdzenie, że analiza widma przy pomocy algorytmów interpolacji
widma stanowi logiczne rozszerzenie analizy z pomocą samych prążków DFT i stanowi
narzędzie komplementarne w stosunku do samego przekształcenia zachowując przy tym
wszystkie jego zalety.

Niniejszy rozdział zawiera wprowadzenie definicji dotyczących dyskretnej transforma-
cji Fouriera oraz przegląd dostępnych metod interpolacji widma. Kolejność przedstawia-
nia metod jest związana ze sposobem uwzględniania przecieku widma w interpolacji: naj-
pierw opisywana jest grupa estymatorów wykorzystujących w modelu pojedynczą oscyla-
cję zespoloną, następnie estymatory częstotliwości rzeczywistego sygnału sinusoidalnego
i kończąc na estymacji sygnałów zakłóconych składowymi harmonicznymi i interharmo-
nicznymi. Przedstawiony przegląd metod interpolacji widma ma na celu opisanie technik
stosowanych w metodach IpDFT, co pozwala na porównanie ich właściwości z podejściem
wykorzystywanym w metodach zaproponowanych dalej w niniejszej rozprawie.

3.2 Sygnał wieloczęstotliwościowy i jego widmo

3.2.1 Model sygnału wieloczęstotliwościowego
Dyskretnoczasowy model sygnału wieloczęstotliwościowego, składający się z N próbek i
nałożonym oknem czasowym w(n), jest zdefiniowany jako:

x(n) = w(n)
H∑
h=1

Ah sin (2πλhn/N + ϕh) , dla n = 0, ..., N − 1 (3.1)

gdzie parametry: amplituda, faza i częstotliwość składowych oscylacji rzeczywistych re-
prezentowane są kolejno przez symbole Ah, ϕh i λh dla składowej oznaczonej indeksem
h. Powyższą sekwencję N próbek sygnału dyskretnego można otrzymać z sygnału ana-
logowego poprzez równomierne próbkowanie z częstotliwością próbkowania fs = 1

T
,

gdzie T oznacza okres próbkowania. Częstotliwość unormowana λ jest zdefiniowana jako
λ = fNT , gdzie f oznacza częstotliwość wyrażoną w Hz. Częstotliwość λh wyraża licz-
bę okresów składowej h znajdujących się w oknie o długości NT . Wykorzystując wzór
Eulera, powyższy model można przedstawić za pomocą oscylacji zespolonych:

x(n) = w(n)
H∑
h=1

[
Ah
2j
e(j2πλhn/N+jϕh) − Ah

2j
e(−j2πλhn/N−jϕh)

]
, dla n = 0, ..., N − 1

(3.2)
Powyższy model może być także przedstawiony z wykorzystaniem oscylacji zespolonych:

x(n) = w(n)
L∑
l=1

Ble
(j2πλln/N), dla n = 0, ..., N − 1 (3.3)

dla L składowych z parametrami Bl i λl, gdzie amplituda Bl jest wartością zespoloną.
Dla sygnału składającego się wyłącznie z próbek o wartościach rzeczywistych i założeniu
L = 2H , wartości zespolonej amplitudyBl są parami sprzężone, a model przyjmuje formę
z równania (3.2).
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3.2.2 Dyskretna transformacja Fouriera
Dyskretna transformacja Fouriera definiowana jest następująco:

Xk =
N−1∑
n=0

x(n)e−j2πkn/N (3.4)

Operacją odwrotną do DFT jest odwrotna transformata Fouriera (IDFT, ang. inverse DFT ):

x(n) =
1
N

N−1∑
k=0

xne
j2πkn/N (3.5)

3.2.3 Dyskretnoczasowa transformacja Fouriera
Ciągłą funkcję X(λ) reprezentującą widmo sygnału x(n) i otrzymaną w wyniku zastoso-
wania dyskretnoczasowej transformacji Fouriera (DtFT, ang. Discrete-time Fourier Trans-
form) definiuje się jako:

X(λ) =
N−1∑
n=0

x(n)ej2πλn/N (3.6)

Dyskretne wartości DFT uzyskane z równania (3.4) są rozłożone równomiernie w ciągłym
widmie DtFT X(λ).

3.2.4 Widmo sygnału wieloczęstotliwościowego
Widmo sygnału modelowanego wzorem (3.2) przybiera następującą postać:

X(λ) =
H∑
h=1

[
Ah
2j
ejϕhW (λ− λh)−

Ah
2j
e−jϕhW (λ+ λh)

]
(3.7)

lub dla wersji z oscylacjami zespolonymi

X(λ) =
L∑
l=1

BlW (λ− λl) (3.8)

a więc składa się z sumy przesuniętych o częstotliwość λl charakterystyk okna W (λ) i
skalowanych przez amplitudę zespoloną Bl.

Dyskretyzacja widma X(λ) do postaci uzyskiwanej przy pomocy DFT wprowadza
niejednoznaczność w kwestii interpretacji wartości prążków uzyskanego widma Xk. Je-
śli sygnał dyskretny x(n) jest okresowy, każdy niezerowy prążek Xk reprezentuje jedną
oscylację zespoloną. Jest to przypadek, dla którego wartości częstotliwości unormowanej
λh przyjmują wartości całkowite (całkowita liczba okresów w oknie pomiarowym). Jeśli
jednak sekwencja próbek x(n) została uzyskana z użyciem okna czasowego w(n) przez
próbkowanie niekoherentne, to wówczas występuje zjawisko przecieku widma, a uzyskane
widmo DFTXk będzie przybierało wartości określone przez charakterystykę częstotliwo-
ściową okna W (λ). Jest to sytuacja, w której przynajmniej jedna z wartości λh nie jest
całkowita. Dyskretna postać widma sygnału wieloczęstotliwościowego X(λ) przyjmuje
następującą postać (dla wariantu modelu (3.7)):

Xk =
H∑
h=1

[
X

(λh)
k +X

(−λh)
k

]
=

H∑
h=1

[
Ah
2j
ejϕhW (k − λh)−

Ah
2j
e−jϕhW (k + λh)

]
(3.9)
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oraz dla wariantu modelu z równania (3.8):

Xk =
L∑
l=1

X
(λl)
k =

L∑
l=1

BlW (k − λl) (3.10)

gdzie za pomocą symbolu X(λl)
k oznaczono częściowy składnik wartości prążka Xk po-

chodzący od pojedynczej składowej widmowej o częstotliwości λl.

3.3 Redukcja efektu przecieku widma za pomocą okien
czasowych

Zjawisko przecieku widma jest ograniczone przez zastosowanie innego okna czasowe-
go niż okno prostokątne. Dzięki temu można otrzymać zwiększenie nachylenia opadania
listków bocznych i zmniejszenia ich poziomu w charakterystyce widmowej okna. Należy
pamiętać, że jest to związane z poszerzeniem listka głównego charakterystyki częstotli-
wościowej okna.

3.3.1 Okno prostokątne
Okno prostokątne przyjmuje wartości 1 w całym swoim zakresie:

w(n) = 1, dla n = 0,...,N − 1 (3.11)

Dyskretna charakterystyka częstotliwościowa okna prostokątnego przyjmuje postać[42]:

Wr(λ) =
1− e−j2πλ

1− e−j2πλ/N
= e−jπλ(N−1)/N sin(πλ)

sin(πλ/N)
(3.12)

3.3.2 Okna z bazą kosinusową
Okna z bazą kosinusową definiowane są jako suma funkcji kosinus o częstotliwościach
będącymi wielokrotnością częstotliwości związanej z czasem trwania okna pomiarowego:

wn =
H−1∑
h=0

(−1)hah cos
(

2πnh
N

)
, n = 0, . . . ,N − 1 (3.13)

gdzie współczynniki ah określają własności okna, w szczególności postać charakterystyki
częstotliwościowej W (λ).

Okno Hanninga

Szczególną popularnością w zastosowaniach analizy częstotliwościowej sygnału z wyko-
rzystaniem DFT cieszy się okno Hanninga, które jest definiowane jako:

wn = 0.5− 0.5 cos
(2πn
N

)
, n = 0, . . . ,N − 1 (3.14)

Wykorzystując zależności zdefiniowane dla okna prostokątnego można łatwo pokazać, że
widmo okna Hanninga przyjmuje wartości:

W (λ) =
1
2
Wr(λ)− 1

4
[Wr(λ− 1) +Wr(λ+ 1)] (3.15)
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Okna I klasy Rife’a-Vincenta

Okna I klasy Rife’a-Vincenta po raz pierwszy zostały opisane przez autorów w [149]. Ce-
chują się maksymalnym asymptotycznym tłumieniem listków bocznych (nachylenie opa-
dania dla warunku λ� 1) i z tego powodu w literaturze nazywane są także oknami MSD
(ang. maximum side-lobes decay)[11]. W tym celu Rife i Vincent zdefiniowali wartości
współczynników ah dla okien o podstawie kosinusowej jako:

ah = 2a0

H−1∏
k=0

H − h+ k

H + k
(3.16)

gdzie współczynnik a0 = 1. Postać czasowa tak zdefiniowanych okien nie spełnia jednak
warunku normalizacji dla środkowej wartości okna, tzn. maxnwn = 1. Proces normali-
zacji tych okien opisany jest w [11] i [36]. Docelowo wartości współczynników można
obliczyć za pomocą wyrażeń:

a0 =
CH−1

2H−2

22H−2
, ah =

CH−h−1
2H−2

22H−3
, h = 1, . . . ,H − 1 (3.17)

gdzie symbol Cp
m reprezentuje współczynnik dwumianowy Newtona:

Cp
m =

(
m

p

)
=

m!
p!(m− p)!

(3.18)

Warto zauważyć, że dla wartości parametru H = 1 otrzymuje się okno prostokątne (a0 =
1), a dla wartości parametruH = 2 okno Hanninga (a0 = 0.5, a1 = 0.5, równanie (3.14)).

Funkcja aproksymująca, dla założenia H > 1 i λ� N , przyjmuje postać[12]:

WH(λ) =

N(2H − 2)!
π · 22H−2 e−jπλ sin (πλ)

λ
H−1∏
h=1

(
h2 − λ

) (3.19)

Podobnie jak dla postaci czasowej, warto zauważyć, że powyższa zależność dla wartości
parametru H = 1 (okno prostokątne) zamienia się w uproszczoną wersję (λ� N ) relacji
z (3.12), a dla wartości parametruH = 2 (okno Hanninga) uproszczoną wersję zależności
(3.15)).

Okna GMSD: uogólnione okna MSD

Okna MSD są popularnym wyborem dla zastosowania w metodach interpolacji widma ze
względu na to, że oferują wygodną postać aproksymacji widma dla pojedynczej oscylacji
zespolonej (równanie (3.19)). W [72],[37], wprowadzane estymatory wykorzystują okna
czasowe postaci sinp, które dla parzystych wartości parametru okna p są równoważne z
oknami MSD. Pełna postać czasowa tych okien przedstawia się w następujący sposób:

w(n) = sinp
(
nπ

N

)
(3.20)

gdzie p jest nieujemną liczbą całkowitą i stanowi parametr dla okna. W [37] pokazano, że
rodzina takich okien zachowuje własność maksymalnego opadania listków bocznych cha-
rakteryzującą okna MSD. Stąd wprowadzane okna nazywane są również jako uogólnione
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okna maksymalnego opadania listków bocznych (GMSD, ang. generalized maximum si-
delobe decay windows) ze względu na rozszerzenie zbioru możliwych wartości parametru
okna. Funkcja aproksymująca charakterystykę widmową tej rodziny okien może zostać
przedstawiona jako[37]:

Wp(λ) =

N · p!
π · 2p

e−jπλ sin
(
πλ+ z

π

2

)
(−1)r+z

r∏
h=−(r+z)

(
λ+ h+

z

2

) (3.21)

gdzie parametry z oraz r są zdefiniowane przy pomocy parametru p jako p = 2r+ z oraz
r = bp/2c [37].

Wpływ użycia okna innego niż prostokątne na wariancję estymatora

Zastosowanie okna czasowego innego niż prostokątne powoduje wzmocnienie szumu obec-
nego w sygnale ze względu na poszerzenie listka głównego charakterystyki częstotliwo-
ściowej okna, a więc skutkuje w pogorszeniu się stosunku sygnał/szum (współczynnik
SNR) uzyskanego widma. Widmo dla danego okna czasowego w(n) charakteryzuje się
stratą stosunku sygnał-szum o wartości[60]:

SNRloss = 10 log10

(
(
∑N−1
n=0 w(n))2

N
∑N−1
n=0 w

2(n)

)
dB (3.22)

Współczynnik ENBW (ang. Equivalent Noise Band Width) definiuje szerokość pasma wy-
rażonego w jednostkach częstotliwości unormowanej (bin) teoretycznego filtru idealnego,
który filtruje taką samą ilość energii jak rozważane okno czasowe. Jest on wyrażony dla
wartości okna czasowego w(n) jako[42]:

ENBW = N

(
N−1∑
n=0

w2
n

)
(
N−1∑
n=0

wn

)2 (3.23)

3.4 Interpolacja widma DFT

3.4.1 Metody interpolacji widma
Celem metod interpolacji widma jest otrzymanie estymat wartości parametrów sygnału
wieloczęstotliwościowego przez wykorzystanie wartości prążków DFT (lub wartości uzy-
skanych z widma ciągłego DtFT). Niniejsza praca skupia się wyłącznie na temacie es-
tymacji częstotliwości i w dalszych rozważaniach najczęściej pomijane jest zagadnienie
estymacji wartości amplitudy i fazy składowych sygnału wieloczęstotliwościowego. War-
to jednak nadmienić, że estymatory amplitudy i fazy związane z metodami interpolacji
widma zwykle wymagają użycia estymatora częstotliwości do wyznaczenia pozostałych
parametrów.
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3.4.2 Metoda uzupełniania zerami
Metoda uzupełniania zerami (ang. zero padding) stanowi nieparametryczną metodę inter-
polacji widma. Umożliwia uzyskanie zagęszczonego próbkowania ciągłego widma DtFT
przez dodanie próbek zerowych do badanego sygnału czasowego i wykorzystanie proce-
dury obliczania DFT. Uzyskane w ten sposób prążki charakteryzują się zwiększoną roz-
dzielczością częstotliwościową w stosunku N+M

N
, gdzie M oznacza liczbę dodanych zer.

Zastosowanie interpolacji przez dodanie próbek zerowych pozwala na dokładniejsze usta-
lenie lokalnego widma DtFT, ale nie wpływa na postać przecieku widma pochodzącego
od innych składowych widmowych.

3.4.3 Interpolacja funkcjami uniwersalnymi
Jednym z prostszych podejść wykorzystywanym do interpolowania wartości lokalnego
maksimum DtFT jest użycie aproksymacji funkcją kwadratową dla trzech sąsiadujących
ze sobą wartości DFT[1]. Zwiększenie stopnia wielomianu, wraz ze zwiększeniem liczby
używanych prążków, pozwala na uzyskanie analogicznych formuł – co jednak nie przynosi
znaczącej poprawy dokładności otrzymanego estymatora[42].

3.4.4 Metoda najmniejszych kwadratów w interpolacji widma DFT
Zagadnienie interpolacji widma DFT realizowane z wykorzystaniem metody najmniej-
szych kwadratów oraz konkretne propozycje procedur interpolacyjnych zostały przedsta-
wione np. w [128], [175]. Metoda przedstawiona przez Morelliego i in. w [128] wyko-
rzystuje metodę ważonych najmniejszych kwadratów WLS do uzyskania nieiteracyjnej
metody wykorzystującej estymator L punktowy:

λ̂0 =
N

2π
arg


∑
k∈L

ck

yHLCXL − yHLCuLuHLCXL

 (3.24)

gdzie macierz C = diag{cx(l)}, l ∈ L, a kolejne wartości wektorów kolumnowych
yL i uL są zdefiniowane za pomocą rosnących liczb całkowitych ze zbioru L: yL(l) =
e−j2π(k+l)/NXk+l i uL(l) = 1. W praktyce estymator korzysta z trzech lub pięciu punk-
tów, dla których optymalne wagi są wyznaczone przez autorów za pomocą optymalizacji
offline funkcji określającej wartość MSE i wynoszą:

c3 = [0,6969; 1; 0,6969], c5 = [0,6338; 0.1347; 1; 0,6338; 0,1347] (3.25)

Metoda okazuje się dawać lepsze rezultaty od nieiteracyjnych estymatorów wykorzystu-
jących okno prostokątne, prezentowanych dalej w niniejszym rozdziale: Candana [59],
Orgunera [136], Quinna [145] i Macleoda [122] dla przypadku pojedynczej oscylacji ze-
spolonej zawartej w sygnale. Jednocześnie osiąga podobne rezultaty jak estymatory itera-
cyjne Serbesa [158] czy w przypadku estymatora AM [3].

3.4.5 Metoda liniowej interpolacji LIDFT
Innym przykładem interpolacji, która nie wykorzystuje bezpośredniej formuły interpola-
cyjnej, jest metoda liniowej interpolacji DFT (LIDFT) [39]–[44], [54]. Zakłada ona wyko-
rzystanie aproksymacji widma zastosowanego okna czasowego za pomocą funkcji linio-
wych na przedziałach λ ∈ [k, k + 1] dla widma DFT, lub w rozwinięciu metody, w przy-
padku użycia techniki uzupełniania zerami, w zagęszczonych przedziałach λ ∈ 1

R
[k, k+1],
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gdzie R oznacza krotność uzupełniania zerami. Uzyskane współczynniki funkcji liniowej
dla danego zakresu f(λ) = akλ + bk pozwalają zamodelować wartość prążka DFT uży-
wanego do interpolacji jako sumę przecieku widma pochodzącego od składowych sygnału
wieloczęstotliwościowego poprzez odpowiednie przesunięcie w częstotliwości i przeska-
lowanie za pomocą wartości amplitud tych składowych:

Xk =
H∑
h=1

Ahf(λ− λh) (3.26)

Ustalenie wartości parametrów funkcji liniowej dla konkretnego okna wymaga wstępnej
identyfikacji składowych, w taki sam sposób jak dla innych metod interpolacji widma, a
więc przez znalezienie maksimów lokalnych widma DFT. Dysponując wartościami DFT
i ustalonymi parametrami estymacji, możliwe jest wyznaczenie parametrów amplitud Ah
oraz poprawek częstotliwości λh wykrytych oscylacji poprzez rozwiązanie układu równań
liniowych ze względu na wspomniane parametry składowych. Metoda pozwala modelo-
wać wpływ przecieku widma od wielu składowych widmowych bez rozwiązywania nie-
liniowych zależności, jednak wymaga rozwiązania liniowego równania macierzowego o
rzędzie zależnym od liczby estymowanych parametrów.

3.4.6 Metody IpDFT z bezpośrednią formułą interpolacyjną
Metody z bezpośrednią formułą interpolacyjną wykorzystujące kształt charaktery-
styki częstotliwościowej okna czasowego

Pozostała część niniejszej pracy skupia się na metodach interpolacji widma IpDFT, któ-
re przedstawiają algebraiczną formułę interpolacyjną, i które wykorzystują informację o
kształcie charakterystyki częstotliwościowej okna czasowego. W stosunku do metod tego
rodzaju używane jest w niniejszej rozprawie także określenie: metody z bezpośrednią for-
mułą interpolacyjną. Najczęściej tego rodzaju metody wykorzystują formuły algebraiczne,
które w ogólności przyjmują postać ilorazu wyrażeń zawierających znane parametry oraz
prążki DFT.

Równania opisujące relacje zachodzące między kolejnymi punktami DFT służą ja-
ko punkt wyjściowy dla wyprowadzenia końcowych formuł interpolacyjnych omawianych
metod. W ogólności takie wyrażenia są zależnościami nieliniowymi ze względu na para-
metr częstotliwości, przez co znalezienie analitycznego rozwiązania jest trudne. Często
w metodach IpDFT wykorzystuje się pewne formy aproksymacji dla takich zależności.
Dzięki temu końcowa formuła interpolacyjna może przyjąć prostą formę algebraiczną,
która charakteryzuje się niską złożonością obliczeniową, oferując jednocześnie dobrą do-
kładność estymacji.

Estymatory nieobciążone IpDFT z niską wariancją

Obecnie dostępnych jest wiele estymatorów nieobciążonych IpDFT, które wykorzystu-
ją model z pojedynczą oscylacją zespoloną. Dlatego podstawowym kierunkiem rozwoju
takich metod jest poprawa odporności estymacji na szum, a efektywność metody deter-
minowana jest przez uzyskaną wariancję estymatora, najczęściej wyrażoną w stosunku
do wariancji estymatora idealnego, określoną przez ograniczenie Craméra-Rao (równanie
(2.2)). Większość takich metod wykorzystuje wyłącznie okno prostokątne, ze względu na
najmniejszą wartość współczynnika ENBW (3.23).
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Estymatory z redukcją obciążenia wynikającego z obecności w sygnale składowych
zakłócających

Opisywane wyżej podejście ma swoje uzasadnienie w pewnej grupie zastosowań, w szcze-
gólności tam gdzie estymowana jest częstotliwość mocno zaszumionej oscylacji, a długość
pomiaru gwarantuje, że wiele okresów sygnału znajdzie się oknie pomiarowym. Pośred-
nio dokonywane jest też założenie, że w badanym sygnale nie ma znaczących zakłóceń
deterministycznych, tj. nie występują bliskie, niezsynchronizowane składowe, które po-
wodują znaczący wzrost obciążenia estymatora. Zasadniczo takie założenia nie obowią-
zują w znacznej części potencjalnych zastosowań. Stąd też alternatywnym nurtem roz-
woju metod interpolacji widma są metody zakładające przyjęcie kompromisu pomiędzy
odpornością na zakłócenia losowe a odpornością na występowanie innych składowych w
sygnale. Zwykle uzyskuje się to na drodze nałożenia okien czasowych, które pozwala-
ją na redukcję wpływu składowych oddalonych na dokładność estymacji. Przykładem są
metody wyprowadzone dla okien z bazą kosinusową [65], okien sinp [79], okien I klasy
Rife’a-Vincenta [13] lub okien z poszerzonym listkiem głównym za pomocą operacji splo-
tu [95][174]. Kolejnym sposobem uodpornienia estymatora na tego rodzaju zakłócenia jest
uwzględnienie wpływu innych składowych częstotliwościowych w procesie uzyskiwania
formuł interpolacyjnych, ze względu na użyty model przecieku widma[36]. Nowsze pra-
ce wprowadzają zmodyfikowane formuły interpolacyjne, gdzie obciążenie wprowadzone
przez aproksymację jest redukowane przez wprowadzenie poprawionych wersji estyma-
torów zachowujących nieliniowe zależności[115]. Wprowadzane są nowe estymatory z
formułami jednokrokowymi, ale także przedstawiane są propozycje poprawienia efektyw-
ności estymacji z wykorzystaniem technik iteracyjnych lub uzupełnienia estymacji o do-
datkowe etapy. Przykładowo, po wstępnej interpolacji za pomocą klasycznego podejścia
IpDFT i wyznaczeniu parametrów sygnału, dodawany jest kolejny krok interpolacji wy-
korzystujący dodatkowe wartości DtFT [117], integracji metody ważonej najmniejszych
kwadratów [128] lub przez dodatkową interpolację parabolą [75][74].

W kolejnych rozdziałach przedstawiony został opis wybranych metod interpolacji wid-
ma dla obu wymienionych wyżej klas.

3.5 Metody IpDFT służące do estymacji częstotliwości sy-
gnału złożonego z pojedynczej składowej zespolonej

3.5.1 Widmo sygnału złożonego z pojedynczej oscylacji zespolonej
W niniejszym podrozdziale rozpatrywany jest sygnał x(n), który składa się z pojedynczej
oscylacji zespolonej o amplitudzie zespolonej B0 i częstotliwości unormowanej λ0 wraz
z nałożonym oknem czasowym w(n) i jest definiowany zgodnie z modelem (3.2) jako:

x(n) = w(n)B0e
j2πλ0 nN (3.27)

W literaturze używane są także określenia: zespolony sygnał harmoniczny lub sinusoida
zespolona (ang. complex sinusoid), w odróżnieniu do sygnału sinusoidalnego, przyjmują-
cego wartości rzeczywiste.

Uzyskane z sygnału x(n) widmo DFT odpowiada jednemu składnikowi widma (3.8)
z częstotliwością podstawową λh = +λ0:

Xk = X
(+1λ0)
k = A0e

jϕ0W (λ− λ0) (3.28)
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3.5.2 Estymatory dwupunktowe
Klasyczne metody IpDFT

Dokładne rozwiązanie analityczne dla estymacji dwupunktowej zostało opublikowane w
[148] dla przypadku okna prostokątnego:

λ =
N

2π
arccos

Z2 cos(2π(k ± 1)/N)− Z1 cos(2πk/N)
Z2 − Z2

(3.29)

gdzie:

Z1 = Im{Xk}
Kopt − cos(2πk/N)

sin(2πk/N)
+ Re{Xk} (3.30)

Z2 = Im{Xk±1}
Kopt − cos(2π(k ± 1)/N)

sin(2π(k ± 1)/N)
+ Re{Xk±1} (3.31)

Kopt =
sin(2πk/N)Im{Xk±1 −Xk}+ cos(2πk/N)Re{Xk±1 −Xk}

Re{Xk±1 −Xk}
(3.32)

Złożoność powyższej formuły uzyskanej dla modelu zespolonej oscylacji i dwóch zespolo-
nych wartości prążków oznacza, że dokładne rozwiązania dla bardziej skomplikowanych
przypadków (inne okna czasowe, większa liczba używanych prążków, bardziej złożony
model sygnału) będą trudniejsze do wyprowadzenia i potencjalnie na tyle złożone, że sta-
ną się trudne to wdrożenia w praktycznym systemie. Dlatego większość opisywanych dalej
metod wykorzystuje jakąś formę przybliżeń we wprowadzanych zależnościach. Sama me-
toda (równanie (3.29)) daje lepsze rezultaty w przypadku niskich wartości SNR i braku
innych zakłóceń, w porównaniu do metod wykorzystujących aproksymację[5], [157].

Rozwiązanie analityczne, w formie ze skróconym zapisem, pojawiło się w pracy Ber-
tocco i in. [32], [115]:

δk =
N

2π
arg

{
Xk −Xk±1

Xk − e±(−j2π/N)Xk±1

}
(3.33)

gdzie δk oznacza poprawkę względem prążka Xk, gdzie λ = k + δk.
Metody IpDFT w większości wykorzystują pewne przybliżenia i aproksymacje do opi-

su charakterystyki częstotliwościowej okna, co umożliwia uzyskanie prostszej formy es-
tymatora i pozwala na wykorzystanie innych okien czasowych niż okno prostokątne. Jed-
nym z wcześniejszych podejść do uzyskania estymatora tego rodzaju jest klasyczna metoda
zaproponowana przez Rife’a i Vincenta[149] wykorzystująca okna MSD. Metoda wyko-
rzystuje współczynnik złożony z dwóch maksymalnych wartości widma amplitudowego
DFT:

αk =
|Xk±1|
|Xk|

(3.34)

Wykorzystując wartość współczynnika αk, estymator wyznacza wartość przesunięcia δk:

δk =
Hαk − (H − 1)

αk + 1
(3.35)

gdzie parametr okna H to współczynnik definiowany wcześniej w (3.19). Z powyższego
równania wynikają estymatory dla okna prostokątnego (H = 1)[94]:

δk =
αk

αk + 1
(3.36)
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oraz okna Hanninga (H = 2)[87]:

δk =
2αk − 1
αk + 1

(3.37)

Estymator (3.35) jest dalej używany i rozwijany, np. przez Offeliego i in. [132]–[134] czy
przez Belegę i in. [13], [15], [19], który z kolei posługuje się nazwą IpDFTc (ang. classic
IpDFT )[23].

Wybór prążka Xk±1 dla dwupunktowej estymacji w interpolatorach przedstawionych
powyżej zależy od wartości znaku przesunięcia częstotliwości δk:

Xk±1 =

Xk+1, gdy |Xk+1| > |Xk−1|
Xk−1, gdy |Xk+1| < |Xk−1|

(3.38)

Z metodami interpolacji widma, które wymagają podobnego wyboru, wiąże się możliwość
wprowadzenia nowego źródła błędu do estymacji, który jest związany ze złym wyborem
kierunku interpolacji. Dotyczy to jednak wyłącznie estymatorów wykorzystujących war-
tości modułu widma. Taka sytuacja zachodzi, gdy estymowana częstotliwość jest bliska
spełnienia warunku próbkowania koherentnego δk ≈ 0 bin, a w sygnale występują zakłó-
cenia losowe.

Wykorzystanie wartości zespolonych

Analogiczne jak dla przypadku estymatorów (3.36) i (3.37), opracowane zostały także
metody wykorzystujące wartości zespolone w celu konstrukcji współczynników wyko-
rzystywanych w estymatorach. Yang i in. w [179] stosują zespolony współczynnik:

αk =
Xk±1

Xk

(3.39)

który pozwala uzyskać estymator dla przypadku okna prostokątnego:

δk = − αk
1− αk

(3.40)

Wcześniej Quinn w pracach [144], [145] wprowadza powyższy estymator wraz z kry-
terium doboru prążka Xk (prążek przed k − 1 lub k + 1 względem maksimum widma
amplitudowego) dla operatora Re{·}, w formie:

δq1 =
Re
{
Xk−1
Xk

}
1− Re

{
Xk−1
Xk

} (3.41)

oraz

δq2 =
Re
{
Xk+1
Xk

}
Re
{
Xk+1
Xk

}
− 1

(3.42)

gdzie warunek wyboru to δk = δq1, jeśli oba estymatory przyjmują wartości większe
od zera lub δk = δq2 w przeciwnym przypadku. Wersja tego estymatora z dokładnym
rozwiązaniem przedstawia się jako[115]:

δqx =
N

π
tg-1

{
tg
(
π

N

)
δqx

}
(3.43)
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gdzie x ∈ {1,2} oznacza numer metody. Aboutanios pokazuje w [2] związek powyższe-
go estymatora z dokładnym rozwiązaniem otrzymanym przez Bertocco [32] za pomocą
linearyzacji funkcji tg(x), tg-1(x) i sin−1(x).

Li i Chen w [112] przedstawiają wersję powyższych estymatorów dla przypadku za-
stosowania okna Hanninga i wartości zespolonych bez wyboru kierunku:

δk = −2αk + 1
1− αk

(3.44)

W niniejszej rozprawie został przedstawiony wariant tego estymatora dla przypadku okien
GMSD:

δk =
(p+ 1)Xk+1

∆1Xk

+
p

2
(3.45)

będący tematem analizy w dalszych rozdziałach.

Wykorzystanie dodatkowych wartości DtFT i metody iteracyjne

Dla pewnej klasy estymatorów z bezpośrednią formułą interpolacyjną można otrzymać re-
dukcję wariancji i obciążenia przy pomocy zastosowania procedury iteracyjnej związanej
z wykorzystaniem dodatkowych wartości DtFT. Estymator przedstawiony przez Abouta-
niosa i Mulgrewa (znany w literaturze jako estymator AM) wykorzystuje dwie wartości
DtFT oddalone symetrycznie o 0.5 bin od prążka z lokalnym maksimum modułu [3]. Au-
torzy pokazują, że algorytm jest zbieżny już po dwóch iteracjach, a więc złożoność obli-
czeniowa algorytmu zwiększa się o 2 · 2N operacji zespolonego mnożenia i 2 · 2(N − 1)
operacji zespolonego dodawania. Podstawą algorytmu iteracyjnego jest bezpośrednia for-
muła interpolacyjna: w wersji z wartościami zespolonymi:

δi = δi−1 + ∆δi = δi−1 +
1
2

Re
{
Xk+δ+0.5 +Xk+δ−0.5

Xk+δ+0.5 −Xk+δ−0.5

}
(3.46)

oraz w wersji z wartościami widma amplitudowego:

δi = δi−1 + ∆δi = δi−1 + Re
{
|Xk+δ+0.5| − |Xk+δ−0.5|
|Xk+δ+0.5|+ |Xk+δ−0.5|

}
(3.47)

Analizując estymator można zauważyć, że im dokładniej znana jest wartość δi, tym war-
tość poprawki ∆δi staje się mniejsza, a wartość |Xk+δ+0.5| − |Xk+δ−0.5| dąży do zera. Na
tej podstawie autorzy przedstawiają procedurę iteracyjną, mającą na celu poprawę dokład-
ności estymacji częstotliwości. Wariancja estymatora osiąga wartość większą o zaledwie
1.47% względem ograniczenia Craméra-Rao, w przypadku asymptotycznym dla N � 1.
Autorzy pracy wykazują, że przedstawiona procedura iteracyjna jest zbieżna dla przypad-
ku modelu złożonego z pojedynczej składowej zespolonej i szumu. Autorzy dodatkowo
przedstawiają wariant wieloetapowy dla tej metody poprzez dodanie współczynnika kom-
pensacji błędu systematycznego estymatora [2].

Minhas i Aboutanios w pracy [126] proponują modyfikację estymatora AM redukującą
złożoność obliczeniową metody poprzez wykorzystanie estymatora Quinna [144] przy ite-
racji inicjującej. W [118] zaproponowano wariant tego estymatora dla przesunięć punktów
DtFT o q ± 1

2 , gdzie q jest wartością stałą. Metoda pozwala na uzyskanie lepszych wyni-
ków dla nieiteracyjnego wykorzystania estymatora AM. W [24] Belega i in. przedstawiają
wersję algorytmu AM dla okien z bazą kosinusową.
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Uogólnienie metody z estymatorem AM przedstawia Serbes w [158]. Estymator (3.50)
jest rozszerzony o możliwość użycia punktów DtFT dla q ∈ [−0.5,0.5] gdzie:

δi = δi−1 + ∆δi = δi−1 +
1
c(q)

Re
{
Xk+δ+q +Xk+δ−q

Xk+δ+q −Xk+δ−q

}
(3.48)

oraz
c(q) =

1− πqcot(πq)
q cos2(πq)

(3.49)

Autor pokazuje, że użycie mniejszych wartości q niż 0.5 umożliwia otrzymanie lepszych
rezultatów kosztem zwiększenia liczby iteracji do osiągnięcia asymptotycznej zbieżności
z CRLB. Stąd też autor wprowadził modyfikację powyższego podejścia poprzez zmianę
formuły dla pierwszej iteracji wykorzystując estymator z kompensacją obciążenia przez
korekcję fazy współczynników DFT, zaproponowanej przez Liao i Lo [114]. Przedstawio-
na metoda hybrydowa pozwala na zmniejszenia liczby iteracji i złożoności obliczeniowej
do poziomu odpowiadającej oryginalnemu estymatorowi AM. Liao i Lo przedstawiają w
[115] analityczne rozwiązanie bez obciążenia:

∆δi =
N

π
sin−1

{
sin

(
π

N

)
Re
{
Xk+δ+0.5 +Xk+δ−0.5

Xk+δ+0.5 −Xk+δ−0.5

}}
(3.50)

oraz w wersji z wartościami widma amplitudowego:

∆δi =
N

2π
tg-1

{
tg
(
π

2N

)
Re
{
|Xk+δ+0.5| − |Xk+δ−0.5|
|Xk+δ+0.5|+ |Xk+δ−0.5|

}}
(3.51)

Nieiteracyjna wersja estymatora AM

Metoda NIA (ang. Noniterative and Accurate) jest metodą nieiteracyjną wykorzystującą
estymator obciążony[66], w której zamiast procedury iteracyjnej zastosowanej w metodzie
estymatora AM, użyta jest dodatkowa zależność eliminującą obciążenie tego estymatora.
Metoda charakteryzuje się wariancją zbliżoną do metod z iteracjami[3] (estymator AM)
i [126]. Praca wprowadza algorytm interpolacji funkcją sinc (dla fazy estymacji precy-
zyjnej) z użyciem dwóch punktów DtFT oddalonych symetrycznie o odległość ±0.5 bin
od wartości estymacji wstępnej. Interpolacja opiera się na wykorzystaniu estymatora AM
(tutaj oznaczonego jako µ̂b), a więc wymaga obliczenia wartości modułu dwóch punktów
DtFT |Xδ+0.5| i |Xδ−0.5|, a następnie w drugim kroku eliminowane jest obciążenie tego
estymatora poprzez zastosowanie wzoru na wynikową estymację:

µ̂ ≈ µ̂b

(
1 +

π2

12N2

)
− µ̂3π2

3N2
(3.52)

Ograniczenia związane z użyciem wartości modułów prążków (zależność dokładności
metody względem wartości δ) są rekompensowane poprzez uzależnienie formuły inter-
polacyjnej od pierwszej uzyskanej wartości przesunięcia δ, podobnie jak w pracy Liao i
Lo [114].

3.5.3 Metody wielopunktowej IpDFT
Zastosowanie więcej niż dwóch prążków DFT w formule IpDFT wiąże się z możliwością
uzyskania nowych i pożądanych właściwości estymatora. Przykładowo, nieiteracyjne esty-
matory opisywane dalej w tym rozdziale (rozdział 3.6), które realizują eliminację składo-
wej sprzężonej, wykorzystają przynajmniej trzy punkty DFT. Kosztem takiego podejścia
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jest zwykle zwiększona wrażliwość estymatora na szum[14], [24]. Z drugiej jednak stro-
ny, większa liczba punktów nie oznacza automatycznie, że formuła estymatora realizuje
dodatkową funkcjonalność. Przykładem są estymatory, które używają dowolnie wybra-
ną liczbę prążków DFT do estymacji, jak np. w [136] co niekoniecznie przekłada się na
efektywność estymatora.

Eliminacja wpływu składowych oddalonych

Przykładem wykorzystania estymatora z większą liczbą wykorzystywanych punktów jest
trzypunktowy estymator Agreža, który bierze pod uwagę wpływ składowych oddalonych
i modeluje ten wpływ za pomocą stałej, dla składowej h (zakładając λ0 � λh ) oddalonej
od wybranego indeksu k[5]:

Clong-range = |X(hλ0)
k−1 | ≈ |X

(hλ0)
k | ≈ |X(hλ0)

k+1 | (3.53)

tzn. moduł wartości przecieku widma dla punktu Xk, pochodzący od składowej oddalo-
nej, przyjmuje w przybliżeniu te same wartości jak dla punktów sąsiadujących. Dodatko-
wo własność okresowości charakterystyki okna prostokątnego (3.12) (a dokładniej postać
czynnika e−jπλ(N−1)/N funkcji widmowej okna) pozwala stwierdzić, że wartość X(hλ0)

k

przyjmuje przeciwny znak wobec wartości sąsiadującej X(hλ0)
k±1 . Stąd autor pokazuje, że

wartość współczynnika utworzonego z sumy wartości modułów punktów sąsiadujących
jest niewrażliwa na obecność innych składowych oddalonych, m.in. wartość współczynni-
ka αk zdefiniowanego jako:

αk =
|Xk|+ |Xk±1|
|Xk|+ |Xk∓1|

(3.54)

Jeśli założyć, że w sygnale oprócz składowej podstawowej znajduje się pojedyncza skła-
dowa oddalona, wtedy ten sam współczynnik można wyrazić jako[5]:

αk =
|X(λ0)

k |+ Clong-range + |X(λ0)
k±1 | − Clong-range

|X(λ0)
k |+ Clong-range + |X(λ0)

k∓1 | − Clong-range
=
|X(λ0)

k |+ |X(λ0)
k±1 |

|X(λ0)
k |+ |X(λ0)

k∓1 |
(3.55)

Stąd więc wynika, że skonstruowany współczynnik jest odporny na wpływ pojedynczej
składowej oddalonej. Powyższe rozumowanie można rozszerzyć na przypadek wielu skła-
dowych. Zatem wartość współczynnika (3.54) nie powinna zależeć od obecności skła-
dowych oddalonych w sygnale, a więc i na formułę interpolacyjną wykorzystującą ten
współczynnik. Na podstawie współczynnika (3.54) Agrež w tej samej pracy uzyskał trzy-
punktowy estymator dla okna prostokątnego i Hanninga:

δa = cN
1− αk
1 + αk

= cN

(
|Xk+1| − |Xk−1|
|∆2Xk−1|

)
(3.56)

gdzie cN = (H + 1
2). Bardzo zbliżona formuła interpolacyjna do powyższej została rów-

nież użyta już wcześniej w [7], [87], dla przypadku całej rodziny okien I klasy Rife’a-
Vincenta, gdzie liczona jest wartość średnia z estymaty dla dwóch kierunków estymacji.
Powyższa zależność występuje też u Belegi [12], przy okazji wyprowadzenia metody z
5 i 7 punktami DFT. Duda i Barczentewicz [79] wprowadzają powyższy estymator dla
przypadku okien sinp. Z kolei Agrež i Streamfelj w [166] rozszerzają swój estymator dla
okien I klasy Rife’a-Vincenta dla przypadków estymacji dwupunktowej, trzypunktowej
(IDFT-3p) i pięciopunktowej (IDFT-5p).
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Estymatory Jacobsena i Candana

Popularna praca Candana [58] przedstawia formalne wyprowadzenie trzypunktowej for-
muły interpolacyjnej uzyskanej wcześniej za pomocą obserwacji empirycznych przez Ja-
cobsena [93], na estymatorze korzystającym z interpolacji parabolą i uzupełnia ją o współ-
czynnik korekcji obciążenia cN :

δc = cNRe
{
Xk+1 −Xk−1

∆2Xk−1

}
(3.57)

gdzie wartość współczynnika cN jest zdefiniowana jako:

cN =
tg(π/N)
π/N

(3.58)

dla okna prostokątnego. W przypadku gdy N → ∞, wartość współczynnika cN → 1
i pokrywa się z estymatorem Jacobsena. Współczynnik gwarantuje wysoką efektywność
algorytmu, nawet dla wysokich wartości SNR i małej liczby próbek N.

Metoda jest dalej rozwijana przez autora w [59], gdzie zamieścił wyrażenie opisujące
maksymalne błędy estymatora, w tym na wariancję estymatora i wyrażenia opisujące za-
kresy SNR, dla którego wartość wariancji estymatora dąży do ograniczenia Craméra-Rao.
Autor otrzymuje także wyrażenia opisujące obciążenie dla estymatora Jacobsena [93]:

δj = tg (πδ/N)
sin(2π/N)

2 sin2(π/N)
(3.59)

gdzie δj oznacza estymator Jacobsena, a δ jest estymatorem nieobciążonym. Bezpośrednio
z tej zależności wynika również zależność dla poprawionego estymatora. Po zastosowaniu
współczynnika korekcji cN do obu stron równania zależność upraszcza się do:

δc =
tg (πδ/N)
π/N

(3.60)

gdzie δc oznacza poprawiony estymator Candana. Autor przedstawia propozycję redukcji
obciążenia poprzez wykorzystanie funkcji odwrotnej do tej relacji dla precyzyjnego obli-
czenia wartości δ. Poprawka sprawdza się dla dużych wartości SNR, gdzie obciążenie jest
składnikiem dominującym. W pracy [136] autorzy rozszerzają metodę o możliwość użycia
dodatkowych wartości DFT, co w pewnych przypadkach może skutkować polepszeniem
właściwości statystycznych. Metoda opisana w pracy [60] jest uogólnieniem opisywanej
metody o przypadek użycia z dowolnymi oknami za pomocą modyfikacji współczynnika
korekcji cN . Współczynnik jest uzyskany poprzez zastosowanie aproksymacji wielomia-
nem, podobnie jak w pracy Dudy[78]. Dodatkowo praca przedstawia możliwość rozsze-
rzenia metody do wersji iteracyjnej poprzez użycie informacji o wstępnej estymacie δc i
ponownym zastosowaniu metody tym razem dla sygnału czasowego zmodulowanego w
dziedzinie czasu. W ten sposób charakterystyka błędu względem oddalenia estymaty δ od
prążka k zostaje wypłaszczona. Technika ta jest powielana też w nowszych metodach np.
w [66].

W pracy [24] Belega i in. przedstawiają wersję algorytmu Candana dla okien z bazą
kosinusową i wariant tej metody z wartościami z widma amplitudowego.
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Estymatory z iteracyjnym doborem wartości IpDFT

Jednym z nowszych trendów w dziedzinie metod interpolacji widma IpDFT jest wpro-
wadzanie estymatorów trzypunktowych, które realizują pomiar częstotliwości w sposób
iteracyjny, za pomocą wyznaczania nowych punktów DtFT, w analogiczny sposób jak dla
dwupunktowego estymatora AM [81], [82], [117], [172].

W pracy [81] autorzy wprowadzają trzypunktowy estymator TDSL (ang. Three DFT
Spectral Lines) do zastosowania z procedurą iteracyjną, analogiczną jak dla estymato-
ra AM. Podstawowa formuła wykorzystuje prążek DFT z maksymalną amplitudą (faza
wstępna) i dwie wartości DtFT rozmieszczone w dowolny sposób na listku głównym:

δ =
N

π
tg-1

{
(|Xk+p| − |Xk−p|) sin(πp/N)

(|Xk+p| ± |Xk−p|) cos(πp/N)∓ 2 cos(πp)|Xk|

}
(3.61)

gdzie p oznacza wybrane przesunięcie względem prążka z największą wartością modułu.
Metoda jest dalej rozszerzona na wariant z użyciem okien MSD[82] i stanowi jej uogól-
nienie.

W pracy [117] autorzy przedstawiają procedurę, która w fazie wstępnej wykorzystu-
je wyżej opisywany estymator (3.61) w wersji nieiteracyjnej do wstępnego wyszukania
przesunięcia częstotliwości δ. Do dalszych iteracji metoda wykorzystuje formułę inter-
polacyjną, wykorzystującą trzy prążki DtFT, które są położone na osi częstotliwości po
jednej stronie estymowanej wartości. Estymator jest nazwany TSLI (ang. Three Spectral
Line Interpolation) i podobnie jak we wcześniejszych metodach, wykorzystuje prążek o
maksymalnej amplitudzie oraz dwie wartości DtFT. W zależności od estymaty wstępnej,
wybierane jest położenie po jednej stronie w odległości |d1| = 0.1 i |d2| = 0.2 bin. Taki
asymetryczny wybór punktów wyróżnia metodę na tle innych, gdzie zwykle trzy punkty
rozmieszczone są w równych odległościach od punktu z maksymalną amplitudą.

Kolejną z nowszych metod jest metoda zaproponowana przez Weia i in. [172]. Zakła-
da użycie estymatora trzypunktowego, który jest zdefiniowany dla okna prostokątnego.
Estymator wykorzystuje wartości widma amplitudowego i przyjmuje formę podobną do
równania metody Agreža (3.56), ale wykorzystuje dwa prążki DtFT oddalone o wartość
parametru p < 1:

δ =

 p|Xk+p| − p|Xk−p|
|Xk+p|+ |Xk−p| − |Xk| cos

(
πN
M
p
)
 (3.62)

Metoda wykorzystuje metodę uzupełnienia zerami do M punktów, gdzie różnica M −N
musi być całkowitą wielokrotnością oryginalnej długości sygnału N . Procedura iteracyj-
na zakłada obliczenie trzech dodatkowych punktów DtFT – centralnego poprawionego o
estymatę z wcześniejszej iteracji δq i dwóch prążków DtFT symetrycznie oddalonych o
p. Autorzy nie wykazują zbieżności estymatora w sposób analityczny, ale dostarczone sy-
mulacje sugerują, że potrzebne są dwie iteracje, podobnie jak w przypadku estymatora
AM. Estymator osiąga podobne wartości błędu MSE w porównaniu z wcześniej opisywa-
nymi nieiteracyjnymi estymatorami Jacobsena[93], Candana[59] i metodą RCSTL[178]
oraz iteracyjnymi metodami AM[3], Fana[82] i Fanga[83]. Autorzy wykazują jednak, że
estymator ze względu na użycie techniki uzupełniania zerami wykazuje lepsze właściwo-
ści dla skrajnych wartości δ.

Inne wielopunktowe metody IpDFT

Metoda z pracy [113] jest trzypunktowym, nieiteracyjnym estymatorem dla przypadku
okna prostokątnego. Uzyskana przez autorów formuła interpolacyjna stosowana jest dla
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DFT obliczonej dla długości 2N z zastosowaniem techniki uzupełniania zerami:

δ =
2
π

tg-1

{
Xk

2

(
1

Xk−1
− 1
Xk+1

)
cos

(
π

2N

)}
(3.63)

Przywoływany estymator w przeprowadzonych symulacjach osiąga lepsze rezultaty od
klasycznych metod Rife’a [149], Quinna [144], Macleoda [122] (estymator pięciopunk-
towy) i estymatorów AM [2], [3].

Warto także odnotować inny nieiteracyjny estymator, który wykorzystuje trzy punkty
DFT [173], ale dla którego formuła interpolacyjna została wyprowadzona dla przypadku
okien MSD:

λ0 =

k +
1− 2H +

√
(2H − 1)2 + α2H2

α

 (3.64)

gdzie współczynnik α to stosunek:

α =
|Xk+1| − |Xk−1|

|Xk|
(3.65)

Praca Belegi i in. [14], która jest modyfikacją wcześniejszej metody [13], zakłada estyma-
cję trzypunktową i pozwala na otrzymanie formuły interpolacyjnej dla okien MSD:

δ = H
1− α
1 + α

(3.66)

gdzie jej współczynnik to stosunek wyrażony jako:

α =
|Xk|+ |Xk+1|
|Xk|+ |Xk+2|

(3.67)

Istnieje także klasa metod, dla której nie są podawane analityczne rozwiązania proble-
mu odwrotnego, tzn. znalezienia wyrażenia określającego zależność:

δ = g−1(X1,X2,...) (3.68)

a w zamian podawane są wartości par (δ, g(δ)) dla konkretnej wartości proponowanego
współczynnika α = f(X1,X2,...). Stąd za pomocą aproksymacji lub interpolacji uzyski-
wane są wartości δ. Przykładem takiej metody jest metoda, która definiuje współczynnik
β, jako funkcję odwrotną do α[174]:

β =
|X2| − |X1|
|X2|+ |X1|

= g(α) (3.69)

a następnie za pomocą metody najmniejszych kwadratów przedstawia równania wielo-
mianowe Wparam(β) (dla przypadku konkretnego okna) służące do znalezienia wartości
δ.

3.6 Eliminacja składowej sprzężonej

3.6.1 Widmo rzeczywistego sygnału sinusoidalnego
Założenie o obecności pojedynczej składowej widmowej w modelu jest powszechne dla
metod interpolowanej DFT i jest stosowane dla wszystkich metod opisywanych w roz-
dziale 3.5. Takie podejście jest usprawiedliwione w przypadku, gdy wiadomo, że przez
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odpowiedni dobór parametrów pomiaru i zastosowanych technik przetwarzania sygnału,
zostaje ograniczone w wystarczający sposób zjawisko przecieku widma dla prążków uży-
tych w interpolacji. W takich warunkach wszystkie składowe widmowe są na tyle oddalone
od siebie, że przeciek widma, który od nich pochodzi jest pomijalny i nie wpływa na do-
kładność estymacji.

Dla przypadku, gdy jednak zaistnieje konieczność skrócenia czasu pomiaru, wspomi-
nane założenie może przestać obowiązywać. W takim przypadku spadek wartości NT ,
który reprezentuje czas trwania okna pomiarowego, powoduje zmniejszenie wartości czę-
stotliwości znormalizowanej składowej podstawowej λ0 = f0NT i co za tym idzie odle-
głości pomiędzy składowymi widmowymi zmniejszają się. To z kolei powoduje, że skład-
nik przecieku widma pochodzącego od sąsiadujących składowych zwiększa się, tym sa-
mym zmniejszając dokładność estymacji. W szczególności zaczyna rosnąć wpływ składo-
wej sprzężonej, która znajduje się w ujemnej części widma, ponieważ odległość pomiędzy
tą składową a składową podstawową wynosi zawsze 2λ0. Na rysunku 3.4 została przed-
stawiona demonstracja tego zjawiska dla rzeczywistego sygnału sinusoidalnego z niską
częstotliwością unormowaną λ0 = 1.2 bin. Maksimum modułu funkcji widma DtFT dla
rzeczywistej sinusoidy nie pokrywa się ze szczytem modułu funkcji reprezentującej prze-
ciek od składowej podstawowej. Dlatego techniki wykorzystujące wyszukiwanie maksi-
mum lokalnego ciągłego widma DtFT zawsze dostarczą wynik obarczony błędem.

-3 -2 -1 0 1 2 3

 [bin]

0

0.2

0.4

0.6

Rysunek 3.4. Demonstracja wpływu przecieku widma składowej sprzężonej na wartości
prążków widma amplitudowego DFT, które zostały oznaczone w pobliżu listka głównego
składowej podstawowej. Znormalizowana częstotliwość podstawowa wynosi λ0 = 1.2 bin.
Pierwsze cztery punkty DFT |X(k)| zostały oznaczone na rysunkach za pomocą koloru
czarnego.

Wyeliminowanie wpływu przecieku widma pochodzącego od składowej sprzężonej w
bezpośredniej metodzie IpDFT, za pomocą formuły interpolacyjnej, wymaga uwzględ-
niania w wyjściowym modelu wartości przecieku widma pochodzącego od dwóch skła-
dowych widmowych: składowej podstawowej (λ1 = +λ0 dla modelu (3.8)) i składowej
sprzężonej (λ2 = −λ0), składających się na widmo rzeczywistej oscylacji sinusoidalnej
[37]:

Xk = X
(+1λ0)
k +X

(−1λ0)
k =

A0

2j
ejϕ0W (k − λ0)− A0

2j
e−jϕ0W (k + λ0) (3.70)

Dla takich metod pomiar częstotliwości pozostaje dokładny nawet dla bardzo krótkich
okien pomiarowych. Stwierdzenie to pozostaje prawdą pod warunkiem, że w sygnale nie
pojawi się inna oscylacja o częstotliwości zbliżonej do częstotliwości podstawowej o zna-
czącej amplitudzie.
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3.6.2 Formuła interpolacyjna dla okien MSD i GMSD
Istniejące metody realizujące eliminację wpływu składowej sprzężonej bezpośrednio w
formule interpolacyjnej, dla okien innych niż prostokątne, opierają się na funkcjach aprok-
symujących widmo [36], [37], [64]. W ujęciu historycznym, dostępne metody zostały opra-
cowane kolejno dla okna Hanninga, okien rodziny MSD i ostatecznie dla okien GMSD.

Estymator dla okna Hanninga

Estymator trzypunktowy z bezpośrednią eliminacją wpływu składowej sprzężonej na wy-
nik pomiaru częstotliwości dla okien I klasy Rife’a-Vincenta został przedstawiony w pracy
[36]. Jest on rozwinięciem wcześniejszej metody[64], w której wprowadzono estymator
dla przypadku okna Hanninga. Formuła interpolacyjna dla estymatora wykorzystującego
okno Hanninga przedstawia się następująco[64]:

|λ0| =
√

Π1/Π2 (3.71)

gdzie symbole Π1 i Π2 reprezentują wartości wyznaczników:

Π1 =

∣∣∣∣∣∣∣
6 +3 −∆1Xk−1

−k2 − 4 2k Xk

6 −3 ∆1Xk

∣∣∣∣∣∣∣ , Π2 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 Xk−1

1 0 Xk

1 +3 Xk+1

∣∣∣∣∣∣∣ (3.72)

Powyższa formuła obowiązuje dla dowolnego całkowitego indeksu k wyznaczającego po-
łożenie prążków, dla założenia k ­ 1. Zastosowanie wyznaczników przy wyprowadzeniu
metody spełnia podobną funkcję, jak dla wcześniej opisywanych metod konstrukcja ilora-
zów za pomocą współczynników αk, tzn. eliminowane są identyczne czynniki dla różnych
wyrażeń w kolumnach, m.in. pozwala to na usunięcie nieznanych parametrów. Dokładne
omówienie tej procedury zostało umieszczone w rozdziale 4. Cykliczność występująca
względem 1 bin, cechująca wyrażenie opisujące wartości transformaty okna W (λ), po-
zwala na uproszczenie wynikowej formuły. Warto zwrócić uwagę na to, że w odróżnieniu
do większości wcześniej opisywanych metod, opisywany estymator wykorzystuje wartości
zespolone prążków DFT.

Uogólnienie dla okien klasy MSD

Praca [36] przedstawia wyprowadzenie wartości współczynników okien I klasy Rife’a-
Vincenta, dla warunku normalizacji maxnwn = 1, w sposób analityczny. Wyprowadzenie
zakłada użycie funkcji aproksymującejW (λ) widmo okien MSD [12], gdzie w analogicz-
ny sposób jak w [64] zostaje wyprowadzona formuła interpolacyjna. Ostatecznie otrzyma-
ny estymator jest zdefiniowany jako:

|λ0| =
√

Π1/Π2 (3.73)

a symbole Π1 i Π2 reprezentują wartości wyznaczników:

Π1 =

∣∣∣∣∣∣∣
(2H − 1)H (2H − 1) −∆1Xk−1

−k2 − 4−H2 2k Xk

(2H − 1)H −(2H − 1) ∆1Xk

∣∣∣∣∣∣∣ , Π2 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −(2H − 1) Xk−1

1 0 Xk

1 (2H − 1) Xk+1

∣∣∣∣∣∣∣
(3.74)

Symbol H w powyższych równaniach reprezentuje współczynnik okna MSD (rozdział
3.3.2). Należy zauważyć, że dla wartości parametru H=2 (okno Hanninga), otrzymano
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estymator (3.72). Wygodniejsza forma, otrzymana po bezpośrednim rozwinięciu wartości
wyznaczników, przedstawia się jako:

λ2
0 = k2 + Re

{
H

(H + 2k)Xk+1 + 2(H − 1)Xk + (H − 2k)Xk−1

∆2Xk−1

}
(3.75)

Dla powyższego estymatora częstotliwości praca [38] wprowadza także stowarzyszone es-
tymatory amplitudy i fazy, w kontekście zastosowania w kontroli mocy dla systemu elek-
troenergetycznego. Warto także zaznaczyć, że omawiana metoda pojawia się także w lite-
raturze pod nazwą IpDFT-EIF[17], [18], [22], [23], [177], [183]. Dokładniejsze analizy
symulacyjne i eksperymentalne przedstawionej metody pozwoliły na określenie: wpły-
wu szumu kwantowania dla b-bitowego przetwornika ADC na dokładność estymacji [50],
[98], [102], charakterystyk błędu wynikającego z obecności w sygnale zakłóceń harmo-
nicznych [22], [101], wpływu błędu wynikającego z obecności w sygnale zakłóceń loso-
wych [103], [106] oraz charakterystyk błędu systematycznego ze względu na wykorzysty-
wane parametry metody [96]. Analiza porównawcza potwierdziła poprawę skuteczności
względem dostępnych metod interpolacji widma w przypadku krótkich czasów pomiaru
[18], [49], [105].

Uogólnienie dla okien klasy GMSD

Podobnie jak dla bazy kosinusowej (równanie 3.13), możliwe jest otrzymanie współczyn-
ników okien bazy sinusoidalnej, dla których okno czasowe jest maksymalizowane pod
względem nachylenia listków bocznych. Zależności określające wartości współczynników
zostały uzyskane w sposób analityczny[37], analogicznie do wyprowadzenia uzyskanego
dla okien MSD[36]. Autorzy przytaczanych prac przedstawiają także wyrażenia opisują-
ce funkcję aproksymującą obejmującą widmo obu klas okien, tj. okien o bazie kosinu-
sowej i okien o bazie sinusoidalnej[37]. Takie podejście okazuje się o tyle usprawiedli-
wione, że postać czasowa uogólnionych okien może zostać sprowadzona do wyrażenia
sinp(πn/N), gdzie okna I klasy Rife’a-Vincenta (baza kosinusowa) są reprezentowane dla
wartości parzystych parametru całkowitego p. Z kolei wspólne wyrażenie funkcji aprok-
symującej widmo pozwala uzyskać estymatory dla całej uogólnionej klasy okien MSD.
Wszystkie wspominane wyrażenia zostały wcześniej podane w rozdziale 3.3.2. Na pod-
stawie uzyskanych wyrażeń został wprowadzony trzypunktowy estymator częstotliwości
dla okien GMSD, który stanowi rozszerzenie estymatora (3.75)[37]:

λ2
0 = k2 + Re

{
(p+ 2)

(p+ 2 + 4k)Xk+1 + 2pXk + (p+ 2 + 4k)Xk−1

4∆2Xk−1

}
(3.76)

Wyprowadzenie powyższego estymatora zostało przeprowadzone z uwzględnieniem wpły-
wu składowych oddalonych (ang. long-range leakage) na wynik pomiaru oraz postać wie-
lopunktową estymatora[37] (podrozdział 3.7.3).

Dokładniejsze analizy symulacyjne i eksperymentalne przedstawionej metody wy-
korzystującej okna GMSD pozwoliły na określenie: wpływu szumu kwantowania dla b-
bitowego przetwornika ADC na dokładność estymacji [45], charakterystyk błędu wynika-
jącego z obecności w sygnale zakłóceń harmonicznych [46], [56], [100], wpływu błędu
wynikającego z obecności w sygnale zakłóceń losowych [53], [100], oraz charakterystyk
błędu systematycznego ze względu na wykorzystywane parametry metody [55]. Anali-
zy dotyczące zastosowania metody w warunkach występowania zakłóceń o charakterze
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dynamicznym wykazały skuteczność zastosowania omawianej metody dla szybko zmie-
niających się wartości estymowanych parametrów [48], [51], [52], [56]. Analiza porów-
nawcza potwierdziła poprawę skuteczności względem dostępnych metod interpolacji wid-
ma w przypadku krótkich czasów pomiaru i występowania zakłóceń harmonicznych [47],
[56] Ponadto dla omawianej nieiteracyjnej metody trzypunktowej wykorzystującej okna
GMSD i MSD zaproponowano wykorzystanie w systemach realizujących pomiar często-
tliwości składowych sygnału elektroenergetycznego [18], [22], [37], [45]–[49], [51]–[53],
[55], [56], [100]–[102], [105], [106], w zakresie testowania układów elektronicznych [23],
oraz pomiaru częstotliwości drgań systemów mechanicznych [96], [97], [99], [103], [104].

3.6.3 Inne metody IpDFT ograniczające wpływ składowej sprzężonej
z bezpośrednią formułą interpolacyjną

Bezpośrednia eliminacja wpływu składowej sprzężonej dla okna prostokątnego

Bezpośrednia trzypunktowa formuła interpolacyjna wprowadzona przez Wanga i in.[170]
wykorzystuje współczynniki złożone z wartości zespolonych widma i pełne analityczne za-
leżności określające kształt charakterystyki częstotliwościowej okna prostokątnego. Takie
podejście pozwala na redukuję wartości błędu systematycznego względem metod wyko-
rzystujących funkcję aproksymacji widma. Formuła interpolacyjna przedstawia się jako:

λ0 = cos−1

(
α1Xk+1 − α2Xk − α3Xk−1 + α4Xk

β1(Xk −Xk−1)− β2(Xk −Xk+1)

)
(3.77)

gdzie 
α1 = (W k

N −W k−1
N )W k

N(1 + (W k+1
N )2)

α2 = (W k
N −W k−1

N )W k+1
N (1 + (W k

N)2)
α3 = (W k

N −W k+1
N )W k

N(1 + (W k−1
N )2)

α4 = (W k
N −W k+1

N )W k−1
N (1 + (W k

N)2)

(3.78)

oraz β1 = 2(W k
N −W k+1

N )W k−1
N W k

N)
β2 = 2(W k

N −W k−1
N )W k

NW
k+1
N )

(3.79)

gdzie symbol W k
N jest zdefiniowany jako W k

N = e−j2πk/N . Autorzy przedstawiają anali-
zę wariancji estymatora dla przypadku zaszumionej sinusoidy, gdzie w porównawczych
badaniach symulacyjnych metoda cechuje się większą odpornością na zakłócenia losowe
niż metoda wykorzystująca formułę (3.75). Symulacje zostały jednak wykonane dla przy-
padku okna MSD z parametremH = 2, mimo że możliwe jest użycie okna prostokątnego
H = 1. Rozwiązanie analityczne w nieco bardziej skomplikowanej formie, posługujące
się wartościami rzeczywistymi i urojonymi (bez operacji zespolonych), zostało uzyskane
przez Baia i in. [9].

Eliminacja wpływu składowej sprzężonej z wykorzystaniem wartości prążków DFT
obliczonych dla dwóch różnych okien

Estymacja częstotliwości sygnału sinusoidalnego bezpośrednio uwzględniająca składową
sprzężoną jest także realizowana w metodzie Štremfelja i Agreža [165]. Bezpośrednia for-
muła interpolacyjna konstruowana jest z użyciem współczynników złożonych ze składo-
wej stałej (zerowy prążek DFT) uzyskanych w wyniku obliczenia DFT dla dwóch różnych
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okien I klasy Rife’a Vincenta. Ostatecznie proponowany przez autorów estymator przewi-
duje użycie dwóch okien: prostokątnego i Hanninga. Jednoczesne uwzględnianie wpły-
wu przecieku widma pochodzącego od komponentu z dodatniej i ujemnej części widma
pozwala na dokładny pomiar częstotliwości, który może być przeprowadzony nawet dla
czasów poniżej dwóch okresów badanego sygnału.

3.6.4 Metody pośrednie eliminujące wpływ składowej sprzężonej
Eliminacja wpływu składowej sprzężonej za pomocą predefiniowanych wartości funk-
cji odwrotnej

Trzypunktowy estymator z eliminacją wpływu składowej sprzężonej dla dowolnych okien
czasowych został zaproponowany w [183]. Wyrażenie estymatora nie jest jednak bezpo-
średnią formułą interpolacyjną otrzymaną w wyniku znalezienia rozwiązania równania
wygenerowanego przez współczynnik α = g(k, δ), tzn. rozwiązania względem δ. Alter-
natywnie autorzy proponują podejście z tablicą wyszukującą (ang. look-up table) zawie-
rającą wartości funkcji g−1(α) dla danego okna i wartości k. Znając wartość α możliwe
jest obliczenie szukanej wartości δ poprzez użycie interpolacji liniowej i sąsiadujących
wartości w tabeli. Współczynnik α zdefiniowany jest jako:

α =
Xk−1 −Xk+1

Xk

(3.80)

W celu ułatwienia interpolacji pomiędzy punktami, zaproponowane są tabele dla funkcji
Re{α} i Im{α}, wybierane w zależności od fazy prążka Xk. Wyniki symulacji pokazują
[183], że metoda daje lepsze rezultaty niż metody e-IpDFT[151] i zbliżone do zastosowa-
nia z estymatorem (3.75).

Metody z korekcją za pomocą poprawki

Kolejną opisywaną klasą metod są metody iteracyjne wykorzystujące estymator w fazie
wstępnej, który uwzględnia wpływ wyłącznie jednej składowej w pierwszej iteracji do
wyznaczenia wstępnych parametrów. Następnie za pomocą wyrażenia określającego błąd
estymatora dla estymowanych parametrów realizowany jest ostateczny pomiar (lub zakoń-
czona jest iteracja w ramach szerszego algorytmu).

Romano i Paolone w [151] przedstawiają metodę łączącą interpolację z użyciem for-
muły dwupunktowej zaproponowanej wcześniej przez Liguoriego i in. [116] i uzupełnioną
o procedurę iteracyjną[129], która służy eliminacji wpływu składowej sprzężonej poprzez
kompensację jej wpływu realizowaną w dziedzinie częstotliwości. Autorzy nazywają me-
todę e-IpDFT i prezentują wyrażenie na poprawkę dla estymowanych parametrów elimi-
nujące wpływ składowej sprzężonej. Sposób aplikacji poprawki przybiera postać prostego
równania wynikającego bezpośrednio z definicji transformaty DFT sygnału sinusoidalne-
go. Poprawka ma charakter iteracyjny i może być stosowana aż do osiągnięcia określonego
kryterium (chociaż zbieżność metody nie jest analizowana w artykule). Formuła iteracyjna
przedstawia się więc następująco:

λ0 =
|Xk − Γ|
|Xk±1 − Ω|

(3.81)
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gdzie wielkości Γ i Ω kompensują wpływ składowej sprzężonej i obliczane są na podstawie
wstępnej estymacji częstotliwości dla transformaty stosowanego okna W (λ):Γ = Z∗

B
W (2k + δ)

Ω = Z∗

B
W (2k ± 1 + δ)

(3.82)

gdzie wielkość B =
∑N−1
n=0 w(n), tzn. jest on współczynnikiem normalizacyjnym dla wy-

branego okna czasowego. Z kolei wielkość Z oznacza amplitudę zespoloną uzyskaną za
pomocą wstępnej estymacji amplitudy i fazy składowej podstawowej.

Procedura iteracyjna ograniczająca wpływ składowej sprzężonej

Belega i in. w [28] wprowadzają procedurę iteracyjną nazwaną przez autora IpDFT-IR.
Metoda zakłada eliminację wpływu składowej sprzężonej. Bazowa formuła interpolacyj-
na wykorzystuje dwie wartości DtFT oddalone o siebie o 1 bin, wykorzystując ten sam
współczynnik, jak opisany wcześniej (równanie (3.34)), ale przesunięty w częstotliwości
o ułamek r ∈ [0; 0,5] bin:

α =
|Xk+r|
|Xk−1+r|

(3.83)

Autorzy przedstawiają wyrażenie określające błąd spowodowany wpływem składowej sprzę-
żonej na estymację przestawionego estymatora. Zależność została przedstawiona już wcze-
śniej przez Belegę w [29], na podstawie której zaproponowany został estymator nieitera-
cyjny dla prążków o indeksach całkowitych DFT. Znalezienie minimum wartości błędu
przywoływanego wyrażenia umożliwia określenie kryterium do optymalnego doboru po-
łożenia dwóch prążków DtFT za pomocą wartości r, tj. r = δ. Stąd wynika zapropono-
wana procedura iteracyjna – im dokładniej zostaje wyznaczona wartość δ tym błąd spo-
wodowany bliskością składowej sprzężonej staje się mniejszy. Opisywany estymator dwu-
punktowy wykorzystuje okna I klasy Rife’a-Vincenta. Belega i in. przeprowadzają analizę
porównawczą opisywanego algorytmu IpDFT-IR w [27] z algorytmem IpDFT-NR, któ-
ry stanowi modyfikację estymatora AM[3]. Autorzy wykonują analizę błędu losowego i
przedstawiają wyrażenia analityczne na wartość całkowitego błędu MSE dla obu estyma-
torów i definiują kryterium do wyboru jednej z tych metod pod względem częstotliwości
unormowanej mierzonego sygnału.

Wyrażenie na poprawkę dla estymatora AM

Zmodyfikowana wersja estymatora AM została przedstawiona przez Ye i in. [181], w której
zastosowano kompensację wpływu składowej sprzężonej dla okna prostokątnego. Autorzy
używają metody z [180] (eliminacja wpływu składowych o dowolnej częstotliwości) do
usunięcia przecieku widma pochodzącego od składowej sprzężonej. Jest to realizowane
poprzez wprowadzenie estymatora jego wartości w postaci poprawki:

∆Xk±0.5 =
A

N

1 + e−j4πδ̂

1− e−j 2πN (k+2δ̂±0.5)
(3.84)

gdzieA oznacza estymator amplitudy. W każdej iteracji estymatora AM (3.50) dwie nowe
wartości DtFT korygowane są o poprawkę uzyskaną na podstawie częstotliwości z po-
przedniej iteracji. Autorzy wykazują w pracy, że estymator spełnia założenia twierdzenia
Banacha o kontrakcji, a więc posiada jeden punkt stały i jest zbieżny do δ. Całkowity błąd
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MSE estymatora, w przypadku obecności składowej sprzężonej, utrzymuje się na tym sa-
mym poziomie co dla metody oryginalnej. Autorzy pokazują, że metoda daje lepsze rezul-
taty niż omawiana dalej praca Djukanovića [75], dla przypadku dużych wartości SNR. W
stosunku do omawianej metody używana jest także nazwa AMc (ang. AM corrected)[23].

Filtracja składowej sprzężonej przez modulację

Djukanović w [75] przedstawia procedurę służącą kompensacji składowej sprzężonej z
wykorzystaniem modulacji sygnałem zespolonym. W pierwszym etapie, do wyznaczenia
wstępnej wartości częstotliwości λ0, autor proponuje użycie jednego z estymatorów wy-
korzystujących okna czasowe: Candana [60], Rife’a Vincenta[149] lub innych. Następnie
składowa sprzężona filtrowana jest za pomocą modulacji w dziedzinie czasu:

xm(n) = x(n)ej2πλ
c
0n/N (3.85)

co skutkuje przesunięciem cyklicznym (kołowym) widma DFT o λc0. Ponieważ często-
tliwość λc0 jest zbliżona do wartości prawdziwej λ0, składowa sprzężona przesunie się w
okolice prążka zerowego. Filtracja polega na wyzerowaniu wartości tego prążka dla trans-
formaty Xm(k) i rekonstrukcji sygnału odfiltrowanego i jego demodulacji:

xf (n) = IDFT{Xm(k)}e−j2πλc0n/N (3.86)

Tak uzyskany sygnał służy do wyznaczenia właściwej estymacji częstotliwości za pomocą
estymatora AM[3].

Eliminacja wpływu składowej sprzężonej poprzez zastosowanie specjalizowanego okna
czasowego

Belega i Petri w pracy [26] proponują procedurę kompensacji składowej sprzężonej z wy-
korzystaniem okien czasowych MIR-RSD (ang. Maximum Image interference Rejection
windows with Rapid Sidelobe Decay rate) [121]. Przywołane okna czasowe wykorzystu-
ją parametr l, który determinuje minimum lokalne charakterystyki amplitudowej okna.
Znając wstępną wartość częstotliwości składowej sinusoidalnej możliwe jest zastosowanie
okna z parametrem, który zminimalizuje przeciek widma pochodzący od składowej sprzę-
żonej. Autorzy proponują wersję algorytmu IpDFTc (estymator (3.35)) uwzględniającą
zaproponowane okna czasowe. Szybkość opadania listków bocznych omawianych okien
czasowych to 6(2H − 3) dB/oktawę w porównaniu do okien z maksymalnym tempem
opadania listków bocznych MSD które wynosi 6(2H − 1) dB/oktawę.

Przykład metody wieloetapowej

Estymatory IpDFT mogą służyć jako integralna część szerszej metody służącej estymacji
parametrów. Pomysł podzielenia estymacji na kilka etapów (tak jak w poprzednio omawia-
nych metodach Djukanovicia [75] czy Romano i Paolone [151]) został zastosowany także
przez Belegę i Petriego [23]. Metoda proponowana przez autorów łączy nowy wariant me-
tody interpolacji widma z filtracją składowej sprzężonej (IpDFTc: corrected DFT ) z kla-
sycznym algorytmem dopasowania funkcji sinusoidalnej (ang. sine-wave fitting) za pomo-
cą metody Gaussa-Newtona[108] w wersji z jedną iteracją. Procedura interpolacyjna IpD-
FTc wykorzystuje wyrażenia określające błąd wynikający z obecności innych składowych
w sygnale do kompensacji wpływu składowej sprzężonej[13], [20], [30]. Po wstępnym
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etapie wyznaczenia częstotliwości δ̂0 z użyciem formuły IpDFTc, wykorzystywana jest li-
niowa metoda najmniejszych kwadratów w celu ustalenia wartości poprawki ε(t). Wyko-
rzystując rozwinięcie w szereg Taylora modelowanego sygnału x(n) = Asin(2πλ0+θ) ze
składnikiem liniowym, wokół uzyskanej wstępnej wartości λ̂0, można wykazać, że zmie-
rzony sygnał resztkowy, tzn. ε(n) = x(n)−Âsin(2πλ̂0n/N+ θ̂) jest związany z modelem
zależnością ε(n) = ∆λ0x(n). Stąd widać, że szukana poprawka ∆λ0 jest liniowym para-
metrem modelu x(n) i można bezpośrednio uzyskać jej wartość za pomocą liniowej me-
tody najmniejszych kwadratów. Efektywność tego podejścia zależy w dużej mierze od do-
kładności wstępnego określenia wartości λ̂0. Zatem końcowa wartość estymacji składa się
z sumy wartości wstępnej estymacji, poprawki niwelującej wpływ składowej sprzężonej
i poprawki wynikającej z zastosowania algorytmu dopasowania sinusoidy. Jak pokazują
autorzy, opisywane podejście pozwala uzyskać odporność na szum na takim poziomie, jak
w przypadku metod uwzględniającą pojedynczą składową [181], zachowując możliwość
eliminacji obciążenia estymatora wynikającego z wpływu składowej sprzężonej.

3.7 Eliminacja wpływu innych składowych w sygnale

3.7.1 Składowa stała
Wang i in. przedstawiają metodę [171], wzorując się na podejściu wykorzystanym dla es-
tymatora (3.75), która pozwala dodatkowo na uwzględnienie w formule interpolacyjnej
wpływu składowej stałej na estymację. Problem występowania składowej stałej w prak-
tycznym systemie może być rozwiązany za pomocą analogowych układów filtrujących
lub technik cyfrowego filtrowania, jednak w przypadku pomiaru sygnałów wolnozmien-
nych systemy takie charakteryzują się długimi stałymi czasowymi w przypadku systemów
analogowych lub długimi liniami opóźniającymi w przypadku systemów cyfrowych. Pro-
ponowany przez Wanga estymator uwzględnia w modelu sygnału trzy składowe często-
tliwościowe, tj. składową podstawową, składową sprzężoną oraz składową stałą. Przeciek
widma wynikający z występowania w sygnale niezerowej składowej stałej zaczyna sta-
nowić problem w momencie, kiedy zastosowane jest okno inne niż prostokątne. Wynika
to z faktu, że rozszerzony listek główny takiego okna powoduje zmianę wartości prąż-
ków DFT znajdujących się przy prążku zerowym. Estymator Wanga wykorzystuje cztery
punkty DFT w interpolacji i jest zdefiniowany dla okien MSD z parametrem H:

|λ0| =
√

Π1/Π2 (3.87)

gdzie symbole Π1 i Π2 reprezentują wartości wyznaczników:

Π1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
H(1 +H)(2 +H) 3H + 3 X0 −3H2 − 6H − 2

(1−H)(1 +H)(2 +H) H + 4 X1 H2 − 2H − 5
(1−H)(2−H)(2 +H) −H + 5 X2 H2 + 4H − 8
(1−H)(2−H)(3−H) −3H + 6 X3 −3H2 + 12H − 11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (3.88)

oraz

Π2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
H(1 +H)(2 +H) 3H + 3 X0 1

(1−H)(1 +H)(2 +H) H + 4 X1 1
(1−H)(2−H)(2 +H) −H + 5 X2 1
(1−H)(2−H)(3−H) −3H + 6 X3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (3.89)
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Rysunek 3.5. Demonstracja wpływu przecieku widma pochodzącego od drugiej harmo-
nicznej dla częstotliwości podstawowej λ0 = 1.2 bin.

3.7.2 Składowe harmoniczne
Obecność składowych harmonicznych w sygnale, w przypadku krótkiego czasu trwania
okna pomiarowego, może okazać się problemem równie poważnym co obecność skła-
dowej sprzężonej. Zastosowanie okien czasowych może być wystarczające do usunięcia
wpływu składowych oddalonych, jednak jeśli harmoniczne niskiego rzędu mają znaczą-
ce wartości amplitudy, to dokładność pomiaru dla metod interpolowanej DFT znacząco
się zmniejsza. Odległość składowej podstawowej od składowej harmonicznej trzeciego
rzędu wynosi 2λ0, a więc tyle samo co w stosunku do składowej sprzężonej. Gorzej sytu-
acja wygląda dla składowej harmonicznej drugiego rzędu, dla której ta odległość wynosi
jedynie λ0. Stąd wartość przecieku od tej składowej może być znacząco większa niż od
składowej sprzężonej, nawet mimo wielokrotnie mniejszej wartości amplitudy składowej
harmonicznej. Demonstracja wpływu drugiej harmonicznej na wartość prążków DFT zo-
stała przedstawiona na rysunku 3.5.

Jednym z wyników badań prowadzonych w ramach niniejszej rozprawy jest uzyska-
nie metody pięciopunktowej wykorzystującej okna GMSD[123], która zakłada uwzględ-
nienie przecieku widma pochodzącego od składowych harmonicznych niskiego rzędu. W
przypadku użycia odpowiedniego okna czasowego są to przede wszystkim składowa fun-
damentalna, składowa sprzężona (najbliższa składowa znajdująca się po lewej stronie od
używanych prążków DFT) i najbliższa składowa harmoniczna (najbliższa składowa znaj-
dująca się po prawej strony od używanych prążków DFT). W zależności od praktycznego
zastosowania, najbliższa harmoniczna to najczęściej składowa rzędu drugiego lub trzecie-
go. Proponowana metoda daje możliwość dowolnego wyboru rzędu uwzględnionej skła-
dowej.

Metody IpDFT a składowe harmoniczne

Analiza wpływu zakłóceń harmonicznych na dokładność pomiarów estymatorów z bez-
pośrednią eliminacją wpływu składowej sprzężonej (3.75) i (3.76) pokazuje, że obecność
bliskich harmonicznych nawet o małej amplitudzie skutkuje znaczącym wzrostem obcią-
żenia [22], [37], [46], [100], [101]. Belega i Petri uzyskują analityczne wyrażenia określa-
jące błąd powstały w wyniku obecności przecieku widma pochodzącego od składowych
harmonicznych dla estymatora (3.75)[22]. Uzyskane zależności mogą stanowić podstawę
procedury dwustopniowej, w której pierwotne estymatory są korygowane za ich pomo-
cą w podobny sposób, jak opisano to w rozdziale (3.6.4), przy omawianiu wykorzystania
poprawki służącej eliminacji wpływu składowej sprzężonej.

52



Większość dostępnych metod interpolacji widma z kompensacją wpływu harmonicz-
nych wykorzystuje wstępną analizę harmoniczną sygnału, i dalej posługując się uzyska-
nymi wartościami parametrów, wykonuje usunięcie składowych harmonicznych z sygna-
łu oryginalnego w dziedzinie czasu. Prostym przykładem metody z eliminacją wpływu
składowych harmonicznych jest metoda Belegi i in. w pracy [17], w której zastosowano
procedurę iteracyjną tego rodzaju. Po wstępnym ustaleniu wartości częstotliwości λ0 za
pomocą algorytmu IpDFT, obliczone zostają wartości DtFT dla częstotliwości 2λ0,3λ0, ..,
Kλ0. Otrzymane wartości zespolone służą do wyznaczenia parametrów składowych har-
monicznych, tak jak w przypadku metody bezpośredniej, wykorzystującej jedną wartość
widma. Odtworzone sygnały sinusoidalne są odejmowane od sygnału w dziedzinie czasu
i dopiero tak zmodyfikowany sygnał zostaje użyty w celu dokonania ostatecznej estymacji
za pomocą ponownego użycia algorytmu IpDFT.

Iteracyjne metody pośrednie

Eliminacja iteracyjna składowych harmonicznych może odbywać się zarówno w dziedzi-
nie czasu, jak i częstotliwości. Przykładem mogą być najpopularniejsze prace z wcześniej
omawianą procedurą e-IpDFT [151] i metodą i-IpDFT(ang. iterative IpDFT ) [72]. Są to
iteracyjne metody kompensacji wpływu składowych widmowych w dziedzinie częstotli-
wości. Metoda i-IpDFT wykorzystuje wcześniejsze podejście iteracyjne znane z metody
e-IpDFT[151] w celu uzupełnienia o kompensację wpływu składowych harmonicznych i
interharmonicznych, jak zostało opisane przy okazji opisu równania (3.82), dla przypad-
ku składowej sprzężonej. W stosunku do wcześniejszej metody, pierwotna metoda IpDFT
jest zmodyfikowana do postaci estymatora trzypunktowego, który jest zdefiniowany dla
trzech pierwszych okien GMSD: prostokątnego, kosinusowego i okna Hanninga, wyko-
rzystując estymator Dudy i Barczentewicza [79]. Otrzymana procedura charakteryzuje się
lepszymi charakterystykami błędu niż dla metody e-IpDFT w przypadku rzeczywistego
sygnału sieci elektroenergetycznej. Jednak metoda i-IpDFT [151] staje się nieskuteczna
dla krótszych czasów pomiaru (dla wartości λ0 < 3), w szczególności gdy obecna jest
druga harmoniczna. Jest to spowodowane dużym udziałem wartości przecieku od listka
głównego pochodzącego od tych sąsiadujących składowych. Stąd wstępny pomiar para-
metrów jest obarczony zbyt dużym błędem by korekcja była efektywna. Nowe podejście
do problemu estymacji częstotliwości dla krótkich czasów pomiaru i obecności składowej
sprzężonej, wraz z uwzględnieniem wpływu drugiej harmonicznej, przedstawiono w ko-
lejnych rozdziałach niniejszej rozprawy z wykorzystaniem estymatora pięciopunktowego
dla okien GMSD. Opisywana powyżej procedura iteracyjna może stanowić dalsze rozsze-
rzenie zaproponowanej metody.

Przykład metody wieloetapowej z uwzględnieniem wpływu składowych harmonicz-
nych

Rozszerzając wątek przykładowej metody wieloetapowej, tj. wykorzystania estymatora
IpDFT i algorytmu dopasowania sinusoidy z rozdziału 3.6.4, warto zwrócić uwagę na
drugą procedurę proponowaną przez Belegę i Petriego, tj. metodę HPSF-IpDFTc (ang.
harmonic distorted linear sine fit) [23], która dodatkowo uwzględnia wpływ składowych
harmonicznych w estymacji parametrów sygnału wieloczęstotliwościowego w sposób ite-
racyjny. Ta wersja różni się od algorytmu PSF-IpDFTc, którego opis został zamieszczony
w rozdziale 3.6.4 tym, że wstępna estymacja za pomocą algorytmu IpDFTc odbywa się dla
wszystkich wykrytych składowych harmonicznych, a nie tylko dla składowej sprzężonej.
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Uzyskane parametry służą do obliczenia sygnału resztkowego ε, który tym razem składa
się z różnicy między modelem x(n) a sumą sygnałów sinusoidalnych, których parametry
zostały uzyskane za pomocą algorytmu IpDFTc [20], [30].

Formuła bezpośrednia

Formuła interpolacyjna uwzględniająca w modelu rzeczywisty sygnał sinusoidalny oraz
wybraną rzeczywistą składową harmoniczną została przedstawiona przez autora niniejszej
rozprawy w pracy[123]. Zgodnie z wiedzą autora jest to jedyna bezpośrednia procedura
IpDFT dostępna w literaturze, realizująca interpolację widma z uwzględnianiem udzia-
łu czterech składowych częstotliwościowych. Metoda jest wyprowadzona dla przypadku
okien GMSD i stanowi jedną z metod, których analiza stanowi treść kolejnych rozdziałów
niniejszej rozprawy.

3.7.3 Eliminacja wpływu innych składowych częstotliwościowych
Głównym środkiem eliminacji wpływu przecieku widma składowych interharmonicznych
lub innych zakłóceń pozostaje stosowanie okien czasowych. Jeśli jednak wykryte zakłó-
cenia w sygnale zostają zidentyfikowane jako interharmoniczne, ich wpływ może zostać
zredukowany także za pomocą procedur iteracyjnych. Przykładem jest zastosowanie pro-
cedury opisywanej wcześniej przy okazji składowych harmonicznych, która realizuje usu-
nięcie wpływu wstępnie wykrytej składowej w dziedzinie częstotliwości [72].

Metody z bezpośrednią formułą, w grupie metod interpolacji widma, mogą modelować
wpływ składowych oddalonych za pomocą odpowiedniego konstruowania użytych współ-
czynników zawierających wartości prążków DFT. Przykładem takiej metody jest metoda
Agreža [5], wcześniej opisywana przy okazji omawiania formuł trzypunktowych (rozdział
3.5.3), która modeluje sumaryczny wpływ składowych oddalonych dla sąsiadujących ze
sobą prążków DFT za pomocą wartości stałej. Takie założenie staje się coraz mniej do-
kładne w momencie, gdy odległości pomiędzy składowymi widmowymi zmniejszają się.
Analizując postać widma można zauważyć, że sumaryczna postać przecieku widma po-
chodząca od składowych oddalonych nadal zachowuje płaski kształt charakterystyki. Ta
cecha sumy wartości listków bocznych obserwowana w widmie może być użyta przez wy-
korzystanie modelowania wielomianem.

Eliminacja wpływu dla składowych oddalonych za pomocą aproksymacji wielomia-
nem

Chen i in. [65] wprowadzają, analogiczny w stosunku do estymatora Agreža (3.56), es-
tymator trzypunktowy, który także modeluje wpływ składowych oddalonych za pomocą
stałej i różni się od niego wyłącznie zastosowaniem wartości zespolonych oraz zastosowa-
niem okien MSD:

δa = cN

(
Xk+1 −Xk−1

∆2Xk−1

)
(3.90)

Powyższy estymator zostaje rozszerzony przez autorów na przypadek (L+ 3)-punktowy:

λ0 = k +
L

2
+ 1 +

(
L

2
+H

) ∆L+1Xk + ∆L+1Xk+1

∆L+2Xk

(3.91)

który wynika z zastosowania modelu przecieku widma dla prążka DFT skłającego się z su-
my przecieku widma pochodzącego od składowej podstawowej oraz wartości wielomianu
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modelującego sumaryczny wpływ od innych składowych:

Xk = B0W (λ− λ0) +
L∑
i=0

Cil
i (3.92)

gdzieB0 jest zespoloną amplitudą składowej podstawowej (jak w modelu (3.10)), L ozna-
cza stopień wielomianu, zaś Ci współczynniki wielomianu.

Inne podejście do modelowania składowych oddalonych zostało zaproponowane w
[37], która to praca definiuje trzypunktowy estymator (3.75) dla okien GMSD. Uwzględ-
nienie wpływu składowych oddalonych (long-range leakage) polega na bezpośrednim uwzględ-
nieniu L oddalonych składowych częstotliwościowych w wyprowadzeniu i skorzystaniu z
założenia, że częstotliwość składowych oddalonych jest dużo większa od częstotliwości
podstawowej tj. |λh � λ0|. W wyniku takiego założenia otrzymany został estymator dla
(L+ 3) punktów:

λ2 = k2 + Re{ε} (3.93)
gdzie ε jest definiowany jako:

ε = (p+L+2)

(p+ L+ 2)
4

+ (p+ L+ 1)
∆LXk+1

∆L+2Xk +
(
k + L

2 + 1
)∆LXk+2 −∆LXk

∆L+2Xk


(3.94)

Powyższy estymator upraszcza się do estymatora Chena (3.91), gdy w modelu nie jest
uwzględniana składowa sprzężona. Stąd wynika, że założenie o oddalonych składowych z
pracy [37] jest równoważny zastosowaniu modelowania przecieku long-range za pomocą
wielomianu.

3.8 Zestawienie właściwości metod interpolacji widma DFT

3.8.1 Porównanie jakościowe omówionych metod interpolacji widma
DFT

Pozostała część niniejszego rozdziału poświęcona jest zbiorczemu zestawieniu omówio-
nych dotychczas metod interpolacji widma. Wykonana została analiza porównawcza, która
ma charakter jakościowy i jej głównym celem jest usystematyzowanie właściwości ze-
branych metod, a także uwypuklenie najważniejszych aspektów metod zaproponowanych
przez autora niniejszej rozprawy, przez porównanie z innymi dostępnymi metodami. Pod-
sumowanie przeprowadzonej analizy wraz ze szczegółowym porównaniem każdej metody
zawarte jest w tabelach 3.1, 3.2, 3.3 oraz 3.4.

3.8.2 Sposób uwzględnienia przecieku widma w interpolacji
Metody z bezpośrednią formułą interpolacyjną

Najprostszym podejściem do uwzględnienia przecieku widma w estymacji jest jej bez-
pośrednie uwzględnienie w formule interpolacyjnej. Większość omawianych w niniejszej
pracy metod interpolacji widma DFT wykorzystuje wstępny model sygnału w celu uzy-
skania zależności wiążących wartości widma, które są używane w estymacji. Im model
sygnału jest bardziej złożony, tym trudniej jest uzyskać estymator nie czyniąc dodatko-
wych uproszczeń. Dlatego estymatory z jednokrokową formułą interpolacyjną uwzględ-
niają maksymalnie do kilku oscylacji zespolonych. Dostępne estymatory pozwalają na
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uwzględnienie w modelu składowej stałej, składowej sprzężonej oraz pojedynczej skła-
dowej harmonicznej. Taki sposób uwzględnienia przecieku widma w metodzie reprezen-
towany jest przez cechy od #1 do #4 w tabeli 3.1.

Modelowanie przecieku widma za pomocą stałej lub wielomianu

Sposobem na przybliżone uwzględnienie przecieku widma pochodzącego od wielu skła-
dowych jednocześnie jest aproksymacja stałą lub wielomianem. Jest to technika opisywana
w rozdziale 3.7.3 i ma zastosowanie wyłącznie dla składowych oddalonych. Ten sposób
uwzględnienia przecieku widma jest reprezentowany przez cechę #5 opisaną w tabeli 3.1.

Metody iteracyjne

Jeśli składowa widmowa nie jest uwzględniona w formule interpolacyjnej danej meto-
dy, to nadal możliwe jest usunięcie jej wpływu przez techniki iteracyjne. Tego rodzaju
metody wykorzystują estymację parametrów kompensowanej składowej wykonywaną w
każdej iteracji do zmniejszenia błędu estymacji. Jest to zwykle realizowane przez mody-
fikację wartości próbek sygnału lub widma. Ten sposób uwzględnienia przecieku widma
jest reprezentowany przez cechę #6 opisaną w tabeli 3.1.

3.8.3 Struktura obliczeniowa metod interpolacji widma
Liczba wykorzystywanych wartości widma

Jedną z ważniejszych charakterystyk metody interpolacji widma jest liczba użytych war-
tości widma w estymacji. Najprostsze metody wykorzystują dwie wartości DFT lub DtFT.
Jest to minimalna liczba, dla której możliwe jest wykonanie interpolacji. Liczba wykorzy-
stywanych wartości widma w estymacji jest oznaczona przez numer #7 opisany w tabeli
3.1.

Metody wykorzystujące jednokrokowe formuły interpolacyjne

Najbardziej korzystnym wyborem z punktu widzenia złożoności obliczeniowej są metody
wykorzystujące jednokrokową formułę algebraiczną do estymacji częstotliwości. Często
same obliczenia związane z wykonaniem estymacji stanowią jedynie ułamek czasu ob-
liczenia wartości widma i cechują się prostotą implementacji w praktycznym systemie.
Warto także zauważyć, że znaczna część innych metod interpolacji widma także wyko-
rzystuje prostą formułę interpolacyjną jako jeden z etapów wstępnych estymacji lub jest
użyty w iteracjach metody. Taka forma algorytmu jest reprezentowana przez cechę #8 w
tabeli 3.1.

Metody wieloetapowe

Metody wieloetapowe zakładają użycie pewnej ustalonej liczby zależności w sekwencji,
gdzie każdy kolejny krok może wykorzystywać informację uzyskaną w kroku poprzed-
nim. Typowym scenariuszem takich metod jest wykorzystanie formuły jednokrokowej do
ustalenia wstępnej wartości estymacji częstotliwości, po której zostaje wykorzystane ko-
lejne wyrażenie np. na poprawkę redukującą obciążenie lub kompensację wpływu innych
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składowych. Główną różnicą w stosunku do metod iteracyjnych jest to, że metody wielo-
etapowe zakładają stałą niezmienną liczbę kroków. Każdy z realizowanych kroków zwią-
zany jest z konkretnym działaniem, np. kompensacji wpływu jednej konkretnej składowej,
a wpływ na dokładność pomiaru nie jest w żaden sposób weryfikowany. Taka struktura
algorytmu jest reprezentowana przez cechę #9 w tabeli 3.1.

Metody iteracyjne

Głównym założeniem metod interpolacji widma wykorzystujących techniki iteracyjne jest
polepszenie dokładności estymacji w każdej iteracji, aż do spełnienia pewnego założonego
kryterium. Metody iteracyjne często zakładają kompensację wpływu innych składowych,
np. harmonicznych i interharmonicznych (jak opisano wyżej w 3.8.2, przy okazji opisu
technik uwzględniania przecieku widma w interpolacji), ale mogą także poprawiać wynik
przez optymalizację wyboru wartości użytych parametrów metody lub pomiaru. Istnieje
także cała klasa metod wykorzystujących techniki iteracyjne, które polegają na wykorzy-
staniu dodatkowych wartości widma ciągłego IpDFT w kolejnych iteracjach. W przypadku
metod iteracyjnych należy pamiętać o potencjalnym braku zbieżności, w szczególności
w przypadku, gdy w sygnale pojawiają się zakłócenia deterministyczne, które zmienia-
ją wyraźnie kształt widma. Taka struktura algorytmu jest reprezentowana przez cechę #9
opisaną w tabeli 3.1.

3.8.4 Widmo sygnału w metodach interpolacji
Wykorzystywanie widma amplitudowego i wartości zespolonych

W ogólności metody interpolacji widma mogą wykorzystywać pełną informację zawartą
w wartościach zespolonych widma Xk lub tylko wartości modułu widma |Xk|. Przewa-
gą metod wykorzystujących wartości zespolone jest to, że nie występuje w nich problem
określenia kierunku interpolacji. Rodzaj używanych wartości widma w interpolacji repre-
zentowany jest przez cechę #10 w tabeli 3.1.

Wykorzystane okno czasowe

Nałożenie okna czasowego na sygnał skutkuje zmianą kształtu jego widma (rozdział 3.2.4).
Dlatego rodzaj zastosowanego okna czasowego bezpośrednio wpływa na postać uzyski-
wanej formuły interpolacyjnej. Jeśli wykorzystywane jest przybliżenie określające kształt
widma, to sposób doboru parametrów metody ma bezpośredni wpływ na dokładność esty-
macji. Rodzaj wykorzystywanego okna czasowego jest określona przez cechę #11 w tabeli
3.1.

Metody wykorzystujące wartości widma ciągłego DtFT

Tak jak zostało to już opisane przy okazji metod iteracyjnych (rozdział 3.8.3), oblicza-
nie dodatkowych wartości widma DtFT o niecałkowitej częstotliwości λ może skutkować
w poprawie dokładności estymacji. Wiąże się to jednak ze wzrostem złożoności oblicze-
niowej metody ze względu na konieczność obliczenia wartości z widma ciągłego X(λ).
Metody wykorzystujące wartości z widma ciągłego DtFT oznaczone są z użyciem cechy
#12 opisanej w tabeli 3.1.
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3.8.5 Nowe metody interpolacji widma wykorzystujące okna GMSD
Nowe metody interpolacji widma zaproponowane w niniejszej rozprawie wykorzystują
wartości zespolone widma i zostały wyprowadzone dla okien czasowych GMSD. Właści-
wości tych metod zostały zestawione w tabeli 3.4, a same metody stanowią główny temat
rozważań pozostałej części pracy. Składają się na nie: metoda dwupunktowa (2pGMSD),
która przyjmuje w modelu pojedynczą oscylacją zespoloną; metoda trzypunktowa (3pGMSD)
[37], która wykorzystuje bezpośrednią eliminację wpływu składowej sprzężonej w formule
interpolacyjnej oraz metoda pięciopunktowa (5pGMSD) [123], która dodatkowo wykorzy-
stuje bezpośrednią eliminację wpływu najbliższej rzeczywistej składowej harmonicznej w
formule interpolacyjnej. Wprowadzone estymatory są metodami z jednokrokową formułą
interpolacyjną. Należy jednak mieć na uwadze, że mogą służyć jako podstawowy algorytm
dla dużej części technik wykorzystywanych w metodach wieloetapowych lub iteracyjnych,
które były omawiane w niniejszym rozdziale.

Tabela 3.1. Opis cech porównywanych metod ze względu na użyty w interpolacji model
sygnału, strukturę algorytmu oraz postać widma sygnału. Do każdej z omawianych cech
przydzielony jest numer, który dalej jest wykorzystany do identyfikacji cechy w zestawie-
niach przedstawionych w tabelach (3.2, 3.3 i 3.4).

Porównanie cech omawianych w rozdziale trzecim
Model sygnału:
#1 Bezpośrednie uwzględnienie wpływu składowej podstawowej w for-

mule interpolacyjnej
#2 Bezpośrednie uwzględnienie składowej sprzężonej w formule interpo-

lacyjnej
#3 Bezpośrednie uwzględnienie składowej stałej w formule interpolacyj-

nej
#4 Bezpośrednie uwzględnienie rzeczywistej składowej harmonicznej w

formule interpolacyjnej
#5 Pośrednie nieiteracyjne uwzględnienie innych składowych częstotliwo-

ściowych sygnału: aproksymacja wpływu long-range leakage za pomo-
cą modelowania stałą, wielomianem lub w inny sposób

#6 Usunięcie w sposób iteracyjny wpływu innych składowych częstotliwo-
ściowych sygnału (w dziedzinie czasu lub częstotliwości) lub kompensa-
cja tego wpływu w kolejnych etapach estymacji (zastosowanie poprawki,
dobór parametrów)

Struktura algorytmu:
#7 Liczba wykorzystanych wartości DFT/DtFT
#8 Czy jest metodą iteracyjną?
#9 Czy jest metodą wieloetapową?
Postać widma:
#10 Metoda wykorzystuje wartości modułu widma (|Xk|) czy wartości ze-

spolone Xk?
#11 Wykorzystane okna czasowe
#12 Czy metoda wykorzystuje wartości DtFT?
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Tabela 3.2. Zestawienie własności wybranych metod omawianych w rozdziale trzecim.

Klasyczne metody IpDFT
model sygnału struktura postać widma

Metoda #1 #2 #3 #4 #5 #6 #7 #8 #9 #10 #11 #12
Renders[148] 3 7 7 7 7 7 2 7 7 Xk Prost. 7

Bertocco[32] 3 7 7 7 7 7 2 7 7 Xk Prost. 7

Rife[149] 3 7 7 7 7 7 2 7 7 |Xk| MSD 7

Yang[179] 3 7 7 7 7 7 2 7 7 Xk MSD 7

Quinn[144] 3 7 7 7 7 7 2 7 7 Xk Prost. 7

Liao[115] 3 7 7 7 7 7 2 7 3 Xk Prost. 7

Agrež[5] 3 7 7 7 3 7 3 7 7 |Xk| Prost. 7

Belega[12] 3 7 7 7 3 7 3 7 7 |Xk| MSD 7

Duda[79] 3 7 7 7 3 7 3 7 7 |Xk| GMSD 7

Iteracyjne dwupunktowe metody IpDFT z obliczaniem DtFT
model sygnału struktura postać widma

Metoda #1 #2 #3 #4 #5 #6 #7 #8 #9 #10 #11 #12
Aboutanios[3] 3 7 7 7 7 7 2 3 7 |Xk| Prost. 3

Serbes[158] 3 7 7 7 7 7 2 3 7 |Xk| Prost. 3

Liao[114] 3 7 7 7 7 7 2 3 7 |Xk| Prost. 3

Belega[24] 3 7 7 7 7 7 2 3 7 |Xk| MSD 3

Iteracyjne trzypunktowe metody IpDFT z obliczaniem DtFT
model sygnału struktura postać widma

Metoda #1 #2 #3 #4 #5 #6 #7 #8 #9 #10 #11 #12
Fan[81] 3 7 7 7 7 7 3 3 7 |Xk| Prost. 3

Wei[172] 3 7 7 7 7 7 3 3 7 |Xk| Prost. 3

Inne estymatory trzypunktowe dla pojedynczej oscylacji zespolonej
model sygnału struktura postać widma

Metoda #1 #2 #3 #4 #5 #6 #7 #8 #9 #10 #11 #12
Jacobsen[93] 3 7 7 7 7 7 3 7 7 Xk Prost. 7

Candan[58] 3 7 7 7 7 7 3 7 7 Xk Prost. 7

Candan[60] 3 7 7 7 7 7 3 7 3 Xk każde* 7

Liang[113] 3 7 7 7 7 7 3 7 7 Xk Prost. 7

Wen[173] 3 7 7 7 7 7 3 7 7 Xk MSD 7

Chen[65] 3 7 7 7 3 7 L+3 7 7 Xk MSD 7

Klasa metod z bezpoś. el. składowej sprzężonej
model sygnału struktura postać widma

Metoda #1 #2 #3 #4 #5 #6 #7 #8 #9 #10 #11 #12
Chen[64] 3 3 7 7 3 7 3 7 7 Xk Hann 7

Borkowski[36] 3 3 7 7 3 7 3 7 7 Xk MSD 7

Wang[171] 3 3 3 7 3 7 4 7 7 Xk MSD 7

Borkowski[37] 3 3 7 7 3 7 3 7 7 Xk GMSD 7

Matusiak[123] 3 3 7 3 3 7 5 7 7 Xk GMSD 7

Wang[170] 3 3 7 7 3 7 3 7 7 Xk Prost. 7
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Tabela 3.3. Zestawienie własności wybranych metod omawianych w rozdziale trzecim.

Metody z iteracyjnym usuwaniem wpływu składowej sprzężonej
model sygnału struktura postać widma

Metoda #1 #2 #3 #4 #5 #6 #7 #8 #9 #10 #11 #12
Romano[151] 3 7 7 7 7 7 3 3 7 |Xk| Prost. 3

Ye[181] 3 7 7 7 7 7 2 3 7 |Xk| Prost. 3

Metody z iteracyjnym usuwaniem wpływu składowych harmonicznych
model sygnału struktura postać widma

Metoda #1 #2 #3 #4 #5 #6 #7 #8 #9 #10 #11 #12
Belega[23] 3 7 7 7 7 7 3 3 7 |Xk| Prost. 3

Derviškadic[72] 3 7 7 7 7 7 2 3 7 |Xk| Prost. 3

Tabela 3.4. Zestawienie własności metod interpolacji widma zaproponowanych przez au-
tora niniejszej rozprawy.

Metody IpDFT dla okien GMSD zaproponowane w niniejszej rozprawie
model sygnału struktura postać widma

Metoda #1 #2 #3 #4 #5 #6 #7 #8 #9 #10 #11 #12
2pGMSD 3 3 7 3 3 7 5 7 7 Xk GMSD 7

3pGMSD [37] 3 3 7 3 3 7 5 7 7 Xk GMSD 3

5pGMSD[123] 3 3 7 3 3 7 5 7 7 Xk GMSD 7
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Rozdział 4

Nowa rodzina metod IpDFT dla okien
czasowych GMSD

4.1 Wprowadzenie do rozdziału
Analiza dotycząca dostępnych metod interpolowanej DFT przeprowadzona w rozdziale 3
pokazała, że obecnie wykorzystywane techniki ograniczania wpływu na estymację obec-
ności składowych zakłócających najczęściej zakładają kompensację pośrednią, np. z uży-
ciem technik iteracyjnych. W przypadku zastosowania tych metod skrócenie czasu trwa-
nia okna pomiarowego powoduje zmniejszenie dokładności estymacji, co jest związane
z rosnącym wpływem przecieku widma pochodzącym od bliskich składowych częstotli-
wościowych, zwłaszcza składowej sprzężonej i bliskich składowych harmonicznych. Jak
zostało pokazane w niniejszym rozdziale, funkcja aproksymująca charakterystykę często-
tliwościową okien GMSD [37] pozwala na uzyskanie nowych metod IpDFT, które cha-
rakteryzują się znaczącą redukcją wpływu przecieku widma pochodzącego od bliskich
składowych, bezpośrednio w formule interpolacyjnej.

Końcowym rezultatem przeprowadzonych badań nad metodami interpolacji widma
jest autorska procedura uzyskiwania algebraicznych wyrażeń estymatorów częstotliwości
wykorzystujących okna GMSD. Uzyskiwane w ten sposób formuły interpolacyjne uwzględ-
niają wpływ przecieku widma pochodzącego od innych składowych występujących w wid-
mie. W niniejszym rozdziale zostały przedstawione zależności, wraz z pełnym wyprowa-
dzeniem, dla trzech metod: dwupunktowej, trzypunktowej[37] (wraz z jej uogólnioną po-
stacią) oraz pięciopunktowej[123]. Prezentowane estymatory zakładają redukcję wpływu
na estymację kolejnych składowych częstotliwościowych, odpowiednio: jednej, dwóch lub
czterech oscylacji zespolonych. Wszystkie z wymienionych metod zostały przedstawio-
ne w uogólnionej i sparametryzowanej formie, która umożliwia otrzymanie wyrażenia
uwzględniającego wpływ wybranych zespolonych oscylacji harmonicznych (z częstotli-
wością stanowiącą całkowitą wielokrotność częstotliwości podstawowej λ0). Dla metody
dwupunktowej możliwy jest wybór krotności jednej zespolonej oscylacji harmonicznej,
dla metody trzypunktowej dwóch oscylacji zespolonych oraz krotności dwóch dowolnie
wybranych rzeczywistych oscylacji harmonicznych dla przypadku metody pięciopunkto-
wej. W praktyce oznacza to m.in. możliwość wyeliminowania wpływu wybranej rzeczy-
wistej składowej harmonicznej niskiego rzędu w pomiarze częstotliwości sygnału sinuso-
idalnego z wykorzystaniem metody pięciopunktowej. Wszystkie z wymienionych metod
są metodami z bezpośrednią eliminacją wpływu składowych zakłócających, a więc ofe-
rują jednokrokową formułę algebraiczną służącą estymacji częstotliwości unormowanej
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λ0. W przypadku metody trzypunktowej, bezpośrednia eliminacja wpływu bliskich skła-
dowych częstotliwościowych funkcjonuje równolegle do eliminacji wpływu składowych
oddalonych wynikającej z zastosowania okien GMSD[37].

4.2 Widmo okien czasowych GMSD
Dla zachowania kompletności wywodu, poniżej zostały ponownie przedstawione zależno-
ści związane z oknami czasowymi GMSD, które stanowią punkt wyjścia dla wyprowa-
dzenia uzyskiwanych metod. Dyskretna funkcja definiująca postać czasową okien GMSD
przyjmuje w ogólności postać:

w(n) = sinp
(
πn

N

)
(4.1)

dla okna pomiarowego o długości N , gdzie indeks n = 0,...,N − 1, a parametr okna p jest
nieujemną liczbą całkowitą. Okna czasowe tej rodziny są uogólnioną postacią okien MSD
(tj. okien I klasy Rife’a-Vincenta)[37]. Zależność (4.1) może zostać wykorzystana do defi-
nicji postaci czasowej okien MSD dla parzystych wartości parametru okna p. Okna GMSD
zachowują własność maksymalnego tempa opadania listków bocznych charakterystyczną
dla okien MSD[37].

Podstawową zależnością wykorzystywaną w wyprowadzeniu równań uzyskiwanych
metod jest ciągła funkcja aproksymująca charakterystykę częstotliwościową okna czaso-
wego (4.1)[37]:

Wp(λ) =

N · p!
π · 2p

e−jπλ sin
(
πλ+ z

π

2

)
(−1)r+z

r∏
h=−(r+z)

(
λ+ h+

z

2

) (4.2)

gdzie parametry z oraz r są definiowane z użyciem parametru okna p jako p = 2r+z oraz
r = bp/2c, tj. r jest wartością całkowitą, będącą ilorazem dzielenia p przez dwa, z kolei z
stanowi resztę tego dzielenia.

Estymatory sygnału wieloczęstotliwościowego występujące w metodach interpolacji
widma w ogólności wykorzystują dwie informacje: o wartościach prążków DFT oraz z
zależności określającej relację pomiędzy nimi, tj. o kształcie widma, który wynika z przy-
jętego modelu sygnału. W przypadku okien GMSD widmo można aproksymować poprzez
sumę przesuniętych na osi częstotliwości i przeskalowanych funkcji (4.2), dla których każ-
da reprezentuje widmo pojedynczej oscylacji zespolonej, a uzyskane w pomiarze wartości
DFT wyznaczają zbiór dyskretnych wartości rozłożonych równomiernie w ciągłym wid-
mie. Wskazane wyrażenie stanowi punkt wyjścia dla wyprowadzenia metod interpolacji,
gdyż pozwala na ustalenie relacji zachodzącej pomiędzy kolejnymi wartościami DFT wid-
ma i ostatecznie prowadzi do uzyskania formuły interpolacyjnej. Ogólne wyrażenie wią-
żące dwie dowolne wartości DFT z widma okna GMSD (4.2) jest wyrażone w następujący
sposób [37]:

Wp(λ+ n) = Wp(λ)
n∏

m=1

2(λ+m− 1)− p
2(λ+m) + p

(4.3)

gdzie dla dowolnej częstotliwości unormowanej widma λ można ustalić związek pomię-
dzy wartością Wp(λ) i oddaloną od niej o n wartością widma Wp(λ+ n), a n jest warto-
ścią całkowitą (n ∈ Z). Licznik i mianownik powyższego wyrażenia stanowią wielomiany
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zmiennej λ przyjmujące stopień zależny od odległości n pomiędzy dwoma rozpatrywany-
mi prążkami. Stąd przemnożenie obu stron równania (4.3) przez wielomian występujący
w mianowniku prowadzi do uzyskania równania wielomianowego stopnia n. Zestawie-
nie tej relacji z modelem sygnału wieloczęstotliwościowego (3.3) pozwala na uzyskanie
wyrażenia wiążącego wartości sąsiadujących prążków widma X(k). Jeśli jest możliwe
rozwiązanie tak uzyskanego równania ze względu na wartość λ0, to uzyskana relacja pro-
wadzi do formuły interpolacyjnej. Wraz ze wzrostem wartości parametru nw (4.3) uzyski-
wane równanie bardzo się komplikuje. Dlatego dla uproszczenia zapisu uzyskanej relacji
zachodzącej pomiędzy prążkami DFT, używane są współczynniki różnic skończonych de-
finiowane w sposób rekurencyjny:

∆0Xk = Xk

∆1Xk = Xk+1 −Xk

· · ·
∆nXk = ∆n−1Xk+1 −∆n−1Xk

(4.4)

gdzie wartość n oznacza rząd współczynnika. Liczba prążków DFT, których wartości są
używane do obliczenia współczynnika ∆nXk wynosi n + 1. Dla metody dwupunktowej
wykorzystywane są zatem współczynniki maksymalnego rzędu n = 1 (współczynnik
∆1Xk), dla metody trzypunktowej n = 2 (współczynnik ∆2Xk) oraz dla metody pię-
ciopunktowej n = 4 (współczynnik ∆4Xk).

Wyprowadzenia przedstawione w niniejszym rozdziale wykorzystują analizę przypad-
ku pojedynczej oscylacji zespolonej jako bazę do uzyskania kolejnych relacji opisujących
pełny model (3.3). Przyjęte podejście ma na celu uproszczenie wyprowadzeń. Ostatecznie
uzyskanie końcowych formuł interpolacyjnych jest możliwe dzięki wykorzystaniu własno-
ści liniowości przekształcenia DFT.

4.3 Widmo pojedynczej oscylacji zespolonej dla okien GMSD
i dwupunktowa formuła IpDFT

W rozdziale 3 wykorzystanie wzoru Eulera do rozwinięcia modelu sygnału wieloczęsto-
tliwościowego (3.1) pozwoliło na jego przedstawienie w postaci sumy oscylacji zespolo-
nych w równaniach (3.2) oraz (3.3). W dalszej części wywodu wybrana została pojedyncza
oscylacja oznaczona indeksem l = a z modelu (3.3), której częstotliwość λa = aλ0 sta-
nowi całkowitą wielokrotność częstotliwości podstawowej λ0:

xa(n) = Bae
j2πaλ0 nN (4.5)

dla której Ba oznacza amplitudę zespoloną oscylacji.
Wykorzystanie przekształcenia DFT (3.4), po nałożenie okna czasowego w(n) na sy-

gnał xa(n), pozwala na otrzymanie wartości dyskretnego widma X(aλ0)
k :

X
(aλ0)
k =

N−1∑
n=0

w(n)xa(n)e−j2πk
n
N (4.6)

Równania (4.5) i (4.6) prowadzą do następującej zależności opisującej widmo cząstkowe
X

(aλ0)
k związane z pojedynczą oscylacją a:

X
(aλ0)
k = BaWp(k − aλ0) (4.7)
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Górny indeks zastosowany w symbolu X(aλ0)
k ma na celu podkreślenie faktu, że X(aλ0)

k

jest składową widmową modelu (3.10), związaną z sygnałem xa(n). Przyjęta konwencja
jest dalej konsekwentnie stosowana w niniejszym rozdziale.

Tak jak podkreślano wcześniej, formuły interpolacyjne wprowadzanej rodziny metod
opierają się na analizie relacji pomiędzy wartościami sąsiadujących ze sobą prążków wid-
ma. Najprostszym wyrażeniem tego rodzaju jest takie, które uwzględnia dwie kolejne
wartości prążków pochodzących z dyskretnego widma X(aλ0)

k . W celu uzyskania takiej
zależności można obliczyć wartość współczynnika różnicy skończonej rzędu pierwszego,
zgodnie z definicją (4.4). Po uwzględnieniu wyrażenia (4.7) otrzymano:

∆1X
(aλ0)
k = X

(aλ0)
k+1 −X

(aλ0)
k = Ba [Wp(k + 1− aλ0)−Wp(k − aλ0)] (4.8)

W powyższym równaniu nie są znane dwa parametry sygnału xa(n), tj. amplituda zespo-
lonaBa i częstotliwość podstawowa λ0. Celem opisywanego wyprowadzenia jest znalezie-
nie wartości częstotliwości λ0, dlatego należy wyeliminować parametr Ba z równania. W
tym celu można wykorzystać relację (4.3), dzięki której możliwe jest rozwinięcie wartości
Wp(k + 1− aλ0) we wcześniejszym równaniu:

∆1X
(aλ0)
k = BaWp(k−aλ0)

[
k − 2aλ0 − p

2(k − aλ0 + 1) + p
− 1

]
= X

(aλ0)
k

[
k − 2aλ0 − p

2(k − aλ0 + 1) + p
− 1

]
(4.9)

W powyższym równaniu parametr amplitudy zespolonej Ba został zwinięty do postaci
X

(aλ0)
k przez bezpośrednie wykorzystanie definicji (4.7). W celu uproszczenia zależności

należy uzyskany ułamek podzielić przez 2 i dalej sprowadzić do wspólnego mianownika
z ułamkiem otrzymanym przez rozwinięcie wartości −1:

∆1X
(aλ0)
k = X

(aλ0)
k

[
k − aλ0 − p

2

(k − aλ0 + 1) + p
2

−
(k − aλ0 + 1) + p

2

(k − aλ0 + 1) + p
2

]
= X

(aλ0)
k

−(p+ 1)
(k − aλ0 + 1) + p

2
(4.10)

Ostatecznie wyrażenie opisujące relację pomiędzy dwoma sąsiadującymi ze sobą prążka-
mi X(aλ0)

k i X(aλ0)
k+1 przybiera postać:

(p+ 1)X(aλ0)
k = ∆1X

(aλ0)
k

(
aλ0 − k − 1− p

2

)
(4.11)

Jeśli model sygnału składa się wyłącznie z jednej oscylacji zespolonej, to jedyną niewia-
domą w powyższym równaniu jest wartość częstotliwości unormowanej λ0. Tę samą pro-
cedurę można zastosować do wyprowadzenia zależności zawierającą wartości ∆1X

(aλ0)
k

oraz X(aλ0)
k (przez rozwinięcie wartości Wp(k − aλ0) zamiast Wp(k + 1λ0) w równaniu

(4.8)). Alternatywna wersja równania (4.11) jest wówczas dana jako:

(p+ 1)X(aλ0)
k+1 = ∆1X

(aλ0)
k

(
aλ0 − k +

p

2

)
(4.12)

Równania (4.11) oraz (4.12) prowadzą do otrzymania formuły interpolacyjnej dla przy-
padku pojedynczej zespolonej oscylacji harmonicznej obecnej w modelu sygnału. Zakła-
dając, że częstotliwość podstawowa λ0 w modelu sygnału (3.3) odpowiada częstotliwości
rozważanej oscylacji, to parametr a będący krotnością harmonicznej musi przyjąć war-
tość a = 1. Kolejnym krokiem jest ustalenie relacji pomiędzy składową widmową X(aλ0)

k

a widmem badanego sygnału. Dla pojedynczej oscylacji zespolonej widmo sygnału z mo-
delu (3.10) przyjmuje postać:

Xk = X
(aλ0)
k (4.13)
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co prowadzi do uproszczenia równań (4.11) oraz (4.12) przez zastąpienie symboli składo-
wych cząstkowych X(aλ0)

k znanymi wartościami Xk. Po prostych przekształceniach alge-
braicznych otrzymane zostały formuły interpolacyjne dla przypadku estymacji częstotli-
wości unormowanej λ0. Pierwsza formuła interpolacyjna przybiera postać:

λ0 − k = ε =
(p+ 1)Xk

∆1Xk

+
(

1 +
p

2

)
(4.14)

co wynika z podstawienia do (4.11) modelu (4.13). Druga formuła przedstawia się jako:

λ0 − k = ε =
(p+ 1)Xk+1

∆1Xk

− p

2
(4.15)

która jest otrzymana z podstawienia do (4.12) modelu (4.13).
W rozdziałach 3 i 5 pokazano, że estymator, który zakłada model pojedynczej oscylacji

zespolonej może być użyteczny dla dłuższych czasów pomiarów. W przypadku rozważa-
nego estymatora dwupunktowego jest to sytuacja, gdy można pominąć wpływ innych skła-
dowych częstotliwościowych na wartości zespolonych prążków Xk i Xk+1 (podstawienie
w modelu (4.13)). W przypadku obu estymatorów (4.14) oraz (4.15) dobór odpowiedniej
wartości parametru okna p pozwala na dodatkową eliminację wpływu przecieku widma
pochodzącego od składowych oddalonych.

4.4 Widmo sygnału sinusoidalnego dla okien GMSD i trzy-
punktowa formuła IpDFT

Próbki sygnału uzyskiwane w praktycznym systemie przyjmują wartości rzeczywiste, dla-
tego składowej podstawowej w widmie musi towarzyszyć komponent sprzężony (rozdział
3.6). W takim przypadku wykorzystanie metod zakładających w modelu pojedynczą oscy-
lację zespoloną skutkuje znacznym spadkiem dokładności estymacji, gdy czas pomiaru
jest krótki. Alternatywnie zastosowanie metod z rozszerzonym modelem sygnału, tak aby
został uwzględniony wpływ składowej sprzężonej, umożliwia bardzo znaczącą redukcję
omawianego błędu. Zależność aproksymująca widmo (4.2) pozwala na uzyskanie meto-
dy tego rodzaju, wykorzystującej bezpośrednią formułę interpolacyjną z trzema kolejnymi
prążkami DFT: Xk−1, Xk, Xk+1. Użycie trzech wartości DFT pozwala na wygenerowanie
wielomianu drugiego stopnia, który następnie może służyć do zbudowania układu rów-
nań zawierających zależności opisujące dwie zespolone oscylacje. Podobnie jak to było w
przypadku wyprowadzenia formuły dwupunktowej, początkowe wyrażenia są uzyskiwane
dla pojedynczej oscylacji zespolonej o częstotliwości aλ0 (4.5).

Współczynnik różnicy skończonej dla trzech sąsiadujących ze sobą prążków DFT
∆2X

(aλ0)
k−1 , zdefiniowany zgodnie z (4.4), po rozwinięciu przedstawia się następująco:

∆2X
(aλ0)
k−1 = ∆1X

(aλ0)
k −∆1X

(aλ0)
k−1 = X

(aλ0)
k+1 − 2X(aλ0)

k +X
(aλ0)
k−1 (4.16)

Powyższe wyrażenie stanowi punkt wyjściowy do otrzymania zależności wiążącej współ-
czynnik różnicy skończonej drugiego rzędu ∆2X

(aλ0)
k−1 z kwadratem wartości częstotli-

wości podstawowej λ2
0. Równanie kwadratowe tej postaci daje możliwość uwzględnienia

dwóch składowych o niezależnych wartościach częstotliwości harmonicznych, co zostanie
wykazane dalej w tej sekcji. Równanie (4.16) można rozwinąć do postaci wyrażonej przy
pomocy częstotliwości podstawowej λ0, przez wykorzystanie równań opisujących relację
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pomiędzy dwoma kolejnymi prążkami DFT, uzyskaną wcześniej dla przypadku estymato-
ra dwupunktowego (4.11) i (4.12). W pierwszej kolejności współczynnik ∆1X

(aλ0)
k może

zostać wyrażony za pomocą (4.11) i dalej wyrażenie ∆1X
(aλ0)
k−1 za pomocą (4.12) (przez

odpowiednie zastąpienie indeksu k na k − 1):

∆2X
(aλ0)
k−1 = ∆1X

(aλ0)
k −∆1X

(aλ0)
k−1 =

(p+ 1)X(aλ0)
k

aλ0 − k − 1− p
2

− (p+ 1)X(aλ0)
k

aλ0 − k + 1 + p
2

(4.17)

W przypadku powyższego wyrażenia należy zauważyć, że znalezienie wspólnego mia-
nownika skutkuje otrzymaniem wyrażenia typu (a + b) · (a − b). Po przemnożeniu obu
stron równania przez wspólny mianownik, wyrażenie przyjmuje postać wiążącą trzy ko-
lejne prążki widma DFT i zawiera kwadrat częstotliwości unormowanej λ2

0:

(p+ 1)(p+ 2)X(aλ0)
k = ∆2X

(aλ0)
k−1

[
(aλ0 − k)2 −

(
1 +

p

2

)2
]

(4.18)

Powyższe wyrażenie stanowi odpowiednik równania (4.12) dla przypadku trzech prążków
widma DFT. Postępując w analogiczny sposób można powtórzyć proces wyprowadzenia
zależności dwupunktowej. Przepisanie wyrażenia (4.18) w taki sposób, aby wyodrębnić
jednomian a2λ2

0 do lewej strony równania, prowadzi do otrzymania postaci ogólnej funkcji
kwadratowej ze względu na zmienną λ0:

a2λ2
0∆2X

(aλ0)
k−1 −aλ0k∆2X

(aλ0)
k−1 +k2∆2X

(aλ0)
k−1 −

(
1 +

p

2

)2

∆2X
(aλ0)
k−1 −(p+1)(p+2)X(aλ0)

k = 0

(4.19)
Tak jak wspomniano wcześniej, na potrzeby dalszej części wyprowadzenia potrzebne jest
wyrażenie, które wiąże jednomian zawierający λ2

0, wyrażony wartościami prążkówX
(aλ0)
k

i znanych parametrów k, p i a. Dlatego też należy wyeliminować jednomian aλ0k∆2X
(aλ0)
k−1

z równania (4.19). W celu uzyskania zależności definiującej usuwany jednomian należy
wykorzystać wyrażenie (4.3), najpierw do wygenerowania pośredniej zależności wiążącej
prążki Xk i Xk−1, a następnie analogicznej, wiążącej prążki Xk i Xk+1:

(−aλ0 + k + 1 +
p

2
)X(aλ0)

k+1 = (−aλ0 + k − p

2
)X(aλ0)

k (4.20)

(−aλ0 + k − 1− p

2
)X(aλ0)

k−1 = (−aλ0 + k +
p

2
)X(aλ0)

k (4.21)

Wyrażenia (4.20) i (4.21), po dodaniu stronami, prowadzą do uzyskania wyrażenia defi-
niującego jednomian aλ0∆2X

(aλ0)
k−1 :

∆2X
(aλ0)
k−1 (aλ0 − k) =

1
2

(p+ 2)
[
X

(aλ0)
k+1 −X

(aλ0)
k−1

]
(4.22)

co za tym idzie, powyższe wyrażenie pozwala na eliminację tego jednomianu z równa-
nia (4.19). Po odpowiednim uporządkowaniu obu stron równania otrzymano wyrażenie
definiujące jednomian a2λ2

0∆2X
(aλ0)
k−1 , które składa się wyłącznie ze znanych parametrów:

a2λ2
0∆2X

(aλ0)
k−1 = k2∆2X

(aλ0)
k−1 + k(p+ 2)[X(aλ0)

k+1 −X
(aλ0)
k−1 ]

+
1
4

(p+ 2)[(p+ 2)X(aλ0)
k+1 + 2pX(aλ0)

k + (p+ 2)X(aλ0)
k−1 ] (4.23)
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Dalsza część wyprowadzenia dotyczy uzyskania trzypunktowej formuły interpolacyj-
nej do estymacji częstotliwości podstawowej λ0 dwóch niezależnych oscylacji zespolo-
nych. W celu zachowania czytelności wywodu zostały wprowadzone symbole C(a)

λ20
, C(a)

λ10
i

C
(a)
0 , które pozwalają na skrócenie zapisu uzyskanych złożonych równań. Współczynnik

C
(a)
λ20

definiowany jest za pomocą następującego jednomianu:

C
(a)
λ10

= aλ0∆2X
(aλ0)
k−1 (4.24)

i pozwala na zapis wyrażenia (4.22) w następujący sposób:

C
(a)
λ10

= k∆2X
(aλ0)
k−1 +

1
2

(p+ 2)
[
X

(aλ0)
k+1 −X

(aλ0)
k−1

]
(4.25)

Z kolei współczynnik C(a)
λ20

definiowany jest jako:

C
(a)
λ20

= a2λ2
0∆2X

(aλ0)
k−1 (4.26)

i pozwala na zapis wyrażenia (4.23) w następujący sposób:

C
(a)
λ20

= k2∆2X
(aλ0)
k−1 + k(p+ 2)[X(aλ0)

k+1 −X
(aλ0)
k−1 ]

+
1
4

(p+ 2)[(p+ 2)X(aλ0)
k+1 + 2pX(aλ0)

k + (p+ 2)X(aλ0)
k−1 ] (4.27)

Ostatni z wprowadzanych współczynników Ca
0 jest zdefiniowany jako:

C
(a)
0 = ∆2X

(aλ0)
k−1 (4.28)

i stanowi odpowiednik stopnia zerowego symboli C(a)
λ20

i C(a)
λ10

. Został on wprowadzony dla
ujednolicenia wyrażeń w zestawianych dalej układach równań.

Równania (4.25), (4.27) i (4.28) zostały wykorzystane w proponowanej procedurze,
ponieważ pozwalają na uwzględnienie w estymacji dwóch zespolonych sygnałów harmo-
nicznych. Wynika to z tego, że za ich pomocą uzyskiwany jest wielomian stopnia drugie-
go zmiennej λ0. Analogicznie jak dla przypadku metody dwupunktowej, tak i dla metody
trzypunktowej należy wybrać model sygnału, dla którego zostanie uzyskana formuła in-
terpolacyjna. Przy założeniu dwóch stałych wartości częstotliwości, dla dwóch oscylacji
zespolonych, tj. λ1 = aλ0 oraz λ2 = bλ0, wartości prążków widma DFT takiego modelu
można wyrazić jako:

Xk = X
(aλ0)
k +X

(bλ0)
k (4.29)

Powyższe równanie pozwala na sprowadzenie wyrażeń cząstkowych reprezentowanych za
pomocą symboli C(h)

λ20
, C(h)

λ10
i C(h)

0 do postaci, która zawiera tylko faktycznie mierzone

wartości widma Xk. Jest to możliwe ze względu na to, że wartości cząstkowe X(aλ0)
k i

X
(bλ0)
k w równaniach (4.25) i (4.27) powiązane są ze zmienną λ0 wyłącznie za pomocą

zależności liniowych. Przez wprowadzenie nowych definicji współczynników Cx:

Cλ10 = C
(a)
λ10

+ C
(b)
λ10

∧ Cλ20 = C
(a)
λ20

+ C
(b)
λ20

∧ C0 = C
(a)
0 + C

(b)
0 (4.30)

67



możliwe jest uzyskanie wariantów równań (4.25), (4.27) i (4.28), które są wyrażone przez
mierzone wartości Xk, ze względu na model (4.29). Współczynnik Cλ20 można wyrazić
jako:

Cλ20 = k2∆2Xk−1 + k(p+ 2)[Xk+1 −Xk−1]

+
1
4

(p+ 2)[(p+ 2)Xk+1 + 2pXk + (p+ 2)Xk−1] (4.31)

postać współczynnika Cλ10 jako:

Cλ10 = aλ0∆2Xk−1 = k∆2Xk−1 +
1
2

(p+ 2) [Xk+1 −Xk−1] (4.32)

oraz współczynnik C0 jako:
C0 = ∆2Xk−1 (4.33)

Zastosowanie sum zdefiniowanych w (4.30), ze względu na definicje współczynników
cząstkowych (4.24), (4.26) i (4.28) oraz współczynników (4.31), (4.32) i (4.33), prowadzi
do układu równań postaci:

C0 = ∆2X
(aλ0)
k−1 + ∆2X

(bλ0)
k−1

Cλ10 = aλ0∆2X
(aλ0)
k−1 + bλ0∆2X

(bλ0)
k−1

Cλ20 = a2λ2
0∆2X

(aλ0)
k−1 + b2λ2

0∆2X
(bλ0)
k−1

(4.34)

Należy zwrócić uwagę na to, że nie da się bezpośrednio zsumować prawych stron po-
wyższych równań, jak to było zrobione w przypadku sumowania współczynników (4.31),
(4.32) i (4.33), ze względu na potencjalnie różne wartości parametrów a i b stojących przy
cząstkowych składnikach widma ∆2X

(aλ0)
k i ∆2X

(bλ0)
k . Powyższy układ równań można

przedstawić w formie macierzowej:a
2λ2

0 b2λ2
0 −Cλ20

aλ0 bλ0 −Cλ0
1 1 −C0

 ·
∆2X

(aλ0)
k−1

∆2X
(bλ0)
k−1

1

 =

0
0
0

 (4.35)

Nietrywialne rozwiązanie układu równań jednorodnych istnieje tylko wtedy, gdy wyznacz-
nik macierzy głównej zeruje się, a więc dla powyższego równania:∣∣∣∣∣∣∣

a2λ2
0 b2λ2

0 −Cλ20
aλ0 bλ0 −Cλ0
1 1 −C0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (4.36)

Wartość powyższego wyznacznika może zostać bezpośrednio wyliczona z definicji jako:

abC0λ
2
0 − (a+ b)Cλ0λ0 + Cλ20 = 0 (4.37)

Powyższe równanie nie zależy od nieznanych wartości cząstkowych widma ∆2X
(aλ0)
k i

∆2X
(bλ0)
k , a więc jedynym nieznanym parametrem jest λ0, stąd generowane są dwa pier-

wiastki ze względu na λ0:

λ0± =
(a+ b)Cλ10 ±

√
((a+ b)Cλ10)

2 + 4abC0Cλ20
2abC0

(4.38)
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Wybór właściwego rozwiązania wymaga sprawdzenia wartości rzeczywistej i urojonej
otrzymanych pierwiastków. Częstotliwość znormalizowana λ0 z założenia powinna przyj-
mować dodatnie wartości rzeczywiste i takie kryterium należy uwzględnić przy wyborze
odpowiedniego pierwiastka (gdy wybrane k jest z pierwszej połowy dodatniej części wid-
ma). Ze względu na występowanie błędów pomiaru wynikających m. in. z ograniczeń
arytmetyki procesora, błędów losowych i systematycznych estymatora, po ostatecznym
zastosowaniu formuły interpolacyjnej może pojawić się niezerowa wartość urojona mimo
właściwie wybranego pierwiastka. Z tego względu, w algorytmie należy użyć operatora
Re{·} do uzyskania wartości rzeczywistej uzyskanej wartości zespolonej. Równanie kwa-
dratowe (4.37) pozwala na znalezienie częstotliwości podstawowej λ0 sygnału złożonego
z dwóch zespolonych i harmonicznych oscylacji (o częstotliwościach stanowiących całko-
witą wielokrotność częstotliwości podstawowej: λ1 = aλ i λ2 = bλ). Jeśli rozważany jest
sygnał złożony z próbek o wartościach rzeczywistych, wtedy wartości badanych składo-
wych widmowych są sprzężone względem siebie, a wartości używanych krotności a i b
muszą być przeciwne, tj. a = −b. Dzięki temu równanie (4.37) upraszcza się ze względu
na to, że a+ b = 0, do postaci:

a2C0λ
2
0 = Cλ20 (4.39)

Dodatkowo jeśli przyjąć a = 1, wtedy estymacja dotyczy rzeczywistego sygnału sinuso-
idalnego o częstotliwości λ1 = λ0 i rozwiązanie przybiera postać:

λ2
0 =

Cλ20
C0

(4.40)

a po ostatecznym rozwinięciu symboli Cλ20 i C0:

λ2
0 = k2+

k(p+ 2)[X(aλ0)
k+1 −X

(aλ0)
k−1 ] + 1

4(p+ 2)[(p+ 2)X(aλ0)
k+1 + 2pX(aλ0)

k + (p+ 2)X(aλ0)
k−1 ]

∆2X
(aλ0)
k−1

(4.41)
Uporządkowanie wartości wyrażenia po prawej stronie równania względem prążków DFT
skutkuje otrzymaniem formuły:

λ2
0 = k2 + (p+ 2)

[(p+ 2 + 4k)X(aλ0)
k+1 + 2pX(aλ0)

k + (p+ 2− 4k)X(aλ0)
k−1 ]

4∆2X
(aλ0)
k−1

(4.42)

Powyższe wyrażenie jest tożsame z formułą uzyskaną w [37]. W odróżnieniu jednak od
wyprowadzenia zamieszczonego w niniejszej rozprawie, autorzy przytoczonej pracy pre-
zentują sposób uzyskania estymatora, który nie jest całkowicie ścisły, uzyskując uogólnie-
nie fomuły dla dowolnej wartości parametru pw sposób heurystyczny. Jednakże autorzy w
[37] dodatkowo pokazują, że formuła interpolacyjna (4.42) niweluje sumaryczny wpływ,
pochodzący od innych oddalonych składowych częstotliwościowych, poprzez modelowa-
nie jego wartości wielomianem (patrz równanie (3.94)).
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4.5 Widmo rzeczywistego sygnału sinusoidalnego zakłó-
conego harmoniczną dla okien GMSD i pięciopunk-
towa formuła IpDFT

4.5.1 Metoda pięciopunktowa dla okien GMSD
Ostatnia z wprowadzanych w niniejszej rozprawie metod interpolacji widma to pięcio-
punktowa metoda 5pGMSD, która charakteryzuje się formułą interpolacyjną wykorzy-
stującą pięć kolejnych wartości prążków DFT do estymacji częstotliwości podstawowej z
bezpośrednim uwzględnieniem dwóch rzeczywistych składowych sinusoidalnych. Podob-
nie jak w przypadku wcześniejszych metod, proces wyprowadzenia wykorzystuje wyraże-
nie (4.3), które pozwala na wygenerowanie równania wielomianowego czwartego stopnia
do opisu relacji pomiędzy wartościami widma DFT dla pojedynczej oscylacji. Uzyskane
równania pozwalają na uwzględnienie w interpolacji dwóch sprzężonych par komponen-
tów częstotliwościowych, których moduły częstotliwości są określone przez krotności a i
b względem częstotliwości podstawowej λ0. Cały proces wyprowadzenia metody pięcio-
punktowej jest bardzo zbliżony do wcześniej omawianego wyprowadzenia metody trzy-
punktowej. Główną różnicę stanowi wykorzystanie w modelu dwóch rzeczywistych skła-
dowych sinusoidalnych, tj. dla czterech oscylacji zespolonych o częstotliwościach aλ0,
−aλ0, bλ0 i −bλ0. Uzyskanie równania definiującego jednomian a4λ4

0∆4Xk za pomocą
wyłącznie znanych wartości wymaga wstępnego znalezienia analogicznych zależności dla
jednomianów rzędów trzeciego, drugiego i pierwszego. Jest to główny powód, dla którego
wyprowadzenie znacząco się komplikuje w stosunku do metody trzypunktowej. Uwzględ-
nienie modelu dwóch oscylacji sinusoidalnych prowadzi do równania dwukwadratowego,
które dostarcza cztery możliwe pierwiastki określające wartość częstotliwości podstawo-
wej λ0. Przyjęcie odpowiednich założeń co do wartości uzyskanych pierwiastków prowa-
dzi ostatecznie do pięciopunktowej formuły interpolacyjnej.

4.5.2 Zależności pięciopunktowe dla pojedynczej oscylacji zespolonej

Definicje symboli C(a)
λ40

, C(a)
λ20

i C(a)
0 dla jednomianów zawierających częstotliwość λ0

Opis wyprowadzenia estymatora pięciopunktowego należy rozpocząć od definicji współ-
czynników Ca

x dla przypadku pięciu punktów (na podstawie współczynnika ∆4X
(aλ0)
k−2 ) i

pojedynczej składowej o częstotliwości aλ0, analogicznie jak w przypadku wyprowadze-
nia estymatora trzypunktowego:

C
(a)
λ40

= a4λ4
0∆4X

(aλ0)
k−2 (4.43)

C
(a)
λ20

= a2λ2
0∆4X

(aλ0)
k−2 (4.44)

C
(a)
0 = ∆4X

(aλ0)
k−2 (4.45)

Otrzymanie formuły interpolacyjnej według proponowanej procedury wymaga przedsta-
wienia wartości powyższych współczynników wyłącznie przy użyciu znanych wartości
parametrów (przy zastrzeżeniu, że wartości cząstkowe widma X(hλ0)

k są eliminowane w
późniejszym etapie). Wyrażenie (4.45) automatycznie spełnia to wymaganie.
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Wyrażenie definiujące wartość jednomianu a2∆4X
(aλ0)
k−2

Otrzymanie rozwinięcia wartości a2∆4X
(aλ0)
k−2 (4.44) jest stosunkowo łatwe, jeśli wyko-

rzystana zostanie relacja (4.23). Użycie definicji różnicy skończonej (4.4) dwukrotnie, ze
względu na współczynnik ∆4X

(aλ0)
k−2 , prowadzi do postaci:

∆4X
(aλ0)
k−2 = ∆2X

(aλ0)
k − 2∆2X

(aλ0)
k−1 + ∆2X

(aλ0)
k−2 (4.46)

Trzy współczynniki różnic skończonych znajdujące się po prawej stronie powyższego rów-
nania mogą zostać przepisane za pomocą wyrażenia (4.23), po wcześniejszym przemno-
żeniu obu stron przez wartość a2λ0. Wówczas jednomiany a2λ0∆2X

(aλ0)
k , a2λ0∆2X

(aλ0)
k−1

oraz a2λ0∆2X
(aλ0)
k−2 mogą zostać rozwinięte do postaci niezależnej od λ0 przez odpowied-

nie podstawienie wartości parametru k na k− 1 i k− 2. Otrzymane w ten sposób wyraże-
nie na a2λ2

0∆4X
(aλ0)
k−2 może zostać zapisane za pomocą współczynnika C(a)

λ20
w następujący

sposób:

C
(a)
λ20

= k2∆4X
(aλ0)
k−2 + k(p+ 4)

[
∆2X

(aλ0)
k −∆2X

(aλ0)
k−2

]
+

1
4

(p+ 2)
[
4(Xaλ0

k+2 − 2Xaλ0
k +Xaλ0

k−2) + 2p∆2X
(aλ0)
k−1

]
+

1
4

(p+ 2)2(∆2X
(aλ0)
k + ∆2X

(aλ0)
k−2 ) (4.47)

Prawa strona powyższego równania nie zależy od szukanej wartości częstotliwości pod-
stawowej λ0.

Wyrażenie definiujące wartość jednomianu ∆4X
(aλ0)
k−2 (−aλ0 + k)4

Druga część wyprowadzenia skupia się na otrzymaniu analogicznego wyrażenia dla jedno-
mianu a4λ4

0∆4X
(aλ0)
k−2 (współczynnikC(a)

λ40
(4.43)), którego uzyskanie stanowi główną trud-

ność w opisywanej procedurze. W tym celu powtórzona została sekwencja, której opis za-
mieszczono w rozdziale 4.4, złożona z kroków opisanych równaniami od (4.17) do (4.19).
Pierwszym etapem jest znalezienie wyrażenia opisującego relację zachodzącą pomiędzy
współczynnikiem ∆4X

(aλ0)
k−2 a jego środkowym prążkiem X

(aλ0)
k (odpowiednik równania

na (4.18)). W tym celu należy dwukrotnie powtórzyć rozwinięcie równania (4.18) z po-
mocą definicji współczynnika różnicy skończonej (4.4). Najpierw współczynnik ∆3X

(aλ0)
k−1

można bezpośrednio rozwinąć do postaci:

∆3X
(aλ0)
k−1 = ∆2X

(aλ0)
k −∆2X

(aλ0)
k−1 (4.48)

i dalej korzystając z równania (4.18) dla obu współczynników drugiego stopnia (k i k−1)
rozszerzyć powyższe równanie do postaci:

∆3X
(aλ0)
k−1 = (p+ 1)(p+ 2)

 X
(aλ0)
k+1

(aλ0 − k − 1)2 −
(
1 + p

2

)2 −
X

(aλ0)
k

(aλ0 − k)2 −
(
1 + p

2

)2


(4.49)

Ponieważ znane jest wyrażenie (4.20) opisujące relację pomiędzy prążkamiXk orazXk+1,
powyższe równanie można przepisać eliminując wartość Xk+1. Dodatkowo należy zmie-
nić postać wielomianu w mianownikach do postaci iloczynowej. Ostatecznie równanie
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przyjmuje następującą postać:

∆3X
(aλ0)
k−1 = (p+ 1)(p+ 2)X(aλ0)

k (aλ0 − k + p
2)(

aλ0 − k − 1− p
2

) (
aλ0 − k − 1 + 1 + p

2

) (
aλ0 − k − 1− 1− p

2

)
− 1(

aλ0 − k + 1 + p
2

) (
aλ0 − k − 1− p

2

)
 (4.50)

które po uproszczeniu może zostać zapisane jako:

∆3X
(aλ0)
k−1 = (p+ 1)(p+ 2)X(aλ0)

k 1(
aλ0 − k − 1− p

2

) (
aλ0 − k − 2− p

2

)
− 1(

aλ0 − k + 1 + p
2

) (
aλ0 − k − 1− p

2

)
 (4.51)

Znalezienie wspólnego mianownika dla powyższego wyrażenia skutkuje dalszym uprosz-
czeniem równania do następującej postaci:

∆3X
(aλ0)
k−1 = (p+ 1)(p+ 2)X(aλ0)

k
(
aλ0 − k + 1 + p

2

)
−
(
aλ0 − k − 2− p

2

)
(
aλ0 − k + 1 + p

2

) (
aλ0 − k − 1− p

2

) (
aλ0 − k − 2− p

2

)
 (4.52)

co ostatecznie prowadzi do równania wiążącego wartość prążka X(aλ0)
k ze współczynni-

kiem ∆3X
(aλ0)
k−1 :

∆3X
(aλ0)
k−1 =

 (p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)X(aλ0)
k(

aλ0 − k + 1 + p
2

) (
aλ0 − k − 1− p

2

) (
aλ0 − k − 2− p

2

)
 (4.53)

Ten sam proces (zależności od (4.48) do (4.53)) może być zastosowany do znalezienia za-
leżności dla współczynnika ∆4X

(aλ0)
k−2 . Rozpoczynając od definicji współczynnika różnicy

skończonej:
∆4X

(aλ0)
k−2 = ∆3X

(aλ0)
k−1 −∆3X

(aλ0)
k−2 (4.54)

powtórzono wyprowadzenie za pomocą wyrażenia (4.53). Znajdujące się w liczniku war-
tości prążków DFT mogą zostać wyrażone wyłącznie z użyciem wartości X(aλ0)

k i stąd w
mianowniku wyrażenia pojawia się kolejny czynnik iloczynu w postaci wyrażenia (aλ0−
k + 2 + p

2). Po sprowadzeniu powstałych ułamków do wspólnego mianownika, równanie
wyrażające współczynnik ∆4X

(aλ0)
k−2 przybiera postać:

∆4X
(aλ0)
k−2 = (p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)X(aλ0)

k
(
aλ0 − k + 2 + p

2

)
−
(
aλ0 − k − 2− p

2

)
(
aλ0 − k + 2 + p

2

) (
aλ0 − k + 1 + p

2

) (
aλ0 − k − 1− p

2

) (
aλ0 − k − 2− p

2

)


(4.55)
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które po uproszczeniach ostatecznie prowadzi do:

∆4X
(aλ0)
k−2 =

(p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)(p+ 4)X(aλ0)
k[

(−aλ0 + k)2 − (1 + p
2)2
] [

(−aλ0 + k)2 − (2 + p
2)2
] (4.56)

Powyższe wyrażenie pozwala na otrzymanie równania określającego wartość (aλ0 + k)4

poprzez obustronne przemnożenie tego równania przez wyrażenie znajdujące się w mia-
nowniku ułamka po prawej stronie. Następnie rozwinięcie wszystkich współczynników po
lewej stronie i dalsze uporządkowanie jednomianów równania prowadzi do następującej
postaci:

∆4X
(aλ0)
k−2 (−aλ0 + k)4 = −∆4X

(aλ0)
k−2 (1 +

p

2
)2(2 +

p

2
)2

+
[
(1 +

p

2
)2 + (2 +

p

2
)2
] [

(p+ 1)(p+ 2)∆2X
(aλ0)
k−1 +

(
1 +

p

2

)2

∆4X
(aλ0)
k−2

+(∆2X
(aλ0)
k + ∆2X

(aλ0)
k−2 ) + (p+ 2)(Xk+2 − 2Xk +Xk−2)

]
+(p+1)(p+2)(p+3)(p+4)Xk

(4.57)

Wyrażenia definiujące wartość dla współczynnika pięciopunktowego

Kolejnym krokiem na drodze do uzyskania szukanego wyrażenia jest wyodrębnienie jed-
nomianu a4λ4

0∆4X
(aλ0)
k−2 z powyższego równania, co umożliwia wyrażenie symbolu C(a)

λ40

zgodnie z (4.43). Bezpośrednie podniesienie do czwartej potęgi wyrażenia (a4λ0−k)4 ge-
neruje dodatkowe jednomiany zależne od szukanej wartości częstotliwości podstawowej
λ0: zawierające wyrażenia aλ0∆4X

(aλ0)
k−2 , a2λ2

0∆4X
(aλ0)
k−2 oraz a3λ3

0∆4X
(aλ0)
k−2 . Równanie

definiujące wartość a2λ2
0∆4X

(aλ0)
k−2 zostało już wyprowadzone wcześniej (4.47), zatem ko-

nieczne jest znalezienie wartości dla dwóch pozostałych. Wyrażenie pozwalające na usta-
lenie wartości aλ0∆4X

(aλ0)
k−2 uzyskuje się za pomocą wyrażenia na aλ0∆2X

(aλ0)
k−1 (4.24)

oraz przez rozwinięcie współczynnika ∆4X
(aλ0)
k−2 , zgodnie z definicją (4.46), kolejno przez

rozwinięcie wyrażenia na aλ0∆2X
(aλ0)
k−2 , aλ0∆2X

(aλ0)
k−1 oraz na aλ0∆2X

(aλ0)
k . Po uprosz-

czeniu szukane wyrażenie przybiera następującą postać:

aλ0∆4X
(aλ0)
k−2 = k∆4X

(aλ0)
k−2 +

1
2

(p+ 4)
[
X

(aλ0)
k+2 − 2X(aλ0)

k−1 + 2X(aλ0)
k−1 −X

(aλ0)
k−2

]
(4.58)

Pośrednie zależności czteropunktowe (−aλ0 +k)∆3X
(aλ0)
k−1 , (−aλ0 +k)2∆3X

(aλ0)
k−1 oraz

(−aλ0 + k)2∆3X
(aλ0)
k−1

Pośrednim etapem służącym wyprowadzeniu zależności wiążących wartość λ3
0 ze współ-

czynnikiem pięciopunktowym jest znalezienie wyrażeń zawierających współczynniki róż-
nic trzeciego stopnia ∆3X

(aλ0)
k−1 , a więc czteropunktowych. W celu uzyskania wartości wy-

rażenia ∆3X
(aλ0)
k−1 (−aλ0 +k)3 należy najpierw otrzymać wyrażenia dwóch niższych potęg

∆3X
(aλ0)
k−1 (−aλ0 + k) i ∆3X

(aλ0)
k−1 (−aλ0 + k)2. Pierwsze z nich można otrzymać używając

wcześniej zapisanego równania definiującego ∆2X
(aλ0)
k−1 (−aλ0 + k) (4.22) i samej defi-

nicji współczynnika różnicy skończonej. Po odjęciu od siebie uzyskanych w taki sposób
współczynników niższego rzędu otrzymano wyrażenie na ∆3X

(aλ0)
k−1 (−aλ0 + k):

∆3X
(aλ0)
k−1 (−aλ0 + k) = −1

2
(p+ 2) [Xk+2 −Xk+1 −Xk +Xk−1]−∆2X

(aλ0)
k (4.59)
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Dokładnie ta sama procedura może zostać wykorzystana do wyznaczenia wartości wy-
rażenia ∆3X

(aλ0)
k−1 (−aλ0 + k)2. Tym razem należy skorzystać z równania definiującego

wartość ∆2X
(aλ0)
k−1 (−aλ0 + k)2 (4.18). Po odjęciu od siebie wartości dwóch współczynni-

ków niższego rzędu otrzymano wyrażenie:

∆3X
(aλ0)
k−1 (−aλ0 + k)2 = (p+ 1)(p+ 2)

[
X

(aλ0)
k+1 −X

(aλ0)
k

]
+ (1 +

p

2
)2∆3X

(aλ0)
k−1 + (p+ 2)(X(aλ0)

k+2 −X
(aλ0)
k ) + ∆2X

(aλ0)
k (4.60)

Wyrażenie określające wartość jednomianu ∆3X
(aλ0)
k−1 (−aλ0+k)3 wymaga użycia pro-

cedury rozwijania współczynnika ∆3X
(aλ0)
k−1 w ten sam sposób jak przy uzyskaniu rów-

nania na aλ0∆4X
(aλ0)
k−2 (4.58). Wymnożenie mianownika w równaniu (4.53) pozwala na

otrzymanie wyrażenia:

∆3X
(aλ0)
k−1

[
(−aλ0 + k)2 − (1 +

p

2
)2
]

(−aλ0 +k+2+
p

2
) = (p+1)(p+2)(−p−3)X(aλ0)

k

(4.61)
które po rozwinięciu lewej strony równania i uporządkowaniu wartości pozwala na otrzy-
manie zależności:

∆3X
(aλ0)
k−1 (−aλ0 + k)3 =

∆3X
(aλ0)
k−1 (−aλ0 + k)(1 +

p

2
)2 + ∆3X

(aλ0)
k−1 (2 +

p

2
)(1 +

p

2
)2

−∆3X
(aλ0)
k−1 (−aλ0 + k)2(2 +

p

2
) + (p+ 1)(p+ 2)(−p− 3)X(aλ0)

k (4.62)

dla której z kolei można zastosować wartości z (4.59) i (4.60) w celu rozwinięcia jednomia-
nów zawierających kolejno (−aλ0 + k) i (−aλ0 + k)2. Ostatecznie wyrażenie definiujące
jednomian ∆3X

(aλ0)
k−1 (−aλ0 + k)3 przedstawia się jako:

∆3X
(aλ0)
k−1 (−aλ0 + k)3 = ∆3X

(aλ0)
k−1 (−aλ0 + k)(1 +

p

2
)2

+ ∆3X
(aλ0)
k−1 (2 +

p

2
)(1 +

p

2
)2 −∆3X

(aλ0)
k−1 (−aλ0 + k)2(2 +

p

2
)

+ (p+ 1)(p+ 2)(−p− 3)X(aλ0)
k (4.63)

Wyrażenie definiujące wartość jednomianu a4λ0∆4X
(aλ0)
k−2

Ponieważ docelowym współczynnikiem skończonym dla wyprowadzanej metody jest ∆4X
(aλ0)
k−2 ,

powyższe równanie należy zestawić z definicją tego współczynnika z (4.54) wraz z za-
leżnością określającą jednomian ∆3Xk−1(−aλ0 + k)(4.59) i rozwinąć do następującej
postaci:

(aλ0 − k)3∆4X
(aλ0)
k−2 =

−
(1

2
(p+ 2) [Xk+2 − 2Xk+1 + 2Xk−1 −Xk−2]−∆3X

(aλ0)
k−1

)(
1 +

p

2

)2

−
(
(p+ 1)(p+ 2)∆2X

(aλ0)
k−1 + (p+ 2)

[
X

(aλ0)
k+2 −X

(aλ0)
k+1 −X

(aλ0)
k +X

(aλ0)
k−1

]
+ ∆3X

(aλ0)
k−1

)(
2 +

p

2

)
+(p+1)(p+2)(−p−3)

(
X

(aλ0)
k −X(aλ0)

k−1

)
−3

(
(p+ 1)(p+ 2)(X(aλ0)

k −X(aλ0)
k−1 ) + (1 +

p

2
)2∆3X

(aλ0)
k−2

)
+ 3

(1
2

(p+ 2)(−X(aλ0)
k+1 −X

(aλ0)
k +X

(aλ0)
k−1 +X

(aλ0)
k−2 )

)
−∆3X

(aλ0)
k−2 (4.64)
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Otrzymanie ostatecznego wyrażenia określającego wartość symboluC(a)
λ4

= a4λ4
0∆4X

(aλ0)
k−2

(4.45) wymaga rozkładu wartości (aλ0 − k)4∆4X
(aλ0)
k−2 z równania (4.57) na inne war-

tości wyrażone przez aλ0∆4X
(aλ0)
k−2 (4.47), a2λ2

0∆4X
(aλ0)
k−2 (4.58) oraz przez aproksymację

a3λ3
0∆4X

(aλ0)
k−2 ≈ (aλ0 − k)3∆4X

(aλ0)
k−2 (4.64), która jest wystarczająca dla wartości aλ0 <

N/4 i k wybranym blisko częstotliwości aλ0 (jak pokazano dalej w symulacjach w roz-
dziale 5.5.1). Żmudny proces rozwinięcia jednomianów z kolejnymi potęgami i dalszego
upraszczania skutkuje w otrzymaniu zależności definiującej symbol C(a)

λ4
:

C
(a)
λ40

= k4∆4X
(aλ0)
k−2 + 2k3(p+ 4)

[
∆2X

(aλ0)
k −∆2X

(aλ0)
k−2

]
+ 6k2

(
∆2X

(aλ0)
k−2 + ∆2X

(aλ0)
k

)
− 6k2(p+ 2)∆2X

(aλ0)
k−1

+ 6k2(p+ 2)
[1
4

(p+ 6)(X(aλ0)
k+2 − 2X(aλ0)

k +X
(aλ0)
k−2 )

]
+ k(p+ 2)2

(1
2

(p+ 4)(∆2X
(aλ0)
k −∆2X

(aλ0)
k−2 ) + 2∆3X

(aλ0)
k−2

)
+ 4k∆3X

(aλ0)
k−2 + 2k(p+ 4)∆3X

(aλ0)
k−1

+ 2k(p+ 1)(p+ 2)(p+ 4)∆2X
(aλ0)
k−1

+ 2k(p+ 2)(p+ 4)(X(aλ0)
k+2 −X

(aλ0)
k+1 −X

(aλ0)
k +X

(aλ0)
k−1 )

+ 4k(p+ 1)(p+ 2)(p+ 6)
(
X

(aλ0)
k −X(aλ0)

k−1

)
− 6k(p+ 2)

(
−X(aλ0)

k+1 −X
(aλ0)
k +X

(aλ0)
k−1 +X

(aλ0)
k−2

)
+ (p+ 3)

[ 2∏
i=1

(i+
p

2
)2

] [
p∆2X

(aλ0)
k−1 + (Xk+2 − 2Xk +Xk−2)

]
+ ∆4X

(aλ0)
k−2 (1 +

p

2
)4 + (p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)(p+ 4)Xk (4.65)

4.5.3 Pięciopunktowa formuła interpolacyjna
Przejście od wyrażeń określonych dla pojedynczej oscylacji zespolonej do wyrażeń dla sy-
gnału składającego się z czterech komponentów częstotliwościowych o częstotliwościach
unormowanych aλ0,−aλ0, bλ0 oraz−bλ0 może zostać przeprowadzone w ten sam sposób
jak dla metody trzypunktowej. Superpozycja wartości przecieku widma pochodzącego od
każdej składowej dla k-ego prążka DFT wyrażona jest przez sumę:

Xk = X
(a·λ0)
k +X

(−a·λ0)
k +X

(b·λ0)
k +X

(−b·λ0)
k (4.66)

Analogicznie jak w przypadku metody trzypunktowej, wprowadzone zostają symbole Cx,
których wartości zależą od pełnego modelu (4.66):

C4 = C
(a)
λ40

+ C
(b)
λ40

+ C
(−a)
λ40

+ C
(−b)
λ40

(4.67)

C2 = C
(a)
λ20

+ C
(b)
λ20

+ C
(−a)
λ20

+ C
(−b)
λ20

(4.68)

C0 = C
(a)
0 + C

(b)
0 + C

(−a)
0 + C

(−b)
0 (4.69)

Zsumowanie prawych stron powyższych równań jest możliwe ze względu na występo-
wanie zależności liniowych wartości cząstkowych X(±a,b)

k względem innych parametrów.

75



Wobec tego symbole C4, C2 i C0 mogą zostać wyrażone jako:

C4 = k4∆4Xk−2 + 2k3(p+ 4)
[
∆2Xk −∆2Xk−2

]
+ 6k2

(
∆2Xk−2 + ∆2Xk

)
− 6k2(p+ 2)∆2Xk−1

+ 6k2(p+ 2)
[1
4

(p+ 6)(Xk+2 − 2Xk +Xk−2)
]

+ k(p+ 2)2
(1

2
(p+ 4)(∆2Xk −∆2Xk−2) + 2∆3Xk−2

)
+ 4k∆3Xk−2 + 2k(p+ 4)∆3Xk−1

+ 2k(p+ 1)(p+ 2)(p+ 4)∆2Xk−1

+ 2k(p+ 2)(p+ 4)(Xk+2 −Xk+1 −Xk +Xk−1)
+ 4k(p+ 1)(p+ 2)(p+ 6) (Xk −Xk−1)
− 6k(p+ 2) (−Xk+1 −Xk +Xk−1 +Xk−2)

+ (p+ 3)
[ 2∏
i=1

(i+
p

2
)2

] [
p∆2Xk−1 + (Xk+2 − 2Xk +Xk−2)

]
+ ∆4Xk−2

(
1 +

p

2

)4

+ (p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)(p+ 4)Xk (4.70)

C2 = k2∆4Xk−2 + k(p+ 4)
[
∆2Xk −∆2Xk−2

]
+

1
4

(p+ 2)
[
4(Xk+2 − 2Xk +Xk−2) + 2p∆2Xk−1

]
+

1
4

(p+ 2)2(∆2Xk + ∆2Xk−2) (4.71)

C0 = ∆4Xk−2 (4.72)

Wykorzystanie początkowych definicji (4.43), (4.44) i (4.45) dla wszystkich czterech skła-
dowych w sygnale wraz z definicjami (4.67), (4.68) i (4.69) pozwala na wygenerowanie
układu równań:a

4λ4
0 b4λ4

0 −C4

a2λ2
0 b2λ2

0 −C2

1 1 −C0

 ·
∆4X

(+aλ0)
k−2 + ∆4X

(−aλ0)
k−2

∆4X
(+bλ0)
k−2 + ∆4X

(−bλ0)
k−2

1

 =

0
0
0

 (4.73)

gdzie symbole C0, C2 oraz C4 mogą zostać wyrażone przy użyciu (4.70), (4.71) oraz
(4.72). Wartości tych współczynników są znane, złożone z wartości zespolonych prążków
DFT uzyskanych w pomiarze wraz ze znanymi wartościami parametrów. Nietrywialne roz-
wiązanie tego jednorodnego układu równań liniowych istnieje tylko wtedy, gdy wartość
wyznacznika macierzy głównej zeruje się:∣∣∣∣∣∣∣

a4λ4
0 b4λ4

0 −C4

a2λ2
0 b4λ2

0 −C2

1 1 −C0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (4.74)

Wartość powyższego wyznacznika może zostać bezpośrednio wyliczona z definicji:

C0a
2b2λ4

0 − C2(a2 + b2)λ2
0 + C4 = 0 (4.75)
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Ostateczne wyrażenie przyjmuje postać równania dwukwadratowego. Z tego względu ła-
two jest je rozwiązać przy pomocy założenia z = λ2

0 i dalej rozwiązując otrzymane rów-
nanie kwadratowe ze zmienną z. Rozwiązania przyjmują postać:

z± =
C2(a2 + b2)±

√
C2

2(a2 + b2)2 − 4a2b2C0C4

2a2b2C0
(4.76)

Powyższe równanie generuje cztery pierwiastki λ0 =
√
z+,−√z+,√z− oraz−√z−. Dwa

następujące warunki określają jednoznacznie szukany pierwiastek określający estymowa-
ną częstotliwość: część rzeczywista musi być dodatnia (tak jak mierzona częstotliwość
jest dodatnia) oraz część urojona musi wynosić zero. Tak jak opisywano wcześniej, ze
względu na różne źródła błędów, wyjściowa wartość może zawierać niezerową część uro-
joną. W tym przypadku kryterium wyboru pierwiastka powinno opierać się na wybraniu
najmniejszej wartości modułu części urojonej.

W celu uzyskania formuły mającej praktyczne znaczenie dla pomiaru sygnałów zawie-
rających rzeczywistą składową podstawową, zwykle najlepszym rozwiązaniem jest zało-
żenie wartości parametrów a = 1 oraz b = 2 dla obecności harmonicznej drugiego rzędu
lub b = 3 dla rzędu trzeciego. Dla przypadku drugiej harmonicznej b = 2 formuła (4.76)
przybiera postać:

λ0 = Re

±
√√√√5C2 ±

√
25C2

2 − 16C0C4

8C0

 (4.77)

oraz dla rzeczywistej składowej harmonicznej trzeciego rzędu:

λ0 = Re

±
√√√√10C2 ±

√
100C2

2 − 36C0C4

18C0

 (4.78)

Operator Re{·} wyznacza część rzeczywistą uzyskanej wartości zespolonej, gdy wyliczo-
na wartość λ0 nie jest liczbą rzeczywistą.

4.5.4 Algorytm estymacji częstotliwości z użyciem nowych metod na
przykładzie metody pięciopunktowej

W praktycznym systemie pomiarowym estymacja częstotliwości z wykorzystaniem for-
muł interpolacyjnych metody dwupunktowej 2pGMSD (4.12), trzypunktowej 3pGMSD
(4.38) lub pięciopunktowej 5pGMSD (4.76) zwykle wymaga wdrożenia pełnego toru prze-
twarzania sygnału. W najbardziej standardowym przypadku taki system składa się z czę-
ści analogowej służącej akwizycji sygnału i cyfrowej jednostki przetwarzającej. W czę-
ści cyfrowego przetwarzania sygnału realizowane są etapy: nałożenia okna czasowego na
uzyskane próbki sygnału; obliczenia wartości widma DFT z użyciem szybkiego algoryt-
mu FFT; wyszukania centralnego indeksu do ustalenia używanych w interpolacji wartości
DFT; wyznaczenia wartości częstotliwości przy pomocy formuły interpolacyjnej – szcze-
gółowy opis, na przykładzie metody pięciopunktowej 5pGMSD, został przedstawiony w
postaci opisu Algorytmu 1. Wprowadzone w niniejszej rozprawie są metodami nieiteracyj-
nymi, tj. takimi, które wykorzystują bezpośrednią formułę interpolacyjną. Z tego powo-
du koszt obliczeniowy zastosowania samego estymatora stanowi małą część wszystkich
obliczeń (patrz rozdział 5.6) i może zostać wdrożony małymi nakładami w istniejącym
systemie wykorzystującym FFT.
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Algorytm 1 Metoda 5pGMSD - opis procedury estymacji
Dane wejściowe: x = [x0, · · · ,xN−1], N , p, a, b
Szukana wartość: λ0

1. próbkowanie sygnału ciągłego x(t)→ x(n) dla n ∈ {0,...,N − 1}
2. nałóż okno GMSD xw(n) = wp(n) · x(n) dla n ∈ {0,...,N − 1}
3. oblicz DFT Xmeas

k = FFT{xw(n)} dla n ∈ {0,...,N − 1}
4. znajdź indeks k (zwykle wyszukanie maksimum modułu Xmeas

k );
należy założyć, że zmierzoneXmeas

k reprezentuje pełen modelXmeas
k = Xk =

∑
hX

h
k

5. (opcjonalnie) dobierz wartości parametrów a i b ze względu na wartości lokalnych
maksimów związanych z występowaniem harmonicznych niskiego rzędu

6. oblicz C0(4.67) , C2(4.68), C4(4.69) za pomocą k, p, Xk i ∆nXk

7. oblicz pierwiastki (4.76)
8. wybierz pierwiastek λ0 ze względu na kryteria Re{λ0} > 0 ∧ Im{λ0} ≈ 0
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Rozdział 5

Analiza dokładności nowych metod
IpDFT wykorzystujących okna czasowe
GMSD

5.1 Wprowadzenie do rozdziału
Weryfikacja poprawności uzyskanych formuł interpolacyjnych, wraz z oceną ich skutecz-
ności, jest realizowana w dalszej części rozprawy z wykorzystaniem badań symulacyjnych.
Ewaluacja przeprowadzona jest z użyciem analizy błędów systematycznych, błędów wyni-
kających z obecności zakłóceń losowych oraz błędów losowych dla metod wykorzystują-
cych okna GMSD: dwupunktowej 2pGMSD, trzypunktowej 3pGMSD oraz pięciopunk-
towej 5pGMSD. Dodatkowo zamieszczony został opis eksperymentu demonstrującego
możliwość zastosowania metody pięciopunktowej w celu usunięcia wpływu składowych
harmonicznych niskiego rzędu w warunkach praktycznego pomiaru. Ocenie efektywności
wprowadzanych metod towarzyszy porównanie z innymi metodami referencyjnymi, które
wykorzystują bezpośrednią formułę interpolacyjną.

W pierwszej kolejności przedstawione zostały charakterystyki błędu średniokwadrato-
wego metody dwupunktowej 2pGMSD w przypadku estymacji częstotliwości pojedynczej
oscylacji zespolonej. Przeprowadzone zostały badania symulacyjne dla wariantu sygnału
bez szumu w celu oceny obciążenia estymatora oraz w obecności szumu dla oceny błę-
du całkowitego. Przeprowadzona została analiza dotycząca wpływu wyboru parametrów
metody na uzyskiwany błąd. Ewaluacja metody dwupunktowej rozszerzona jest także do
przypadku zastosowania jej w estymacji rzeczywistego sygnału sinusoidalnego (obecność
składowej sprzężonej), w tym dla krótkich czasów pomiaru. Zbadany został także wpływ
bliskich składowych harmonicznych na wynik pomiaru. Scenariusze przeprowadzonych
symulacji są powtarzane także dla metody trzypunktowej 3pGMSD oraz pięciopunkto-
wej 5pGMSD. W przypadku metody trzypunktowej, która wprowadza eliminację wpływu
składowej sprzężonej, ocena efektywności metody rozpoczyna się od pomiarów przepro-
wadzonych dla rzeczywistego sygnału sinusoidalnego. Ewaluacja metody pięciopunkto-
wej rozpoczyna się od estymacji częstotliwości sygnału zawierającego składową sinuso-
idalną i jedną harmoniczną. W symulacjach prezentowane są charakterystyki dla wariantu
tej metody z eliminacją drugiej harmonicznej oraz wariantu z eliminacją trzeciej harmo-
nicznej.
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5.2 Kryterium oceny estymatorów
Błąd średniokwadratowy RMSE

Jakość estymatora może być oceniona z wykorzystaniem średniokwadratowego błędu RMSE
(ang. root mean square error), będącego miarą błędu całkowitego, wynikającego zarów-
no z obciążenia estymatora jak i jego wariancji. W ogólności błąd jest określony przez
pierwiastek kwadratowy z wariancji i kwadratu obciążenia estymatora δ̂:

RMSE =
√

Var[δ̂] + E[δ̂]2 (5.1)

Niezerowa wartość wariancji estymatora σ2
e = Var[δ̂] spowodowana jest obecnością szumu

s(n) w sygnale (2.1) i jej minimalna wartość jest określona przez ograniczenie Craméra-
Rao. Dla części z prezentowanych w rozdziale 3 metod interpolacji widma zostały okre-
ślone zależności analityczne dla wariancji [13], [15], [24], [58], [133], [145]. Wyrażenie
dla uogólnionego estymatora IpDFT wykorzystującego nawet do N prążków DFT i okien
z bazą kosinusową zostało zaproponowane przez Belegę i Petriego [25]. W badaniach sy-
mulacyjnych przeprowadzonych w niniejszym rozdziale błąd RMSE dla częstotliwości λ0

jest estymowany dla R realizacji w następujący sposób:

RMSE(λ0est) =

√√√√ 1
R

R∑
r=1

(
λ

(r)
0est − λ0

)2
(5.2)

gdzie estymowana wartość częstotliwości podstawowej λ(r)
0est otrzymywana jest z r-tej re-

alizacji zmiennej losowej.
Zastosowanie miary błędu RMSE w przeprowadzonych analizach pozwala na oszaco-

wanie błędu całkowitego uzyskanych estymatorów w przypadku występowania szumu. Z
perspektywy błędów wynikających z obecności zakłóceń deterministycznych (inne skła-
dowe w sygnale) i błędu systematycznego metody, użycie tego narzędzia pozwala także na
uwzględnienie wpływu różnych zestawień wartości fazy wielu składowych sygnału wej-
ściowego jednocześnie, traktując wartość fazy każdej składowej jako zmienną losową o
rozkładzie jednostajnym. Ze względu na to, że badane estymatory IpDFT wykorzystują
wartości zespolone DFT, które zależą od wartości fazy składowych obecnych w sygna-
le, ważne jest przebadanie kombinacji wartości fazy w całym zakresie tego parametru.
Inne podejścia, takie jak użycie charakterystyk błędu maksymalnego, charakteryzują się
wykładniczym wzrostem złożoności obliczeniowej wraz ze wzrostem liczby rozważanych
składowych. Stąd analiza błędu polegająca na wyszukiwaniu przypadku najgorszej fazy,
dla większej liczby składowych sinusoidalnych obecnych w sygnale, staje się w prakty-
ce trudna do przeprowadzenia. Niewątpliwą zaletą wykorzystania charakterystyk błędu
RMSE jest możliwość ujednolicenia większości wykresów do jednej miary błędu w ca-
łym rozdziale.

Wpływ poziomu SNR na błąd estymatora

W ogólności dokładność estymatora może być rozpatrywana ze względu na dwa prze-
działy wartości współczynnika SNR. Gdy SNR przyjmuje małe wartości (wysoki poziom
szumu), wariancja σ2

e jest składnikiem dominującym wobec kwadratu obciążenia E[δ̂] i
uzyskiwany kształt charakterystyki RMSE estymatora silnie zależy od wartości SNR. Od-
wrotnie, w sytuacji gdy SNR jest wysokie, to obciążenie stanowi składnik dominujący
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wobec wariancji, co powoduje, że uzyskanie lepszego stosunku SNR nie polepsza w zna-
czącym stopniu dokładności pomiaru i głównym źródłem błędu stają się błędy wynikają-
ce z obecności składowych zakłócających oraz błąd systematyczny związany z przyjętymi
aproksymacjami przy wyprowadzeniu metod.

Uzyskanie estymatora odpowiedniego dla danego zastosowania wiąże się z ustaleniem
kompromisu pomiędzy ograniczaniem obciążenia a maksymalizacją odporności na szum,
gdyż często są to cele sprzeczne ze sobą. Pojawienie się w sygnale zakłóceń w postaci
innych składowych częstotliwościowych, które nie są uwzględnione w interpolacji, wiąże
się ze ze wzrostem obciążenia estymatora. Do tej kategorii zalicza się wpływ składowej
sprzężonej i składowych harmonicznych. W zależności od poziomu zaszumienia, nacisk
na wybór źródła błędu do redukcji może ulegać zmianie. Estymatory wprowadzone w
niniejszej rozprawie wykorzystują techniki eliminacji obciążenia wynikającego z obecno-
ści innych składowych niż składowa podstawowa w sygnale i najlepiej sprawdzają się dla
sygnałów o małym poziome zaszumienia. W przypadku niskich wartości współczynnika
SNR zastosowanie prostszych formuł, wraz z oknem prostokątnym, może potencjalnie po-
zwolić na otrzymanie mniejszego błędu całkowitego, ze względu na mniejszą wariancję.
Warto jednak podkreślić, że np. w przypadku estymatorów eliminujących wpływ składo-
wej sprzężonej, metoda trzypunktowa nadal charakteryzuje się jednym z lepszych pozio-
mów odporności na szum, gdy zastosowane zostaje okno prostokątne, tj. parametr okna
GMSD p = 0.

Parametry metod wykorzystujących okna GMSD i parametry symulacji

Parametry a i b formuły pięciopunktowej (4.76) określają krotności częstotliwości unor-
mowanejλ0 dla dwóch rzeczywistych składowych sinusoidalnych, które mają zostać uwzględ-
nione w modelu. W badaniach symulacyjnych przeprowadzonych w niniejszym rozdziale
przyjmowane są wyłącznie dwie kombinacje wartości tych parametrów: a = 1 i b = 2
w celu eliminacji wpływu drugiej harmonicznej oraz a = 1 i b = 3 w celu eliminacji
wpływu trzeciej harmonicznej.

Parametr k oznacza indeks prążka DFT wybranego jako wartość środkowa w metodach
trzypunktowej i pięciopunktowej oraz prążek pierwszy lub drugi dla metody dwupunkto-
wej, w zależności od wybranej formuły (4.14) lub (4.15). Domyślnie w symulacjach wy-
bierany jest prążek leżący najbliżej estymowanej wartości λ0 z rozdzielczością ∆λ = 0,5
bin. Rozdzielczość 0,5 bin jest możliwa do uzyskania za pomocą wykorzystania techniki
uzupełniania zerami do 2N próbek[37].

Kolejnym istotnym parametrem metody jest parametr p określający postać okna czaso-
wego z rodziny GMSD (równanie (3.20)), który może przyjąć wartości całkowite nieujem-
ne. Zwiększenie wartości parametru wiąże się z z rozszerzeniem listka głównego charak-
terystyki częstotliwościowej okna czasowego, jednocześnie zawężając okno dla przebiegu
czasowego. Większa wartość parametru wiąże się z redukcją wpływu składowych odda-
lonych oraz redukuje obciążenie estymatora. Z drugiej jednak strony pogarsza własności
statystyczne zastosowanej formuły (zwiększona wariancja estymatora). Wybór kompro-
misu uwzględniającego oba czynniki polega na określeniu, które źródło błędu jest domi-
nujące. Standardowym wyborem w symulacjach opisywanych w niniejszym rozdziale jest
p = 3[56].

Liczba próbek sygnału wykorzystana do obliczenia wartości DFT oznaczona jest sym-
bolem N . Liczba próbek przyjmowana w symulacjach stanowi wyłącznie potęgi dwójki.
Jest to spowodowane faktem, że w praktycznych zastosowaniach wykorzystywany jest al-
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gorytm szybkiej transformacji Fouriera FFT.
Parametr symulacji mówiący o liczbie realizacji w równaniu (5.2) oznaczony jest sym-

bolemR. Jeżeli nie sprecyzowano inaczej, każdy punkt charakterystyki błędu RMSE otrzy-
mywany jest używając R = 105 realizacji szumu AWGN, a więc składnika s(n) z równa-
nia (2.1). W większości przypadków zwiększenie liczby iteracji ponad 104 nie przynosi
widocznej poprawy otrzymywanych charakterystyk błędu dla przyjętej rozdzielczości wy-
kresów.

Fazy kolejnych składowych sinusoidalnych oznaczone są jako ϕh w równaniu (3.1).
Dla każdej ze składowych sinusoidalnych h w danej realizacji r niezależnie losowana jest
wartość fazy z rozkładu jednostajnego na odcinku [0,2π]. Wartości amplitud składowych
Ah (równanie (3.1)) zawsze podawane są dla założenia, że amplituda składowej podsta-
wowej A1=1.

Podążając za konwencją wprowadzoną w poprzednich rozdziałach, wprowadzono roz-
różnienie pomiędzy częstotliwością podstawową λ0 a częstotliwością pierwszej składowej
λ1 = 1λ0 (h = 1). Wynika to z faktu, że dla metody pięciopunktowej GMSD możliwe jest
użycie parametrów a,b innych niż wartość 1. Wtedy częstotliwości składowych uwzględ-
nianych w estymacji wynoszą kolejno aλ0, bλ0, a wartość λ1 jest nieużywana.

5.3 Metoda dwupunktowa dla okien GMSD

5.3.1 Estymacja częstotliwości dla pojedynczej oscylacji zespolonej
Metoda dwupunktowa wprowadzona w niniejszej rozprawie korzysta z formuły (4.14) dla
dwóch kolejnych prążków Xk−1 i Xk lub formuły (4.15) wykorzystującej dwa punkty Xk

i Xk+1. W praktyce wyniki uzyskiwane z użyciem obu formuł są identyczne, a wybór
formuły ma znaczenie jedynie ze względu na to, które prążki DFT są wykorzystywane
w estymacji. Można także zauważyć, że zmiana formuły (4.14) na (4.15) jest tożsama z
podstawieniem inkrementowanej wartości parametru k.

Najważniejszą cechą metody jest to, że wykorzystuje w modelu wyłącznie oscylację
zespoloną. Dlatego pojawienie się w sygnale większej liczby składowych częstotliwościo-
wych skutkuje wprowadzeniem dodatkowego obciążenia estymatora, zależnego od ich po-
łożenia w widmie. Dalej w rozdziale zaprezentowane zostały charakterystyki błędu RMSE
pozwalające na ocenę wpływu postaci sygnału wejściowego na dokładność estymacji.

Wpływ liczby próbek N na wartość obciążenia estymatora

W pierwszej kolejności rozpatrywany jest sygnał zawierający pojedynczą oscylację ze-
spoloną i pozbawiony szumu. Umożliwia to zbadanie błędu związanego z obciążeniem
estymatora 2pGMSD, ze względu na przyjęte parametry metody. Na rysunku 5.1 przedsta-
wione zostały wykresy charakterystyk błędu RMSE w funkcji częstotliwości podstawowej
λ0, dzięki którym możliwa jest ocena wpływu wyboru liczby użytych próbekN służących
do obliczenia widma DFT na dokładność pomiaru. W badaniach zastosowano wartości N
kolejnych potęg dwójki od N = 32 do N = 1024. Dla charakterystyk błędu uzyskanych
dla czterech wybranych kolejnych wartości parametru p można zaobserwować, że wraz
ze wzrostem liczby próbek N następuje znaczące zredukowanie wartości błędu wynika-
jącego z obciążenia estymatora, nawet poniżej 10−5 bin dla p > 2. Zysk z zastosowania
większej liczby próbek N rośnie wraz z zastosowaniem większej wartości parametru p,
o czym świadczą rosnące odległości pomiędzy charakterystykami błędu na wykresach od
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Rysunek 5.1. Charakterystyki błędu RMSE estymatora 2pGMSD przedstawione dla zmie-
niającej się częstotliwości podstawowej λ0 w przypadku sygnału złożonego z pojedynczej
składowej zespolonej. Na rysunkach pokazano wpływ liczby próbekN sygnału na obcią-
żenie estymatora dla czterech wybranych wartości parametru p okna GMSD.

5.1a do 5.1d. Dla parametru p = 3 błąd RMSE jest mniejszy od 10−5 bin dla wszystkich
badanych wartościN , zaś dla wartościN > 512 zmniejsza się poniżej wartości 10−10 bin.
Na rysunku 5.1d charakterystyka związana z wartością N = 1024 przyjmuje odmienny
kształt ze względu na ograniczenia dokładności związane z wykorzystywaną arytmetyką
zmiennoprzecinkową.

Wpływ parametru p okna na obciążenie estymatora

Charakterystyki błędu umieszczone na rysunku 5.1 umożliwiają łatwą ocenę zmiany war-
tości liczby próbek N na dokładność estymacji dla ustalonej wartości parametru p okna
czasowego. W celu oceny wpływu wartości p na dokładność estymacji dla ustalonej liczby
próbek N zestawiono charakterystyki błędu RMSE na rysunku 5.2. W badaniach zasto-
sowano wartości parametru p dla rosnących wartości od p = 1 do p = 6. Zestawienie
charakterystyk uzyskanych dla czterech wybranych wartości liczby próbek N sygnału po-
zwala stwierdzić, że wraz ze wzrostem wartości parametru p następuje znaczące zreduko-
wanie błędu wynikającego z obciążenia estymatora, w szczególności dla zmiany wartości
parametru p z nieparzystej na parzystą, przy zmianie wartości o jeden. Różnica w błędzie
przy okazji przejścia odwrotnego (z wartości parzystej na nieparzystą przy inkrementacji)
jest znacząco mniejsza. Tak samo jak dla przypadku charakterystyk znajdujących się na
rysunku 5.1, zysk z zastosowania większej liczby próbek N ma największe znaczenie z
większymi wartościami parametru p (wykresy od 5.2a do 5.2d). DlaN = 512 błąd RMSE
jest mniejszy niż 10−5 bin dla wszystkich badanych wartości parametru p okna czasowe-
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Rysunek 5.2. Charakterystyki błędu RMSE estymatora 2pGMSD przedstawione dla zmie-
niającej się częstotliwości podstawowej λ0 w przypadku sygnału złożonego z pojedynczej
składowej zespolonej. Na rysunkach pokazano wpływ parametru p na obciążenie estyma-
tora dla czterech wybranych wartości liczby próbek N sygnału.

go. To samo można powiedzieć o charakterystykach błędu dla wartości parametru okna
wynoszącego co najmniej p = 2. Na rysunkach 5.2c i 5.2d charakterystyki związane z
większymi wartościami parametru p = 4, 5, 6 przyjmują odmienny kształt ze względu na
ograniczoną dokładność obliczeń zastosowanych w symulacjach, tak samo jak w przypad-
ku charakterystyki N = 1024 znajdującej się na wykresie 5.1d.

Wpływ zakłóceń losowych na dokładność metody dwupunktowej

W celu dokonania oceny odporności na zakłócenia losowe badanego estymatora wykorzy-
stano sygnał złożony z pojedynczej oscylacji zespolonej zniekształconej szumem. Obec-
ność szumu w sygnale wejściowym powoduje, że uzyskiwana wartość błędu średniokwa-
dratowego wzrasta ze względu na niezerową wartość wariancji używanego estymatora (za-
leżność (5.1)). Szum wykorzystywany w symulacjach to szum AWGN charakteryzujący
się zerową wartością oczekiwaną i wariancją uzależnioną od wartości przyjętego poziomu
współczynnika SNR.

Na rysunku 5.3 zostały przedstawione charakterystyki błędu RMSE w funkcji wartości
SNR w przedziale [0,100] dB. Wykorzystywana jest przy tym stała wartość częstotliwości
podstawowej λ0 wynosząca 2,8 bin. Na wykresach zostały przedstawione charakterystyki
błędu dla kolejnych wartości liczby próbek sygnału, od wartości N = 32 do N = 1024, z
wykorzystaniem parametrów okna p = 1 na wykresie 5.3a oraz p = 2 na wykresie 5.3b.
Wartości błędu znajdujące się na wykresie 5.3a dla parametru p = 1 można wyraźnie po-
dzielić ze względu na obszary dominacji wariancji oraz dominacji obciążenia estymatora
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Rysunek 5.3. Błąd RMSE przedstawiony w funkcji wartości SNR dla kolejnych wartości
liczby próbek N sygnału Na rysunkach zostały przedstawione charakterystyki dla dwóch
parametrów okna p = 1 oraz p = 2.

w ujęciu błędu całkowitego dla różnych zakresów wartości współczynnika SNR. Pierwszy
charakteryzuje się tym, że linie wyznaczające błąd RMSE biegną równolegle do linii ozna-
czającej ograniczenie Craméra-Rao. W tym regionie panuje dominacja błędu związanego
z wariancją estymatora nad obciążeniem. Dla charakterystyki N = 32 ten region kończy
się przy wartości SNR = 50 dB, gdzie następuje przegięcie wykresu i zaczyna domino-
wać obciążenie estymatora. Z kolei dla charakterystykiN = 1024 punkt ten leży dla SNR
≈ 90 dB. Otrzymane wartości błędu są zgodne z wynikami otrzymanymi dla rysunków
przedstawiających błędy dla przypadku estymacji składowej zespolonej bez zniekształceń
losowych. Na drugim wykresie 5.3b, dla parametru p = 2, zostały przedstawione charak-
terystyki, dla których w całym badanym zakresie wartości SNR dominuje błąd związany
z wariancją estymatora, z wyjątkiem charakterystyki dla przypadku N = 32. Tak jak w
przypadku wykresu 5.3a, poziom błędu RMSE widoczny na wykresie 5.3b, dla którego
charakterystyka przechodzi w rejon z dominacją błędu obciążenia, zgadza się z poziomami
wartości błędu uzyskanymi na wykresach 5.1 oraz 5.2 w przypadku sygnału niezakłóco-
nego szumem.
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Rysunek 5.4. Błąd RMSE odniesiony do ograniczenia Craméra-Rao w funkcji SNR sygna-
łu dla różnych wartości parametru p oraz dla dwóch wartości N = 128 oraz N = 1024.
Charakterystyki zostały uzyskane dla stałej wartości częstotliwości podstawowej λ0 = 2,8
bin.

Charakterystyki błędu RMSE odniesione do ograniczenia Craméra-Rao ze względu
na użytą wartość parametru okna

Charakterystyki błędu RMSE z wykorzystaniem różnych parametrów okna czasowego p,
w przypadku dwóch liczb próbek N = 128 i N = 1024, zostały przedstawione na rysun-
ku 5.4. Wartości błędu na rysunku odniesione są do wartości ograniczenia Craméra-Rao
dla rozważanej liczby próbek N . Pozwala to na uzyskanie informacji ilościowej o wa-
riancji badanego estymatora, co było trudniejsze w przypadku wykresu 5.3, który zawiera
bezwzględne wartości błędu przedstawione w skali logarytmicznej. Takie podejście po-
zwala także na ocenę wpływu wyboru parametru p na wynik estymacji dla wielu wartości
jednocześnie. Tak jak w przypadku wcześniejszego rysunku 5.3, tak i w tej symulacji wy-
korzystana jest stała częstotliwość λ0 = 2,8 bin dla pojedynczej oscylacji zespolonej.

Oba zestawienia charakterystyk względnych błędu RMSE różnią się od siebie bardzo
nieznacznie. Główną różnicę stanowią charakterystyki dla przypadku parametru okna o
wartości p = 1, dla którego zwiększenie liczby próbek N pozwala na zredukowanie ob-
ciążenia będącego czynnikiem przeważającym już dla poziomu SNR ≈ 50 dB i sygnału
zawierającego N = 128 próbek. Dla N = 1024 ten punkt przesuwa się do poziomu
SNR ≈ 80 dB. Charakterystyki błędu pokazują, że w badanym zakresie wartości SNR
współczynniki okna o wartościach większych niż p = 1 gwarantują eliminację obciążenia
znacznie poniżej poziomu błędu związanego z wariancją estymatora. Estymator 2pGMSD
pozwala na utrzymanie wartości błędu całkowitego poniżej trzykrotności wartości ograni-
czenia Craméra-Rao nawet dla wartości SNR> 100 dB dla przypadku zastosowania okna
z parametrem p = 2.

5.3.2 Porównanie z wybraną metodą bezpośrednią
Estymator dwupunktowy 2pGMSD analizowany w niniejszym rozdziale został porówna-
ny z inną metodą o zbliżonej charakterystyce. Wybrana została metoda Lianga i in. [113],
która charakteryzuje się wysoką odpornością na szum w przypadku estymacji częstotli-
wości pojedynczej oscylacji zespolonej i oferuje bezpośrednią formułę interpolacyjną.

Rysunek 5.5 jest pierwszym z dwóch rysunków przedstawiających wyniki przeprowa-
dzonych badań w postaci charakterystyk dla metody 2pGMSD i metody Lianga i in. [113].
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Rysunek 5.5. Porównanie błędów metody 2pGMSD dla dwóch parametrów okna z metodą
Lianga i in. [113].

Badanie zostało przeprowadzone dla sygnału zawierającego wyłącznie jedną oscylację ze-
spoloną. Na wykresie 5.5a zostały przedstawione charakterystyki błędu RMSE dla zmie-
niającej się wartości częstotliwości podstawowej dla metody Lianga i metody 2pGMSD
z dwoma wartościami parametru okna: p = 0 (okno prostokątne) i p = 3. Wartość licz-
by próbek wybranych do tej symulacji została ustalona na N = 256. Okno prostokątne
(p = 0 dla metody 2pGMSD) zostało wybrane ze względu na to, że metoda Lianga wy-
korzystuje wyłącznie takie okno do estymacji. Charakterystyki błędu zostały otrzymane
dla przypadku sygnału niezakłóconego szumem, w celu zbadania wartości błędu wyni-
kającego z obciążenia estymatorów. W przypadku zastosowania okna prostokątnego cha-
rakterystyka błędu metody [113] jest bardzo zbliżona do charakterystyki błędu metody
2pGMSD w zakresie λ0 > 1. Ograniczenie obciążenia jest możliwe dla metody 2pGMSD
z wyborem p > 0. Wiąże się to jednak ze zwiększoną wartością wariancji estymatora, co
z kolei skutkuje większymi wartościami błędu całkowitego RMSE w przypadku sygna-
łu zakłóconego szumem. Opisywany efekt można zaobserwować na wykresie 5.5b, gdzie
umieszczone zostały charakterystyki błędu RMSE odniesione do ograniczenia Craméra-
Rao, dla liczby próbek N = 256 dla obu metod. Częstotliwość podstawowa, dla której
zostały otrzymane charakterystyki błędu, wynosi λ0 = 2,8 bin. Widać wyraźną przewa-
gę metody Lianga dla przedziału SNR < 80 dB. W tym zakresie błąd względny metody
Lianga osiąga wartość ok. 1,2 raza wartości ograniczenia Craméra-Rao, gdzie wprowadza-
ny estymator 2pGMSD pozwala jedynie na osiągnięcie rezultatu poniżej 3 razy wartości
ograniczenia Craméra-Rao w najlepszym przypadku (p = 0). Należy jednak zauważyć, że
dla wartości powyżej wspomnianego progu wartości SNR, zaczyna przeważać błąd zwią-
zany z obciążeniem estymatora dla obu metod w przypadku zastosowania okna prostokąt-
nego. Na wykresie 5.5b jest to widoczne w postaci nagłego wzrostu błędu odniesionego
do ograniczenia Craméra-Rao w funkcji zmniejszającego się udziału szumu w całkowitej
energii sygnału. Dla większych wartości SNR zastosowanie metody 2pGMSD z większy-
mi wartościami parametru p umożliwia utrzymanie wartości błędu całkowitego RMSE na
podobnym poziomie. Jest to spowodowane redukcją obciążenia znacznie poniżej poziomu
błędu wynikającego z występowania zakłóceń losowych, a co za tym idzie charakterysty-
ka błędu pozostaje w przybliżeniu stała. Na wykresie 5.5b jest to widoczne dla przypadku
użycia parametru p = 3, co umożliwia uzyskanie mniejszego błędu całkowitego niż dla
metody Lianga i in. [113]. Zysk wynikający z przyjęcia właściwych parametrów metody
wykorzystującej okna GMSD wynika przede wszystkim z redukcji obciążenia. Widać to
w szczególności, gdy wzrost błędu całkowitego RMSE związany jest z obecnością innych

87



0 1 2 3 4 5 6 7 8

0
 [bin]

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

 100

Liang i in.

2pGMSD

(a)

0 20 40 60 80 100
10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

Liang i in.

2pGMSD

CRLB

(b)

Rysunek 5.6. Porównanie błędów metody 2pGMSD dla różnych parametrów okna z me-
todą Lianga i in. [113] w przypadku rzeczywistego sygnału sinusoidalnego.

składowych częstotliwościowych w sygnale.

5.3.3 Rzeczywisty sygnał sinusoidalny i wpływ składowej sprzężonej
na dokładność estymacji

Kolejne symulacje poświęcone są analizie dokładności pomiaru porównywanych estyma-
torów w przypadku sygnału złożonego z pojedynczej oscylacji sinusoidalnej. Zmiana mo-
delu sygnału powoduje, że oprócz składnika pochodzącego od składowej podstawowej,
pojawia się również składnik przecieku widma pochodzący od składowej sprzężonej po-
łożonej w zakresie częstotliwości ujemnych. Obecność tego drugiego składnika staje się
istotna dla krótkich czasów pomiaru, tj. niskiej częstotliwości podstawowej λ0 (rozdział
3.6). W przypadku estymatorów uwzględniających wpływ wyłącznie składowej podsta-
wowej w modelu, obecność składowej sprzężonej staje się źródłem zwiększonej wartości
obciążenia estymatora.

Na rysunku 5.6 zostały przedstawione wyniki badań przeprowadzonych dla sygnału
złożonego z jednej składowej sinusoidalnej zakłóconej szumem. Omawiane wykresy od-
powiadają tym uzyskanym na rysunku 5.5, dla sygnału złożonego z pojedynczej oscylacji
zespolonej (z wyjątkiem wykresu 5.6b, gdzie zrezygnowano z przedstawienia wartości od-
niesionych do ograniczenia Craméra-Rao, ze względu na dominujący charakter obciążenia
w błędzie całkowitym RMSE). Zachowane zostały także parametry sygnału i pomiaru z
poprzedniej symulacji. Na wykresie 5.6b umieszczono dodatkową charakterystykę dla pa-
rametru p = 5 okna czasowego.

Obecność składowej sprzężonej w sygnale powoduje, że charakterystyka błędu metody
Lianga i in. [113] wykazuje większy błąd RMSE dla badanego zakresu λ0 ∈ [1, 8] bin, na-
wet w przypadku charakterystyki związanej z oknem prostokątnym (p = 0) przyjętym dla
metody 2pGMSD (wykres 5.6a). Z kolei zastosowanie okna o parametrze p = 3 pozwala
na znaczące zredukowanie wpływu składowej sprzężonej na wynik pomiaru dla rosnących
wartości częstotliwości podstawowej λ0, ze względu na redukcję poziomu listków bocz-
nych okien GMSD. Na drugim wykresie 5.6b zostały pokazane charakterystyki błędów
RMSE dla przypadku sygnału zakłóconego szumem dla jednej ustalonej wartości często-
tliwości λ0 = 2,8 bin. Widać na nim, że błąd wynikający z obciążenia estymatorów staje
się składnikiem dominującym już dla wartości SNR > 10 dB w przypadku użycia okna
prostokątnego. Zastosowanie okien GMSD o większych wartościach parametru p powodu-
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je redukcję obciążenia estymatora 2pGMSD i co za tym idzie wspomniany próg wartości
SNR przesuwa się w kierunku większych wartości, polepszając całkowitą dokładność es-
tymatora w przypadku pomiaru częstotliwości rzeczywistego sygnału sinusoidalnego.

5.3.4 Rzeczywisty sygnał sinusoidalny zakłócony harmonicznymi
Wpływ obecności w sygnale drugiej składowej harmonicznej

Obecność w sygnale zakłóceń w postaci składowych harmonicznych wiąże się z dalszym
wzrostem obciążenia porównywanych estymatorów uwzględniających w modelu wyłącz-
nie pojedynczą oscylację zespoloną. Jest to spowodowane rosnącym, sumarycznym skład-
nikiem przecieku widma, który pochodzi od blisko położonych składowych harmonicz-
nych, tak jak zostało to opisane w rozdziale 3.7.2. W celu zbadania wpływu obecności
bliskich komponentów częstotliwościowych na dokładność estymatora 2pGMSD zostały
przeprowadzone badania dla przypadku sygnałów zakłóconych harmonicznymi.

Na rysunku 5.7 zostały przedstawione wyniki badań dla rzeczywistego sygnału sinuso-
idalnego zakłóconego składową harmoniczną drugiego rzędu o amplitudzie stanowiącej
10% amplitudy składowej podstawowej, ze zmieniającą się częstotliwością podstawową
λ0 na rysunkach 5.7a i 5.7c oraz ze stałą wartością λ0 = 3.8 bin i zmieniającą się war-
tością amplitudy drugiej harmonicznej na rysunkach 5.7b i 5.7d. Symulacje zostały prze-
prowadzone dla dwóch poziomów zaszumienia, mając na uwadze mocne strony porówny-
wanych estymatorów: sygnał z wysokim poziomem szumu (SNR = 10 dB), dla którego
lepsze wyniki osiągał estymator Lianga i in. [113] i niskim poziomem szumu SNR = 100
dB, dla którego z kolei lepsze wyniki osiągał estymator 2pGMSD. Charakterystyki błędu
RMSE zostały uzyskane dla N = 1024 dla obu porównywanych metod, gdzie dla meto-
dy 2pGMSD został wykorzystany współczynnik p = 3. Wykresy po lewej stronie 5.7a i
5.7c pokazują charakterystyki błędu w funkcji częstotliwości podstawowej λ0. Po prawej
stronie rysunku znajdują się wykresy 5.7b i 5.7d, na których znajdują się charakterystyki
dla wybranej częstotliwości λ0 = 3,8 bin i rosnącej amplitudy drugiej harmonicznej (wy-
rażonej przez współczynnik THD). Współczynnik THD dla H − 1 kolejnych składowych
harmonicznych zdefiniowany jest w następujący sposób:

THD =

√√√√ H∑
h=2

A2
h

A2
1

(5.3)

Z powyższego równania wynika, że dla pojedynczej składowej harmonicznej rzędu h wy-
stępującej w sygnale zachodzi zależność THD = |Ah|

|A1| .
W przypadku niskiego poziomu zaszumienia, użycie estymatora 2pGMSD skutkuje

uzyskaniem charakterystyki błędu o malejących wartościach dla zwiększającej się war-
tości częstotliwości λ0. Szybkość opadania charakterystyki RMSE na wykresie 5.7a jest
znacząco większa niż dla estymatora Lianga i in. [113] – zaczynając od podobnej warto-
ści błędu dla λ0 = 2 bin, aż do zmniejszenia się wartości błędu o dwa rzędy wielkości
przy λ0 = 7 bin. Charakterystyki na wykresie 5.7b pokazują dynamikę zmiany błędu
dla zwiększającego się udziału drugiej harmonicznej w sygnale przy stałej częstotliwości
λ0 = 3,8 bin. Można zauważyć, że w całym zakresie wartości λ0 oraz wartości współ-
czynnika THD metoda 2pGMSD osiąga lepsze rezultaty od metody Lianga, choć różnica
w błędzie dla większych wartości THD zmniejsza się. Stała wartość błędu, bez względu na
wartość amplitudy harmonicznej dla metody Lianga wynika z dominacji błędu wynikają-
cego z obecności składowej sprzężonej. Tak jak wnioskowano w przypadku poprzednich
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Rysunek 5.7. Porównanie błędów metody 2pGMSD dla różnych parametrów okna z me-
todą Lianga i in. [113] w przypadku rzeczywistego sygnału sinusoidalnego zakłóconego
drugą harmoniczną dla wybranej częstotliwości λ0 = 3,8 bin. Rozpatrywane są dwa
przypadki: dla wykresów (a) i (b) wykorzystywany jest sygnał z niskim poziomem zaszu-
mienia (SNR=100 dB), z kolei dla wykresów (c) i (d) z wysokim poziomem zaszumienia
(SNR=10 dB).

badań symulacyjnych (rysunek 5.6), możliwość zastosowania okien GMSD pozwala na
zmniejszenie obciążenia estymatora wynikającego z występowania składowych sąsiadu-
jących.

W przypadku wysokiego poziomu zaszumienia sygnału (SNR = 10 dB) różnica w
dokładności zastosowanych estymatorów zmniejsza się, ale pozostaje na korzyść metody
2pGMSD z parametrem p = 3. Wykresy 5.7c i 5.7d pokazują charakterystyki błędu RMSE
przyjmujące w przybliżeniu stałe wartości (w obszarze λ0 > 3 bin).

Wpływ obecności w sygnale trzeciej harmonicznej

Na rysunku 5.8 zostały przedstawione wyniki badań przeprowadzonych dla przypadku sy-
gnału składającego się ze składowej sinusoidalnej zakłóconej harmoniczną trzeciego rzę-
du. Powtórzony został scenariusz z badań przeprowadzonych dla składowej harmonicznej
rzędu drugiego (rysunek 5.7). Dla przypadku sygnału z niskim poziomem zaszumienia
(SNR = 100 dB) wpływ trzeciej harmonicznej na wyniki estymacji 2pGMSD jest zna-
cząco mniejszy niż to było w przypadku charakterystyki widocznej na wykresie 5.7a, tj.
obecności drugiej harmonicznej. Charakterystyka błędu przedstawiona na wykresie 5.8a
przyjmuje bardziej regularny kształt w porównaniu z przypadkiem obecności drugiej har-
monicznej, zaś wartość błędu zmniejsza się – przykładowo z poziomu 10−3 bin w przy-
padku obecności drugiej harmonicznej do 10−4 bin w przypadku obecności trzeciej har-
monicznej dla λ0 = 4 bin. Z kolei dokładność metody Lianga i in. [113] nie poprawia się
zauważalnie, zachowując błąd rzędu 10−2 bin, tak samo jak dla przypadku charakterystyki
błędu widocznej na wykresie 5.7a. Na wykresie 5.8b, demonstrującym wpływ amplitudy
harmonicznej dla częstotliwości λ0 = 3,8 bin, charakterystyki błędu RMSE przyjmują
w przybliżeniu stałe wartości dla całego zakresu wartości współczynnika THD. Oznacza
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Rysunek 5.8. Porównanie błędów metody 2pGMSD dla różnych parametrów okna z me-
todą Lianga i in. [113] w przypadku rzeczywistego sygnału sinusoidalnego zakłóconego
trzecią harmoniczną dla wybranej częstotliwości λ0 = 3,8 bin. Rozpatrywane są dwa
przypadki: dla wykresów (a) i (b) wykorzystywany jest sygnał z niskim poziomem zaszu-
mienia (SNR=100 dB), z kolei dla wykresów (c) i (d) z wysokim poziomem zaszumienia
(SNR=10 dB).

to, że w tym przypadku błąd wynikający z obecności składowej sprzężonej dominuje nad
błędem wynikającym z obecności trzeciej harmonicznej dla obu metod, nawet przy mak-
symalnej wartości rozważanej amplitudy A3 = 0,5. Dla przypadku sygnału z dużym po-
ziomem zaszumienia (SNR = 10 dB) wykresy 5.8c i 5.8d pokazują, że dla całego zakresu
λ0 i całego zakresu wartości współczynnika THD, w przypadku metody Lianga, nadal do-
minuje błąd związany z obecnością składowej sprzężonej. Dla metody 2pGMSD sytuacja
jest zupełnie odwrotna: dla wskazanych zakresów parametrów dominuje błąd związany
z wariancją estymatora. Dla wszystkich przypadków jest on mniejszy niż całkowity błąd
wynikający z zastosowania metody Lianga.

Wpływu obecności w sygnale wielu składowych harmonicznych

W praktycznych zastosowaniach w sygnale występuje zwykle wiele harmonicznych. Na ry-
sunku 5.9 zostały przedstawione wyniki badań przeprowadzonych dla przypadku estyma-
cji częstotliwości podstawowej sygnału składającego się ze składowej sinusoidalnej zakłó-
conej ośmioma kolejnymi składowymi harmonicznymi, ze stosunkiem amplitud opisanym
w tabeli 5.1. Powtórzony został scenariusz obu wcześniejszych badań przeprowadzonych
dla obecności pojedynczych harmonicznych niskiego rzędu, tj. wyników z rysunków 5.8
i 5.9. Dla przypadku sygnału z niskim poziomem zaszumienia (SNR = 100 dB) suma-
ryczny wpływ harmonicznych na wyniki estymacji metody dwupunktowej można ocenić
uwzględniając wyniki umieszczone na rysunku 5.9a. Kształt charakterystyk błędu RMSE
jest zbliżony do charakterystyk dla przypadku drugiej harmonicznej obecnej w sygnale
(rysunek 5.7), bezwzględne wartości błędu są jednak mniejsze. Świadczy to o tym, że naj-
większym składnikiem obciążenia estymatora 2pGMSD jest przeciek widma pochodzący
od drugiej harmonicznej, czyli składowej położonej najbliżej używanych w interpolacji
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Rysunek 5.9. Porównanie błędów metody 2pGMSD dla parametru p = 3 z metodą Wanga
i in. [113] w przypadku sygnału sinusoidalnego zakłóconego wieloma harmonicznymi
wskazanymi przez tabelę 5.1 dla wybranego zakresu częstotliwości λ0 i jednej wybranej
λ0 = 3,8 bin. Rozpatrywane są dwa przypadki: dla wykresów (a) i (b) wykorzystywany
jest sygnał z niskim poziomem zaszumienia (SNR=100 dB), z kolei dla wykresów (c) i (d)
z wysokim poziomem zaszumienia (SNR=10 dB).

prążków DFT. Wykres 5.9b pozwala na potwierdzenie tych spostrzeżeń, ze względu na wi-
doczną zależność pomiędzy rosnącym błędem RMSE przy rosnącym stopniu zniekształ-
ceń harmonicznych. Nachylenie charakterystyki jest jednak mniejsze niż dla wykresów
uzyskanych dla badania wpływu obecności drugiej harmonicznej, jako że wzrost ampli-
tudy tej harmonicznej jest odpowiednio mniejszy przy tej samej wartości współczynni-
ka THD. Niezmieniający się poziom błędu dla estymatora Lianga i in. [113] świadczy z
kolei o dominacji błędu wynikającego z obecności składowej sprzężonej nad wpływem
harmonicznych. Dla przypadku sygnału z dużym poziomem zaszumienia (SNR = 10 dB)
wykresy 5.9c i 5.9d pozwalają na powtórzenie wniosków towarzyszących rozważaniom
na temat obu wcześniejszych badań (rysunki 5.7 i 5.8). Dla metody Lianga dominuje błąd
systematyczny pochodzący od składowej sprzężonej, zaś dla metody 2pGMSD dominu-
je wariancja. We wszystkich sprawdzanych zakresów parametrów metoda dwupunktowa
GMSD pozwala na uzyskanie lepszych rezultatów.

Tabela 5.1. Stosunek amplitud kolejnych harmonicznych zawartych w sygnale.

Krotność harmonicznej h 2 3 4 5 6 7 8 9
Względna amplituda δh 2 5 1 6 0,5 5 0,5 1,5

Tabela 5.1 przedstawia amplitudy względne δh składowych harmonicznych zawartych
w sygnale testowym dla badań uwzględniających wiele składowych harmonicznych. War-
tość amplitudy harmonicznej Ah, dla ustalonej wartości współczynnika THD, można ob-
liczyć z wykorzystaniem wartości δh przez zastosowanie zależności (5.4), dla założenia
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Rysunek 5.10. Porównanie błędów metody 2pGMSD i 3pGMSD w przypadku rzeczywi-
stego sygnału sinusoidalnego.

jednostkowej amplitudy składowej podstawowej A1:

Ah = δh
A1THD√

9∑
h=2

δ2
h

≈ δh
THD
9,68

dla A1 = 1 (5.4)

Powyższa zależność wynika bezpośrednio z definicji współczynnika THD (równanie (5.3)).

5.4 Metoda trzypunktowa GMSD

5.4.1 Estymacja częstotliwości dla pojedynczej oscylacji rzeczywistej
Metoda trzypunktowa dla okien GMSD wprowadzona w rozdziale 4 wykorzystuje formu-
łę (4.42) do estymacji częstotliwości unormowanej λ0. Formuła interpolacyjna korzysta z
trzech prążków DFT położonych symetrycznie względem indeksu k. Najważniejszą cechą
metody jest uwzględnienie wpływu składowej sprzężonej w przyjętym modelu interpola-
cji. Pozwala to na uzyskanie wysokiej dokładności estymacji częstotliwości dla rzeczywi-
stego sygnału sinusoidalnego nawet dla bardzo krótkich czasów pomiaru. W dalszej czę-
ści rozdziału zaprezentowane zostały charakterystyki błędu RMSE pozwalające na ocenę
efektywności użycia metody trzypunktowej dla różnych parametrów metody, pomiaru i
sygnału wejściowego.

Eliminacja wpływu składowej sprzężonej – porównanie metod dwupunktowej 2pGMSD
i trzypunktowej 3pGMSD

Przedstawione na rysunku 5.10 wyniki badań symulacyjnych mają na celu porównanie
metody trzypunktowej 3pGMSD z metodą dwupunktową 2pGMSD w przypadku estyma-
cji częstotliwości podstawowej sygnału sinusoidalnego. Charakterystyki błędu RMSE na
wykresach zostały uzyskane dla tego samego parametru okna czasowego GMSD p = 3 i
dla N = 256 próbek sygnału.

Na wykresie 5.10a zostały przedstawione charakterystyki błędu w funkcji częstotliwo-
ści podstawowej λ0 dla przypadku rzeczywistego sygnału sinusoidalnego, bez zakłóceń
losowych. Pozwala to na ocenę wartości obciążenia w odniesieniu do błędu całkowitego
dla obu metod. Na wykresie widać wyraźnie, że zastosowanie metody 3pGMSD pozwala
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Rysunek 5.11. Charakterystyki błędu RMSE estymatora 3pGMSD przedstawione dla
zmieniającej się częstotliwości podstawowej λ0 w przypadku sygnału złożonego z rzeczy-
wistej składowej sinusoidalnej. Na rysunkach pokazano wpływ liczby próbekN sygnału
na obciążenie estymatora dla czterech wybranych wartości parametru p okna GMSD.

na redukcję obciążenia wynikającego z obecności składowej sprzężonej do poziomu uzy-
skiwanego dla metody 2pGMSD w przypadku estymacji oscylacji zespolonej (rysunki od
5.1 do 5.5).

Na wykresie 5.10b zostały przedstawione charakterystyki błędu RMSE w funkcji war-
tości współczynnika SNR dla przypadku sygnału zakłóconego szumem. W całym zakresie
wartości metoda 3pGMSD pozwala na uzyskanie mniejszej wartości błędu. Dla wartości
SNR> 50 dB charakterystyka błędu metody 2pGMSD zaczyna przyjmować wartość stałą
pomimo zmniejszania się energii szumu. Świadczy to o tym, że obciążenie zaczyna być
składnikiem dominującym w błędzie całkowitym RMSE.

Wpływ liczby próbek N na wartość obciążenia estymatora

Analiza błędu estymatora trzypunktowego została przeprowadzona przez powtórzenie sce-
nariusza badań opisanych wcześniej w niniejszym rozdziale dla przypadku analizy meto-
dy dwupunktowej (rysunki od 5.1 do 5.10). Główną różnicę stanowi to, że rozpatrywany
jest sygnał zawierający pojedynczą rzeczywistą sinusoidę zamiast oscylacji zespolonej. W
pierwszej kolejności badany jest sygnał pozbawiony zakłóceń losowych. Takie podejście
umożliwia zbadanie błędu związanego z obciążeniem estymatora 3pGMSD ze względu
na przyjęte parametry metody. Na rysunku 5.11 przedstawiono wykresy charakterystyk
błędu RMSE w funkcji częstotliwości podstawowej λ0, które pozwalają na ocenę wpływu
liczby użytych próbek N sygnału służących obliczeniu DFT na dokładność estymacji. W
badaniach zastosowano wartości N kolejnych potęg dwójki od N = 32 do N = 1024.
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Rysunek 5.12. Charakterystyki błędu RMSE estymatora 3pGMSD przedstawione dla
zmieniającej się częstotliwości podstawowej λ0 w przypadku sygnału złożonego z rze-
czywistej składowej sinusoidalnej. Na rysunkach pokazano wpływ wartości parametru
p na obciążenie estymatora dla czterech wybranych wartości liczby próbek N sygnału.

Poziom błędu RMSE widoczny na uzyskanych charakterystykach dla czterech wybranych
kolejnych wartości parametru p świadczy o tym, że wraz ze wzrostem liczby próbek N
następuje znaczące zredukowanie błędu wynikającego z obciążenia estymatora, nawet po-
niżej wartości 10−10 bin dla parametru p > 1. Zysk z zastosowania większej liczby próbek
N rośnie wraz z zastosowaniem większej wartości parametru p (rosnąca różnica w błę-
dzie widoczna dla wykresów od 5.11a do 5.11d). Dla parametru p = 3 błąd RMSE jest
mniejszy niż 10−5 bin dla wszystkich badanych wartości N , zaś dla wartości N > 512
zmniejsza się poniżej wartości 10−10 bin. Na rysunku 5.11d charakterystyka związana z
liczbą próbek N = 1024 przyjmuje odmienny kształt ze względu na ograniczenia zwią-
zane z dokładnością wykorzystywanej arytmetyki. Powyższy opis wyników pokrywa się
w dużym stopniu z opisem poświęconym estymatorowi 2pGMSD dla przypadku sygnału
złożonego z pojedynczej oscylacji zespolonej (rysunek 5.1). Dotyczy to kwestii pozio-
mu uzyskiwanych błędów i kształtu charakterystyk błędów. Świadczy to o tym, że wpływ
składowej sprzężonej jest skutecznie redukowany.

Wpływ wartości parametru p okna czasowego na obciążenie estymatora

Charakterystyki błędu RMSE umieszczone na rysunku 5.11 umożliwiają łatwą ocenę zmia-
ny wartości parametru N na wynik estymacji przy ustalonej wartości parametru p okna
czasowego. Z kolei wpływ zmiany wartości p na wartość błędu został przedstawiony na
rysunku 5.12 dla ustalonej liczby próbek N . W badaniach zastosowano wartości parame-
tru p dla rosnących wartości od p = 1 do p = 6. Charakterystyki błędu uzyskane dla
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Rysunek 5.13. Błąd RMSE ze względu na wartość SNR sygnału dla różnych wartości
próbek N sygnału.

czterech wybranych wartości liczby próbek N sygnału pokazują, że wraz ze wzrostem
wartości parametru p następuje znacząca redukcja obciążenia estymatora (dla wszystkich
rozważanych wartości N uzyskano wynik poniżej 10−10 bin), w szczególności przy ro-
snącej zmianie wartości z nieparzystej na parzystą. Różnica wynikająca ze zmiany war-
tości parametru okna, przy okazji przejścia odwrotnego, jest znacząco mniejsza (rosnąca
zmiana z wartości parzystej na nieparzystą). Zysk z zastosowania większej liczby próbek
N jest większy wraz z większymi wartościami parametru p, co widać przy porównaniu
kolejnych wykresów od 5.12a do 5.12d. Dla liczby próbek N = 512 błąd RMSE jest
mniejszy niż 10−5 bin dla wszystkich badanych wartości parametru p okna czasowego. To
samo można powiedzieć o charakterystykach błędu uzyskanych dla wartości parametru
okna wynoszącego co najmniej p = 2, dla wszystkich rozpatrywanych wartości liczby
próbek N . Na rysunku 5.12c i 5.12d charakterystyki związane z większymi wartościami
parametru p przyjmują odmienny kształt ze względu na ograniczoną dokładność obliczeń
zastosowanych w symulacjach. Jak wskazano już wcześniej przy okazji omawiania wyni-
ków widocznych na rysunku 5.11 – uzyskane charakterystyki w większości odpowiadają
wynikom otrzymanym dla estymatora 2pGMSD w przypadku estymacji sygnału zespo-
lonego, co pokazuje, że metoda trzypunktowa 3pGMSD pozwala na silne ograniczenie
wpływu składowej sprzężonej w estymacji.

Wpływ zakłóceń losowych na dokładność metody trzypunktowej

Ocena odporności na szum badanego estymatora trzypunktowego jest przeprowadzona z
wykorzystaniem kolejnych badań symulacyjnych, które są wykonane w analogiczny spo-
sób jak dla estymatora dwupunktowego (rysunek 5.3). Wykorzystany został sygnał skła-
dający się z pojedynczej rzeczywistej składowej sinusoidalnej zniekształconej szumem
AWGN. Wpływ obecności szumu w sygnale wejściowym powoduje, że uzyskiwana war-
tość błędu zwiększa się ze względu na określoną wartość wariancji estymatora (zgodnie
z zależnością (5.1)).

Na rysunku 5.13 zostały przedstawione charakterystyki błędu RMSE w funkcji warto-
ści współczynnika SNR dla przedziału [0,100] dB. Wykorzystywana jest przy tym ustalona
wartość częstotliwości podstawowej λ0 = 2,8 bin. Na wykresach zostały przedstawione
charakterystyki błędu RMSE dla kolejnych wartości liczby próbek sygnału, zaczynając
od wartości N = 32 próbek, aż do N = 1024 próbek z wykorzystaniem parametrów
okna p = 1 na wykresie 5.13a oraz p = 2 na wykresie 5.13b. Czarną linią oznaczo-
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no natomiast wartości ograniczenia Craméra-Rao dla przypadku estymacji częstotliwo-
ści pojedynczej oscylacji zespolonej. Zależności wyprowadzone dla przypadku oscylacji
rzeczywistej [73] pozwalają na wyznaczenie ograniczenia Craméra-Rao dla estymatora
trzypunktowego 3pGMSD, jednakże ze względu na to, że przedstawione wykresy zawie-
rają charakterystyki porównawcze dla metod z różnymi modelami wyjściowymi, użyta jest
wartość ograniczenia Craméra-Rao dla modelu oscylacji zespolonej (zależność (2.2)).

Dla rozważanego zakresu wartości współczynnika SNR, w przypadku użycia parame-
tru p = 1 okna czasowego, wszystkie charakterystyki wykazują zmianę dynamiki uzyski-
wanej dokładności. Na wykresie objawia się to w postaci występowania regionu przejścio-
wego pomiędzy wartościami malejącymi liniowo i wartościami stałymi. Tak jak zostało to
już omówione przy okazji badań związanych z estymatorem 2pGMSD (rozdział 5.3), wy-
stępowanie regionów przejściowych ma związek ze zmianą dominacji wariancji na rzecz
obciążenia w ujęciu błędu całkowitego. Dla charakterystyki z liczbą próbek N = 32 re-
gion ten jest położony w okolicach wartości SNR = 50 dB i dla kolejnych wartościN jego
położenie przesuwa się w kierunku większych wartości SNR. Dla charakterystyki z liczbą
próbekN = 1024 region przejściowy jest położony w okolicach wartości SNR = 100 dB.
Wartości błędu RMSE w rejonach dominacji obciążenia przyjmują podobne wartości jak
uzyskane dla dwóch wcześniejszych rysunków przedstawiających charakterystyki obcią-
żenia estymatora 3pGMSD (rysunki 5.11 i 5.12). Na drugim z przedstawionych wykresów
5.13b, dla parametru p = 2 okna czasowego, pokazane zostały charakterystyki, dla któ-
rych w całym badanym zakresie wartości SNR dominuje błąd związany z występowaniem
zakłóceń losowych, z wyłączeniem charakterystyki dla N = 32. Dla tej wartości liczby
próbek region zawierający zmianę dynamiki charakterystyki położony jest w okolicach
SNR = 90 dB. Poziom błędu RMSE, dla którego charakterystyka przechodzi w rejon
z dominacją obciążenia, jest zbieżny z wynikami otrzymanymi dla badań bez uwzględ-
niania szumu. Uzyskane wartości są zbliżone do wyników otrzymanych dla estymatora
2pGMSD w przypadku sygnału złożonego wyłącznie z pojedynczej składowej zespolonej
(opis rysunku 5.3).

Charakterystyki błędu RMSE w odniesieniu do granicy Craméra-Rao ze względu na
użyty parametr okna

Charakterystyki błędu RMSE, w przypadku użycia sześciu kolejnych parametrów okna
czasowego p = 1,...,6 oraz dwóch wartości liczby próbek: N = 128 i N = 1024, zosta-
ły przedstawione na rysunku 5.14. Wartości błędu na rysunku są odniesione do wartości
ograniczenia Craméra-Rao dla rozważanej liczby próbek N , co pozwala na uzyskanie in-
formacji ilościowej o wariancji estymatora oraz na ocenę wpływu wyboru parametru p
na wynik estymacji dla wielu wartości jednocześnie. Tak jak w przypadku poprzednie-
go rysunku wykorzystana została częstotliwość λ0 = 2,8 bin dla pojedynczej oscylacji
rzeczywistej.

Główną różnicę widoczną przy zestawieniu charakterystyk dla obu wartości liczby
próbekN stanowi kształt charakterystyki dla parametru p = 1 okna czasowego. Dla małej
liczby próbek sygnału N = 128 można zaobserwować efekt skokowego zwiększenia się
wartości względnej błędu ze względu na to, że składnikiem przeważającym w błędzie staje
się obciążenie. Zmiana dynamiki występuje w okolicy wartości SNR = 70 dB współczyn-
nika SNR. Zastosowanie liczby próbek N = 1024 przesuwa ten punkt do poziomu SNR
≈ 90 dB. Przedstawione charakterystyki błędu pokazują, że w badanym zakresie wartości
zaszumienia, wybór współczynników okna o wartościach większych niż p = 1 pozwala
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Rysunek 5.14. Błąd RMSE odniesiony do ograniczenia Craméra-Rao ze względu na war-
tość SNR sygnału dla różnych wartości parametru p okna czasowego.

na eliminację obciążenia znacznie poniżej poziomu błędu związanego z wariancją esty-
matora.

5.4.2 Porównanie z wybraną metodą z bezpośrednią eliminacją wpły-
wu składowej sprzężonej

Pojedyncza składowa sinusoidalna

Analizowany w niniejszym rozdziale estymator trzypunktowy 3pGMSD został porównany
z inną metodą interpolacji widma DFT. Wybrana została metoda Wanga i in. [170], będąca
jedną z nowszych metod, które charakteryzują się bezpośrednim uwzględnieniem wpływu
składowej sprzężonej bezpośrednio w formule interpolacyjnej. Metoda ta charakteryzuje
się niską wartością obciążenia, nawet dla małej liczby wykorzystanych w pomiarze próbek
N , z uwagi na wyprowadzenie wykorzystujące dokładne wyrażenia określające widmo
okna prostokątnego (rozdział 3.6.3).

Wykresy umieszczone na rysunku 5.15 zawierają charakterystyki błędu RMSE, dzięki
którym możliwa jest ocena skuteczność eliminacji wpływu składowej sprzężonej za po-
mocą metody Wanga i in. [170] wraz z porównaniem do charakterystyk metody trzypunk-
towej 3pGMSD. Badania zostały przeprowadzone dla sygnału zawierającego pojedynczą
oscylację sinusoidalną, który nie jest zakłócony szumem (na wykresach 5.15a i 5.15c) oraz
sygnału zakłóconego szumem AWGN (na wykresach 5.15b i 5.15d). Na wykresie 5.15a
zostały przedstawione charakterystyki błędu RMSE dla zmieniającej się wartości często-
tliwości podstawowej dla obu analizowanych metod. Formuła 3pGMSD jest użyta z trzema
wartościami parametru okna: p = 0 (okno prostokątne), p = 3 i p = 5. Liczba próbek sy-
gnału została ustalona na N = 256. Na wykresie widać, że metoda Wanga charakteryzuje
się wartością obciążenia zbliżoną do wartości błędu metody 3pGMSD w przypadku za-
stosowania okna ze współczynnikiem p = 5. Jednocześnie, jak widać na wykresie 5.15b,
błąd związany z zakłóceniami losowymi jest na tym samym poziomie co dla estymato-
ra 3pGMSD z nałożonym oknem prostokątnym p = 0. Na wykresach można zobaczyć,
że w pewnym zakresie parametrów, zastosowanie estymatora Wanga okazuje się lepszym
wyborem. Charakterystyki umieszczone na wykresie 5.15b pozwalają na stwierdzenie, że
jest to przypadek użycia estymatora Wanga w zakresie SNR> 20 dB, aż do wartości SNR
kiedy błąd spowodowany obecnością zakłóceń losowych przestaje być składnikiem domi-
nującym (region położony poza wykresem SNR> 100 dB). Poza tym obszarem, mniejszą
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Rysunek 5.15. Porównanie błędów metody 3pGMSD dla różnych parametrów okna z me-
todą Wanga i in. [170].

wartość obciążenia dla estymatora 3pGMSD można otrzymać dla większych wartości pa-
rametru p okna czasowego. W przypadku estymatorów wykorzystujących okna GMSD
możliwe jest dalsze ograniczenie obciążenia przez zwiększenie liczby używanych próbek
N . Na wykresach 5.15c i 5.15d zostały przedstawione charakterystyki błędu dla przypad-
ku wartościN = 1024 próbek. Z rysunku można także odczytać, że zwiększenie wartości
parametru N pozwoliło na uzyskanie wartości obciążenia estymatora 3pGMSD zbliżoną
do obciążenia uzyskiwanego przez estymator Wanga już dla wartości p = 3.

Przedstawione symulacje dotyczą badania wpływu obecności w sygnale pojedynczej
składowej sinusoidalnej zakłóconej szumem. Zastosowanie okna prostokątnego w meto-
dzie Wanga pozwala uzyskać dokładną formułę interpolacyjną. Kosztem takiego podej-
ścia jest jednak zwiększenie podatności na obecność bliskich składowych zakłócających.
Dlatego porównanie metod uzupełnione jest o symulacje dla sytuacji obecności zakłóceń
harmonicznych.

Wpływ harmonicznej niskiego rzędu na wynik estymacji

Na rysunku 5.16 zostały przedstawione wyniki badań dla przypadku estymacji często-
tliwości podstawowej sygnału zakłóconego jedną składową harmoniczną niskiego rzędu
– kolejno drugą harmoniczną (rysunki 5.16a i 5.16b) oraz trzecią harmoniczną (rysunki
5.16c i 5.16d). We wszystkich symulacjach błąd RMSE, w przypadku zastosowania okna
prostokątnego (p = 0) dla obu metod, jest bardzo zbliżony w całym zakresie częstotliwości
podstawowej λ0 (rysunki 5.16a i 5.16c) i dla całego badanego zakresu wartości parametru
SNR (rysunki 5.16c i 5.16d).
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Rysunek 5.16. Porównanie błędów metody 3pGMSD z metodą Wanga i in. [170] w przy-
padku rzeczywistego sygnału sinusoidalnego zakłóconego harmoniczną: (a) i (b) sygnał
zakłócony jest drugą harmoniczną, (c) i (d) sygnał zakłócony jest trzecią harmoniczną.

W przypadku sygnału zawierającego drugą harmoniczną z amplitudąA2 = 0,1; wyko-
rzystanie parametru p = 3 dla metody 3pGMSD pozwala na redukcję obciążenia poniżej
poziomu uzyskanego przez metodę Wanga dla częstotliwości większych niż λ0 = 4 bin,
co pokazuje rysunek 5.16a. Dla mniejszych wartości λ0 lepsze rezultaty daje zastosowanie
okna prostokątnego (p = 0) dla obu badanych metod. Dla ustalonej częstotliwości pod-
stawowej λ0 = 2,8 bin zastosowanie okna o parametrze p = 3 daje gorsze rezultaty dla
całego badanego zakresu wartości współczynnika SNR (rysunek 5.16b), co nie stanowi
jednak zaskoczenia ze względu na zwiększoną wartość wariancji w porównaniu do me-
tod wykorzystujących okno prostokątne i większą wartość obciążenia, na którą wskazuje
wykres 5.16a.

W przypadku analizy błędu w obecności trzeciej harmonicznej dla tej samej wartości
amplitudy zakłócenia jak dla drugiej harmonicznej, tj. A3 = 0,1, granica częstotliwości
λ0, dla której parametr okna p = 3 pozwala na uzyskanie mniejszej wartości obciążenia
estymatora, przesuwa się w okolice λ0 = 2 bin (rysunek 5.16c). Dzięki temu wcześniej
przyjęta wartość stałej częstotliwości λ0 = 2.8 bin pozwala na osiągnięcie mniejszego
błędu całkowitego dla wartości SNR > 35 dB (rysunek 5.16d). Dla wartości przedziału
SNR > 60 dB względa krotność błędów estymacji pozostaje na poziomie ok. 102, co
odpowiada wartości odczytanej z wykresu 5.16c dla λ0 = 2.8 bin.

Badania pokazały, że obecność bliskiej składowej harmonicznej, nawet z małą warto-
ścią amplitudy, powoduje, że wartość błędu całkowitego dla obu metod jest w praktyce
identyczna dla zastosowania okna prostokątnego (p = 0). Stąd wynika też, że użycie me-
tody wykorzystującej okna GMSD pozwala na uzyskanie co najmniej takiej samej dokład-
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ności jak w przypadku metody Wanga, gdy w sygnale obecna jest harmoniczna niskiego
rzędu.

5.4.3 Analiza wpływu zakłóceń harmonicznych
Badania opisane w rozdziale 5.4.2 dostarczyły charakterystyki błędu całkowitego RMSE
w przypadku estymacji częstotliwości podstawowej sygnału zakłóconego składową har-
moniczną niskiego rzędu. Pozwalają one na oszacowanie składowej błędu związanej z
obciążeniem i wskazują na obszar SNR, dla którego składnikiem dominującym staje się
wariancja estymatora. W dalszej części przedstawiono rozszerzoną analizę wpływu zakłó-
ceń harmonicznych na dokładność estymacji uzyskiwaną przy użyciu metody trzypunkto-
wej. Parametry metody zastosowane w badaniach symulacyjnych zostały dobrane w taki
sposób, aby odpowiadały praktycznemu zastosowaniu i pośrednio wynikają z analizy ry-
sunków 5.15 i 5.16. W pierwszej kolejności analizowany jest przypadek sygnału zakłó-
conego pojedynczą harmoniczną i rosnącą wartością THD, a następnie sygnał złożony
z wielu harmonicznych. Poniższe symulacje dla metod 3pGSMD i metody Wanga i in.
[170] odpowiadają symulacjom dla przypadku pojedynczej składowej zespolonej i meto-
dy dwupunktowej, których wyniki zostały przedstawione wcześniej na rysunkach 5.7, 5.8
i 5.9.

Wpływ obecności drugiej harmonicznej na dokładność estymacji

Na wykresach 5.17a i 5.17c zostały przedstawione wyniki badań dla przypadku rzeczywi-
stego sygnału sinusoidalnego zakłóconego drugą harmoniczną o amplitudzie stanowiącej
10% amplitudy składowej podstawowej. Uzyskane charakterystyki błędu zostały wyzna-
czone w funkcji wartości częstotliwości podstawowej w zakresie λ0 ∈ [2, 8] bin. Z kolei
na wykresach 5.17b i 5.17d umieszczone zostały charakterystyki dla ustalonej wartości
λ0 = 3,8 bin i rosnącej wartości amplitudy drugiej harmonicznej wyrażonej pośrednio
przez współczynnik THD. Symulacje zostały przeprowadzone dla dwóch poziomów za-
szumienia SNR = 100 dB (wykresy 5.17a i 5.17b) oraz SNR = 10 dB (wykresy 5.17c i
5.17d), co pozwoliło na ocenę dokładności estymacji w przypadku dominacji obciążenia i
w przypadku dominacji błędu związanego z obecnością zakłóceń losowych w ujęciu błędu
całkowitego. Charakterystyki błędu RMSE zostały uzyskane dla N = 1024 próbek, dla
obu porównywanych metod, gdzie dla metody 3pGMSD został wykorzystany parametr
okna p = 3. Na wykresach znajdujących się po lewej stronie rysunku, tj. 5.17a i 5.17c
przedstawione zostały charakterystyki błędu w funkcji częstotliwości podstawowej λ0. W
prawej części rysunku znajdują się natomiast wykresy 5.7b i 5.7d, które pozwalają na oce-
nę wpływu rosnącej amplitudy drugiej harmonicznej na wynik estymacji (pośrednio przez
zwiększanie wartości współczynnika THD). Błąd całkowity RMSE w przypadku sygna-
łu o niskim stopniu zaszumienia (SNR = 100 dB) jest mniejszy dla estymatora Wanga
dla częstotliwości λ0 < 3,5 bin. Rysunek 5.17a pokazuje, że dla estymatora 3pGMSD
szybkość opadania charakterystyk błędu jest większa ze względu na wykorzystanie okna
z parametrem p = 3. Charakterystyki umieszczone na wykresie 5.17b pokazują dynamikę
zmiany błędu dla zmieniającej się zawartości drugiej harmonicznej w sygnale przy sta-
łej wartości częstotliwości λ0 = 3,8 bin, dla której w całym zakresie korzystniej wypada
metoda 3pGMSD. Z kolei w przypadku wysokiego poziomu zaszumienia sygnału (SNR
= 10 dB) dominuje składnik błędu wynikający z obecności zakłóceń losowych, dla któ-
rego w prawie całym zakresie badanych parametrów lepsze rezultaty otrzymano z wyko-
rzystaniem metoda Wanga. Charakterystyki błędu RMSE umieszczone na rysunku 5.17c
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Rysunek 5.17. Porównanie błędów metody 3pGMSD dla różnych parametrów okna z me-
todą Wanga i in. [170] w przypadku rzeczywistego sygnału sinusoidalnego zakłóconego
drugą harmoniczną dla wybranej częstotliwości λ0 = 3,8 bin. Rozpatrywane są dwa
przypadki: dla wykresów (a) i (b) wykorzystywany jest sygnał z niskim poziomem zaszu-
mienia (SNR=100 dB), z kolei dla wykresów (c) i (d) z wysokim poziomem zaszumienia
(SNR=10 dB).

pozwalają na stwierdzenie większej dokładności estymatora Wanga dla wartości λ0 < 3.5
bin. Różnica w dokładności estymatorów widoczna na rysunku 5.17d zmniejsza się wraz
ze wzrostem udziału drugiej harmonicznej i zmienia się na korzyść estymatora 3pGMSD
dla większych wartości amplitudy drugiej harmonicznej THD > 0,1.

Wpływ obecności trzeciej harmonicznej na dokładność estymacji

Na rysunku 5.18 zostały przedstawione wyniki badań przeprowadzonych dla przypadku
sygnału składającego się ze składowej sinusoidalnej zakłóconej harmoniczną trzeciego
rzędu. Powtórzony został scenariusz z badania przeprowadzonego dla składowej harmo-
nicznej rzędu drugiego (rysunek 5.17). Dla przypadku sygnału z niskim poziomem za-
szumienia (SNR = 100 dB) wpływ trzeciej harmonicznej na wyniki estymacji metody
3pGMSD jest znacząco mniejszy niż dla drugiej harmonicznej, przykładowo zmniejsza
się o około jeden rząd wielkości dla częstotliwości λ0 = 6 bin. Charakterystyki błędu na
wykresie 5.18a wskazują na przewagę tej metody nad metodą Wanga, co bezpośrednio
wynika z dobrego dopasowania parametru p = 3 dla pomiaru w tym zakresie częstotliwo-
ści. Dla ustalonej częstotliwości λ0 = 3,8 bin krotność między wartościami błędu osiąga
ok. 10−2 i utrzymuje się dla wartości współczynnika THD większych niż ok. 0,05 (wykres
5.18b).

Dla przypadku sygnału z dużym poziomem zaszumienia (SNR = 10 dB) wykres 5.18c
pozwala stwierdzić, że dla zakresu wartości λ0 > 3 bin dominuje błąd związany z zakłó-
ceniami losowymi (przy ustalonym THD = 0,1). Dotyczy to obu analizowanych metod.
Na rysunku 5.18d widoczny jest jednak delikatny trend wznoszący błędu dla rosnące-
go poziomu zniekształceń, co świadczy o tym, że wpływ zniekształceń harmonicznych
na dokładność pomiaru w metodzie Wanga jest większy niż dla metod wykorzystujących
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Rysunek 5.18. Porównanie błędów metody 3pGMSD dla parametru p = 3 okna czasowego
z metodą Wanga i in. [170] w przypadku rzeczywistego sygnału sinusoidalnego zakłóco-
nego trzecią harmoniczną dla wybranej częstotliwości λ0 = 3,8 bin. Rozpatrywane są
dwa przypadki: dla wykresów (a) i (b) wykorzystywany jest sygnał z niskim poziomem
zaszumienia (SNR=100 dB), z kolei dla wykresów (c) i (d) z wysokim poziomem zaszu-
mienia (SNR=10 dB).

okna GMSD. Należy pamiętać, że różnica w uzyskiwanym błędzie zachodząca pomiędzy
charakterystykami obu metod wynika z tego, że w metodzie Wanga możliwe jest wyko-
rzystanie wyłącznie okna prostokątnego (p = 0).

Wpływ obecności wielu harmonicznych na dokładność estymacji

Na rysunku 5.19 zostały przedstawione charakterystyki błędu całkowitego RMSE uzyska-
ne w przypadku sygnału składającego się ze składowej sinusoidalnej zakłóconej ośmioma
kolejnymi składowymi harmonicznymi, ze stosunkiem amplitud opisanym w tabeli 5.1.
Przeprowadzone badania powtarzają scenariusz obu wcześniejszych symulacji, dla któ-
rych zostały uzyskane charakterystyki błędu dla przypadku obecności pojedynczej skła-
dowej harmonicznej niskiego rzędu (rysunki 5.17 i 5.18). Dla przypadku sygnału z ni-
skim poziomem zaszumienia (SNR = 100 dB) sumaryczny wpływ harmonicznych na
wyniki estymacji metody trzypunktowej 3pGMSD można ocenić ze względu na wyniki
umieszczone na wykresie 5.19a. Kształt charakterystyk błędu jest zbliżony do charakte-
rystyk otrzymanych dla przypadku obecności wyłącznie drugiej harmonicznej w sygnale
(rysunek 5.17), bezwzględne wartości błędu są jednak mniejsze. Podobnie jak to było w
przypadku analizy estymatora dwupunktowego (rysunek 5.9), największym składnikiem
obciążenia estymatora 3pGMSD jest przeciek widma pochodzący od składowej położonej
najbliżej używanych prążków DFT, tj. drugiej składowej harmonicznej. Ocena wartości
błędu umieszczonego na wykresie 5.19b pozwala na potwierdzenie tego przypuszczenia,
ze względu na wyraźny wzrost błędu RMSE dla rosnącego stopnia zniekształceń harmo-
nicznych.

Dla przypadku sygnału z dużym poziomem zaszumienia (SNR = 10 dB), uzyskane
wartości błędu przedstawione zostały na wykresach 5.19c i 5.19d. Ocena kształtu charak-
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Rysunek 5.19. Porównanie błędów metody 3pGMSD dla parametru p = 3 z metodą Wan-
ga i in. [170] w przypadku rzeczywistego sygnału sinusoidalnego zakłóconego wieloma
harmonicznymi wskazanymi przez tabelę 5.1 dla wybranego zakresu częstotliwości λ0 i
jednej wybranej λ0 = 3,8 bin. Rozpatrywane są dwa przypadki: dla wykresów (a) i (b)
wykorzystywany jest sygnał z niskim poziomem zaszumienia (SNR=100 dB), z kolei dla
wykresów (c) i (d) z wysokim poziomem zaszumienia (SNR=10 dB).

terystyk pozwala na powtórzenie wniosków towarzyszących rozważaniom na temat wpły-
wu obecności w sygnale pojedynczych harmonicznych (rysunki 5.17 i 5.18). Dla metody
3pGMSD dominuje błąd wynikający z zakłóceń losowych dla zakresu wartości λ0 > 3,5
bin, o czym świadczy w przybliżeniu stała wartość błędu na wykresie 5.19c oraz na wy-
kresie 5.19d, gdzie mimo rosnącego udziału zniekształceń harmonicznych wartość błędu
jest w przybliżeniu stała dla ustalonej częstotliwości podstawowej λ0 = 3,8 bin.

5.5 Metoda pięciopunktowa GMSD

5.5.1 Estymacja częstotliwości dla sygnału zakłóconego pojedynczą
harmoniczną

Metoda pięciopunktowa dla okien GMSD została wprowadzona w rozdziale 4 i wykorzy-
stuje formułę interpolacyjną uzyskaną w równaniu (4.76). Przywołana zależność pozwala
na wybór rzędu harmonicznej, której wpływ jest eliminowany w estymacji, co jest realizo-
wane za pomocą parametru b. Praktyczne znaczenie w estymacji częstotliwości z wykorzy-
staniem prążków DFT mają głównie składowe harmoniczne niskiego rzędu, ze względu
na bliskość umiejscowienia w widmie względem składowej podstawowej, a więc są to w
szczególności druga i trzecia harmoniczna. Stąd formuła (4.76) sprowadza się do formuły
(4.77), jeśli priorytetem jest eliminowanie wpływu drugiej harmonicznej (b = 2) lub do
formuły (4.78), jeśli jest to wpływ trzeciej harmonicznej (b = 3). Ocena skuteczności eli-
minacji wpływu składowej sprzężonej na dokładność estymacji metody pięciopunktowej
5pGMSD została wykonana na podstawie badań symulacyjnych wraz z porównaniem do
dwóch wcześniej omawianych metody dwupunktowej 2pGMSD i metody trzypunktowej
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3pGMSD.

Eliminacja wpływu składowej harmonicznej – porównanie metody dwupunktowej
2pGMSD, trzypunktowej 3pGMSD i pięciopunktowej 5pGMSD

Na rysunku 5.20 zostały przedstawione charakterystyki błędu całkowitego RMSE metod
wykorzystujących okna GMSD dla rzeczywistego sygnału złożonego ze składowej pod-
stawowej oraz pojedynczej składowej harmonicznej niskiego rzędu. Rozważana jest har-
moniczna drugiego rzędu (rysunki 5.20a i 5.20b) oraz harmoniczna trzeciego rzędu (5.20c
i 5.20d). Charakterystyki błędu uzyskane są dla metody pięciopunktowej 5pGMSD, trzy-
punktowej 3pGMSD i dwupunktowej 2pGMSD. Dla wszystkich metod został wybrany
parametr okna p = 3. Na wykresach przedstawiono charakterystyki uzyskane dla sygna-
łu wejściowego złożonego z N = 256 próbek, a amplitudy składowych harmonicznych
przyjmują wartości 0,1 względem amplitudy składowej podstawowej o częstotliwości λ0.

Po lewej stronie rysunku znajdują się dwa wykresy charakterystyk błędu dla sygnału
wejściowego niezakłóconego szumem (wykresy 5.20a i 5.20c). Na rysunku 5.20a zosta-
ły przedstawione charakterystyki błędu dla przypadku obecności drugiej harmonicznej,
gdzie w przypadku metody pięciopunktowej wybrany został parametr b = 2, tak aby usu-
nąć wpływ składowej drugiego rzędu. Charakterystyki reprezentują składnik obciążenia
estymatora w ujęciu błędu całkowitego, z uwagi na brak zakłóceń losowych w sygnale
wejściowym. Widać stąd, że metoda 5pGMSD pozwala na skuteczną eliminację wpływu
drugiej składowej harmonicznej do podobnego poziomu jak w przypadku uzyskiwanego
dla sygnału sinusoidalnego i metody 3pGMSD (rysunek 5.10) oraz zespolonego sygnału
harmonicznego i metody 2pGMSD (rysunek 5.1). Względna krotność pomiędzy warto-
ściami błędu dla obu metod osiąga wartość nawet ok. 108 raza.

Podobnie jak w przypadku drugiej harmonicznej obecnej w sygnale, charakterystyki
błędu dla trzeciej harmonicznej i parametru b = 3 metody pięciopunktowej pozwalają na
potwierdzenie skuteczności eliminacji wpływu składowej harmonicznej, co jest widocz-
ne na wykresie 5.20c. Charakterystyki błędu dla metod 2pGMSD i 3pGMSD przyjmują
odpowiednio mniejsze wartości w stosunku do wykresu 5.20a, ze względu na mniejszy
wpływ trzeciej harmonicznej przy stałej wartości amplitudy składowej zakłócającej. Róż-
nica w dokładności pomiaru pomiędzy metodami 2pGMSD i 3pGMSD wynika z wpływu
składowej sprzężonej i nie przekracza jednego rzędu wartości.

Prawa strona rysunku składa się z wykresów prezentujących charakterystyki uzyska-
ne w przypadku estymacji sygnału wejściowego zakłóconego szumem AWGN (wykresy
5.20b i 5.20d). Wykres 5.20b pokazuje przypadek obecności drugiej harmonicznej, a wy-
kres 5.20d przypadek trzeciej harmonicznej. Wykresy zostały wykonane dla ustalonej czę-
stotliwości podstawowej λ0 = 2,8 bin i przedziału wartości współczynnika SNR ∈ [0,100]
dB. Tak jak już wskazano wcześniej w niniejszym rozdziale, fragmenty charakterystyk
przyjmujące stałe wartości wynikają z dominacji obciążenia nad błędem spowodowanym
obecnością zakłóceń losowych w estymacji częstotliwości. Widać zatem, że metoda pię-
ciopunktowa w całym rozważanym zakresie gwarantuje eliminację wpływu pojedynczej
składowej harmonicznej poniżej błędu wynikającego z obecności szumu. Znaczące obni-
żenie błędu wynikającego z obciążenia jest jednak związane ze zwiększonym składnikiem
błędu wynikającego z obecności zakłóceń losowych. Jest to widoczne dla regionu gdzie
dominuje wariancja nad obciążeniem – metoda pięciopunktowa oferuje najmniejszą od-
porność na zakłócenia losowe ze wszystkich trzech analizowanych metod. W przypadku
metod dwupunktowej i trzypunktowej obciążenie zaczyna dominować już przy wartości
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Rysunek 5.20. Porównanie błędów metody 2pGMSD, 3pGMSD i 5GMSD w przypad-
ku rzeczywistego sygnału sinusoidalnego i pojedynczej składowej harmonicznej niskiego
rzędu.

SNR = 10 dB, gdzie błąd całkowity przyjmuje stałą wartość poniżej ok. 10−1 bin w przy-
padku drugiej harmonicznej (wykres 5.20b). Błąd ten zmniejsza się aż do wartości ok.
10−3 bin dla metody 2pGMSD i poniżej 10−4 bin dla metody 3pGMSD w przypadku za-
kłócenia trzecią harmoniczną (wykres 5.20d). W przeciwieństwie do metody 5pGMSD, te
wartości błędu rosną jeszcze bardziej, gdy zwiększa się amplituda harmonicznych. Zostało
to pokazane dalej w niniejszym rozdziale.

Wpływ liczby próbek N na wartość obciążenia estymatora

Opisywane powyżej badania symulacyjne wykazały efektywność zastosowania metody
5pGMSD w redukcji obciążenia w przypadku obecności pojedynczej składowej harmo-
nicznej w sygnale. Na czterech kolejnych rysunkach 5.21, 5.22, 5.23 i 5.24 zostały przed-
stawione charakterystyki błędu całkowitego dla kolejnych wartości liczby próbekN sygna-
łu w przypadku zakłócenia składową harmoniczną niskiego rzędu bez zakłóceń losowych.
Każdy ze wskazanych rysunków zawiera charakterystyki błędu całkowitego dla czterech
różnych wartości parametru p okna czasowego i zakresu częstotliwości podstawowej sy-
gnału λ0 ∈ [0,8]. Rysunki różnią się wyborem parametru metody 5pGMSD b ∈ {2,3}
oraz wartością amplitudy analizowanej składowej Ah.

Na rysunku 5.21 przedstawione zostały wykresy charakterystyk błędu RMSE dla przy-
padku sygnału zakłóconego drugą harmoniczną z amplitudą wynoszącą 10% amplitudy
składowej podstawowej i liczbą próbek od N = 32 do N = 1024. Wnioski wyciągnięte
z jakościowej analizy otrzymanych charakterystyk powtarzają się z tymi, które dotyczyły
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Rysunek 5.21. Charakterystyki błędu RMSE estymatora 5pGMSD (b = 2) dla różnej licz-
by próbekN przedstawione w funkcji częstotliwości podstawowej λ0 w przypadku sygna-
łu rzeczywistego zakłóconego drugą harmoniczną z amplitudą stanowiącą 0,1 wartości
amplitudy składowej podstawowej.

metod 3pGMSD i 2pGMSD (odpowiednio rysunki 5.1 i 5.11). Na wykresach można za-
uważyć, że wraz ze wzrostem liczby próbekN sygnału wejściowego następuje zredukowa-
nie wartości błędu RMSE, który wynika z obciążenia estymatora. Efekt jest potęgowany
ze względu na zastosowanie większej wartości parametru p okna czasowego (wykresy od
5.21a do 5.21d). Dla parametru p = 4 błąd RMSE jest mniejszy niż 10−5 bin dla wszyst-
kich badanych wartości liczby próbekN . Dla wartościN > 512 na wszystkich wykresach
wartość błędu także zmniejsza się poniżej wartości 10−5 bin. Na wykresie 5.21d charak-
terystyki uzyskane dla wartości N = 512 i N = 1024 częściowo przyjmują odmienny
kształt, który wynika z ograniczeń stosowanej arytmetyki zmiennoprzecinkowej.

Na rysunku 5.22 zostały przedstawione charakterystyki dla powtarzającego się scena-
riusza poprzedniej symulacji, ale ze zwiększoną wartością amplitudy drugiej harmonicz-
nej A2 do 100% amplitudy składowej podstawowej A1. Mimo dziesięciokrotnego zwięk-
szenia wartości amplitudy składowej harmonicznej, wartość błędu nie wzrosła w znaczący
sposób. Największa zmiana została zarejestrowana dla wartości parametru p = 1 okna cza-
sowego i jest związana z mniejszą regularnością kształtu charakterystyk błędu w porów-
naniu z estymacją sygnału zawierającego mniejszą wartością amplitudy drugiej składowej
harmonicznej. Na wykresach można zauważyć miejsca zwiększonego błędu widoczne w
postaci pojedynczych pików wartości RMSE, szczególnie w zakresie wartości częstotli-
wości 1 < λ0 < 3 bin. Otrzymane wartości błędu nie różnią się jednak o więcej niż jeden
rząd wielkości.

W sposób analogiczny jak dla rysunków 5.21 i 5.22 zostały wykonane symulacje dla
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Rysunek 5.22. Charakterystyki błędu RMSE estymatora 5pGMSD (b = 2) dla różnej licz-
by próbekN przedstawione w funkcji częstotliwości podstawowej λ0 w przypadku sygnału
rzeczywistego zakłóconego drugą harmoniczną i amplitudą równą amplitudzie składo-
wej podstawowej.

parametru b = 3 metody pięciopunktowej. Charakterystyki błędu RMSE zostały przed-
stawione na rysunkach 5.23 i 5.24 dla sygnału złożonego z sinusoidy i trzeciej składowej
harmonicznej. Dla wszystkich wspomnianych rysunków charakterystyka błędu dla przy-
padku N = 32 charakteryzuje się znaczącym zwiększeniem wartości błędu dla zakresu
λ0 > 5 bin. Związane jest to z przybliżeniami przyjętymi przy wyprowadzaniu metody
w rozdziale 4, wprowadzonymi przy zakładaniu postaci reprezentacji funkcji widma okna
czasowego GMSD (aproksymacja zakładająca duże wartości parametru N ) oraz końco-
wej formuły metody 5pGMSD w rozdziale 4.5.2 (przybliżenia zakładające małe wartości
parametru k). Dla rejonu niskich wartości liczby próbek N i wysokich wartości indeksu
k przyjęte przybliżenia powodują wzrost błędu, który jest znacząco większy od typowego
poziomu obciążenia dla innych charakterystyk. Wystąpienie opisywanego efektu można
przewidzieć za pomocą szacunkowej zależności dla λ0, przyjmującej postać λ0 ≈ N

8 .
Na rysunku 5.23 zostały przedstawione charakterystyki błędu dla przypadku ampli-

tudy trzeciej harmonicznej stanowiącej 10% wartości amplitudy składowej podstawowej.
Otrzymane wyniki jakościowo odpowiadają poprzedniemu analizowanemu przypadkowi
z użyciem metody 5pGMSD z parametrem b = 2 do eliminowania wpływu drugiej harmo-
nicznej (rysunek 5.21). Wraz ze wzrostem wartości użytej liczby próbek N wartość błędu
RMSE zmniejsza się ze względu na malejący udział wartości obciążenia estymatora. Po-
dobnie jak w przypadku parametru b = 2, największą redukcję błędu można uzyskać ze
zwiększaniem wartość parametru p okna czasowego. Jest to widoczne na wykresach od
5.23a do 5.23d dla zwiększającej się wartości parametru p od 1 do 4. Co do zasady, w
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Rysunek 5.23. Charakterystyki błędu RMSE estymatora 5pGMSD (b = 3) dla różnej licz-
by próbekN przedstawione w funkcji częstotliwości podstawowej λ0 w przypadku sygna-
łu rzeczywistego zakłóconego trzecią harmoniczną z amplitudą stanowiącą 0,1 wartości
amplitudy składowej podstawowej.

porównaniu do wcześniejszego przypadku b = 2, wartości błędu RMSE są mniejsze ze
względu na to, że trzecia składowa jest oddalona dwukrotnie dalej niż składowa druga od
częstotliwości podstawowej λ0. Bezwzględna różnica błędu jest jednak mała i w całym
zakresie (oprócz rejonu zawierającego znaczący błąd wynikający z użycia przybliżeń w
wyprowadzeniu) nie przekracza jednego rzędu wielkości.

Na rysunku 5.24 przedstawione zostały charakterystyki błędu dla przypadku amplitudy
trzeciej harmonicznej stanowiącej 100% wartości amplitudy składowej podstawowej. Tak
samo jak to było w przypadku parametru b = 2 (rysunek 5.21 i 5.22), charakterystyki błędu
RMSE zachowują podobne poziomy jak dla dziesięciokrotnie mniejszej wartości ampli-
tudy zakłócenia harmonicznego. Główna różnica zachodząca pomiędzy porównywanymi
charakterystykami polega na lokalnych zmianach w kształcie, jednak wartości maksymal-
ne błędu nie są znacząco większe. Na wykresach od 5.24a do 5.24d obszar wartości λ0,
dla których uzyskiwany jest znaczny przyrost błędu związany z zastosowanymi przybli-
żeniami jest podobny jak w przypadku estymacji sygnału z mniejszą wartością amplitudy
(rysunek 5.23). Dokładność wyznaczenia wartości błędu dla charakterystyk w przypadku
liczby próbek N = 512, N = 1024 i parametru p = 4 ograniczona jest przez dokładność
zastosowanej arytmetyki zmiennoprzecinkowej (dwie dolne charakterystyki widoczne na
wykresie 5.24d).
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Rysunek 5.24. Charakterystyki błędu RMSE estymatora 5pGMSD (b = 3) dla różnej licz-
by próbekN przedstawione w funkcji częstotliwości podstawowej λ0 w przypadku sygnału
rzeczywistego zakłóconego trzecią harmoniczną i amplitudą równą amplitudzie składo-
wej podstawowej.

Wpływ wartości parametru p okna czasowego na wartość obciążenia estymatora

Badania symulacyjne przeprowadzone w kolejnej części rozdziału skupiają się na zbada-
niu wpływu wartości parametru p okna czasowego na dokładność otrzymanego pomiaru
w zbliżonym scenariuszu jak w przypadku badań, których wyniki zostały zaprezentowane
na rysunkach od 5.21 do 5.24. Charakterystyki błędu RMSE przedstawione na rysunkach
5.25, 5.26, 5.27 i 5.28 zostały wygenerowane dla sześciu kolejnych wartości parametru
p ∈ {1, ..., 6}. Sygnał wejściowy składa się z sygnału sinusoidalnego i jego jednej harmo-
nicznej niskiego rzędu bez obecności zakłóceń losowych. Na przedstawionych rysunkach
pokazano charakterystyki błędu dla dwóch wartości parametrów metody 5pGMSD (b = 2
i b = 3) oraz dla dwóch wartości amplitudy składowej harmonicznej (Ab = 0,1 i Ab = 1
względem składowej podstawowej). Każdy z rysunków 5.25-5.28 zawiera cztery wykresy
dla czterech wartości liczby próbek N ∈ {64, 128, 256, 512} i dla zakresu częstotliwości
podstawowej λ0 ∈ [0, 8] bin.

Na rysunku 5.25 zostały przedstawione charakterystyki błędu RMSE dla przypadku
braku szumu i sygnału zawierającego drugą harmoniczną z wartością amplitudy równą
10% amplitudy składowej podstawowej. Estymacja częstotliwości realizowana jest z uży-
ciem równań metody 5pGMSD z parametrem b = 2. Na każdym z czterech wykresów dla
ustalonego parametru N przedstawione zostały charakterystyki błędu dla sześciu kolej-
nych wartości parametru p = 1,..,6. Wartość błędu estymacji w rozważanym przypadku
maleje wraz ze wzrostem wartości parametru p okna czasowego, przy czym różnica przy
jednostkowym wzroście wartości parametru okna jest większa dla przypadku przejścia do
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Rysunek 5.25. Charakterystyki błędu RMSE estymatora 5pGMSD (b = 2) dla kolejnych
wartości parametru p przedstawione w funkcji częstotliwości podstawowej λ0 w przypad-
ku sygnału rzeczywistego zakłóconego drugą harmoniczną i amplitudzie stanowiącej
10% amplitudy składowej podstawowej.

wartości parzystych niż zmiana do wartości nieparzystych. Omawiany efekt pogłębia się,
skutkując większymi różnicami błędu dla zwiększających się wartości liczby próbek N
sygnału wejściowego, co widać dla charakterystyk umieszczonych na wykresach od 5.25a
do 5.25d. Wykorzystanie parametru p = 2 pozwala na redukcję wartości błędu związane-
go z obciążeniem do wartości poniżej 10−5 bin dla każdej rozpatrywanej liczby próbek.
Charakterystyki dla przypadku N = 512 i wartości parametru p > 3 przyjmują odmien-
ny kształt ze względu na ograniczoną dokładność obliczeń wykorzystywanej arytmetyki
(trzy dolne charakterystyki na wykresie 5.25d).

Na rysunku 5.26 zostały przedstawione charakterystyki uzyskane przy wprowadzeniu
zwiększonej wartości amplitudy drugiej składowej harmonicznej do poziomu wartości
100% amplitudy składowej podstawowej (Ab = 1). Otrzymane charakterystyki błędu ce-
chują się zwiększoną nieregularnością kształtu w porównaniu z mniejszą amplitudą za-
kłócenia harmonicznego Ab = 0,1 (rysunek 5.25). Lokalne skoki wartości błędu RMSE
są szczególnie zauważalne dla wartości częstotliwości podstawowej λ0 < 3 i dalej zmniej-
szają się wraz ze wzrostem częstotliwości λ0. Mimo zwiększenia wartości amplitudy dzie-
sięciokrotnie, w całym zakresie nie występuje wzrost wartości błędu o więcej niż jeden
rząd wielkości.

Na rysunku 5.27 zostały przedstawione charakterystyki błędu RMSE dla przypadku sy-
gnału zawierającego trzecią składową harmoniczną o amplitudzie równej 10% amplitudy
składowej podstawowej bez szumu. Estymacja częstotliwości realizowana jest z użyciem
równań metody 5pGMSD i z przyjętym parametrem b = 3, tj. z eliminacją wpływu trze-
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Rysunek 5.26. Charakterystyki błędu RMSE estymatora 5pGMSD (b = 2) dla kolejnych
wartości parametru p przedstawione w funkcji częstotliwości podstawowej λ0 w przypad-
ku sygnału rzeczywistego zakłóconego drugą harmoniczną z amplitudą równą amplitu-
dzie składowej podstawowej.

ciej harmonicznej. Na każdym z czterech wykresów dla ustalonego parametru N zostały
przedstawione charakterystyki błędu dla sześciu kolejnych wartości parametru p = 1,..,6.
Tak samo jak dla przypadku obecności drugiej harmonicznej, wartość błędu estymacji ma-
leje wraz ze wzrostem wartości parametru p okna czasowego, przy czym różnica w błędzie
uzyskana dla inkrementacji wartości parametru okna jest większa dla przypadku przejścia
do wartości parzystych niż zmiana w kierunku wartości nieparzystych. Omawiany efekt
pogłębia się, skutkując w większych różnicach błędu dla zwiększania wartości próbek N
sygnału wejściowego. Wpływ obecności harmonicznej trzeciego rzędu na dokładność es-
tymacji jest mniejszy niż w przypadku składowej rzędu drugiego, gdy rozpatrywane są
takie same amplitudy. Wynika to bezpośrednio z większej odległości pomiędzy użytymi
prążkami widma w estymacji a położeniem składowej widmowej. Wraz ze zwiększaniem
wartości λ0 na wykresach, charakterystyki błędu RMSE opadają szybciej. Widać to w
przypadku charakterystyki błędu dla liczby próbek N = 512 i wartości parametru p = 2,
gdzie wartość błędu zmniejsza się poniżej poziomu 10−10 bin dla częstotliwości podsta-
wowej λ0 = 4 bin (przez porównanie wykresów 5.25d i 5.27d). Dla częstotliwości λ0 > 1
bin wykorzystanie parametru p = 2 pozwala na redukcję wartości błędu związanego z
obciążeniem do wartości poniżej 10−5 bin dla każdej rozpatrywanej liczby próbek. Dla
przypadku liczby próbek N = 256 oraz N = 512 otrzymane wykresy przyjmują odmien-
ny kształt ze względu na ograniczoną dokładność obliczeń (wykres 5.27d).

Na rysunku 5.28 zostały umieszczone charakterystyki błędu RMSE uzyskane dla zwięk-
szonej wartości amplitudy trzeciej harmonicznej do wartości 100% wartości amplitudy
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Rysunek 5.27. Charakterystyki błędu RMSE estymatora 5pGMSD (b = 3) dla kolejnych
wartości parametru p przedstawione w funkcji częstotliwości podstawowej λ0 w przypad-
ku sygnału rzeczywistego zakłóconego trzecią harmoniczną i amplitudzie stanowiącej
10% amplitudy składowej podstawowej.

składowej podstawowej (Ab = 1). Charakterystyki błędu RMSE cechują się zwiększoną
nieregularnością kształtu w porównaniu do charakterystyk uzyskanych dla Ab = 0.1. Za-
obserwowany efekt jest jednak mniejszy niż w przypadku analizy wpływu obecności dru-
giej harmonicznej na błąd. Zwiększenie amplitudy dziesięciokrotnie nie powoduje zwięk-
szenia wartości błędu o więcej niż jeden rząd wielkości dla rozpatrywanych parametrów
pomiaru. Przykładowo, dla wartości parametru okna czasowego p = 2 wartości błędu
pozostają mniejsze niż 10−5 bin, tak jak dla przypadku mniejszej amplitudy zakłócenia
(rysunki 5.27 i 5.28).

Wpływ zakłóceń losowych na dokładność metody pięciopunktowej

Ocena odporności na szum estymatora pięciopunktowego GMSD została przeprowadzona
przy zachowaniu metodologii wykorzystanej dla oceny dokładności estymatorów 3pGMSD
i 2pGMSD (rysunki 5.3 i 5.13). Symulacje wykorzystują sygnał wejściowy złożony z rze-
czywistej składowej sinusoidalnej i rzeczywistej składowej harmonicznej niskiego rzę-
du i szumu AWGN. Obecność szumu w sygnale wejściowym powoduje, że uzyskiwana
wartość błędu całkowitego RMSE zwiększa się w porównaniu do przypadku bez szumu,
ze względu na wartość wariancji estymatora (zależność (5.1)). Na rysunku 5.29 zostały
przedstawione charakterystyki błędu RMSE w funkcji wartości współczynnika SNR dla
przedziału [0,100] dB w przypadku obecności drugiej składowej harmonicznej i użycia pa-
rametru metody b = 2. Amplituda składowej harmonicznej wynosi 0,1 wartości amplitudy
składowej podstawowej. Wykorzystywana jest przy tym ustalona wartość częstotliwości
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Rysunek 5.28. Charakterystyki błędu RMSE estymatora 5pGMSD (b = 3) dla kolejnych
wartości parametru p przedstawione w funkcji częstotliwości podstawowej λ0 w przypad-
ku sygnału rzeczywistego zakłóconego trzecią harmoniczną z amplitudą równą ampli-
tudzie składowej podstawowej.

podstawowej λ0 = 2,8 bin. Na wykresach zostały przedstawione charakterystyki błędu
RMSE dla kolejnych wartości liczby próbek N będącej potęgą dwójki, rozpoczynając od
wartości N = 32 aż do N = 1024. Wykorzystane zostały parametry okna p = 1 dla wy-
kresu 5.29a oraz p = 2 dla wykresu 5.29b. Czarną linią oznaczono wartości ograniczenia
Craméra-Rao dla przypadku estymatorów częstotliwości pojedynczej oscylacji zespolonej
(równanie (2.2)). W przypadku użycia parametru p = 1 charakterystyki dla liczby próbek
N < 512 wykazują zmianę dynamiki uzyskiwanej dokładności. Na wykresie 5.29a obja-
wia się to w postaci występowania regionu przejściowego pomiędzy wartościami opada-
jącymi w sposób liniowy a wartościami stałymi. Podobnie jak w poprzednio omawianych
przypadkach, ma to związek ze zmianą dominacji składnika błędu wynikającego z zakłó-
ceń losowych nad obciążeniem w ujęciu błędu całkowitego. Dla charakterystyki z liczbą
próbekN = 32 ten region jest położony w okolicach wartości SNR> 70 dB i dla kolejnych
wartości N przesuwa się w stronę większych wartości SNR. Dla charakterystyk z liczbą
próbek N > 512 ten region jest położony poza badanym obszarem wartości SNR. Drugi
z przedstawionych wykresów 5.29b został uzyskany dla przypadku z użyciem parametru
p = 2 z charakterystykami błędu, dla których w całym badanym zakresie wartości SNR
dominuje błąd związany obecnością zakłóceń losowych, z wyłączeniem charakterystyki
dla N = 32. Objawia się to w liniowym kształcie uzyskanych charakterystyk. Dla warto-
ściN = 32, region zmiany nachylenia charakterystyki widać dla wartości SNR≈ 100 dB.
Tak jak dla parametru p = 1, poziom błędu RMSE w rejonie stałych wartości z domina-
cją obciążenia pokrywa się z wartościami otrzymanymi dla przypadku bez uwzględniania
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Rysunek 5.29. Błąd RMSE ze względu na wartość SNR sygnału dla różnych wartości
liczby próbek N sygnału.
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Rysunek 5.30. Błąd RMSE ze względu na wartość SNR sygnału dla różnych wartości
liczby próbek N sygnału.

szumu (rysunki 5.21-5.28).
Na rysunku 5.30 zostały przedstawione charakterystyki błędu RMSE dla przypadku

obecności trzeciej składowej harmonicznej i wykorzystania parametru metody pięciopunk-
towej b = 3. Amplituda trzeciej harmonicznej wynosi 0,1 wartości amplitudy składowej
podstawowej. Wykorzystane zostały parametry okna p = 1 dla wykresu 5.30a oraz p = 2
dla wykresu 5.30b. Czarną linią oznaczono wartości ograniczenia Craméra-Rao dla przy-
padku estymatorów częstotliwości pojedynczej oscylacji zespolonej. Poziomy błędu dla
regionu SNR dominacji wariancji nad obciążeniem są podobne jak dla przypadku para-
metru b = 2 oraz obecności drugiej harmonicznej (rysunek 5.29). Z kolei poziom błędu
RMSE dla regionu SNR dominacji obciążenia nad wariancją jest zauważalnie mniejszy i
odpowiada wartościom błędów uzyskiwanym w symulacjach dla przypadku sygnału nie-
zakłóconego szumem (rysunki 5.21-5.28). Dla charakterystyki z liczbą próbek N = 32
region zmiany nachylenia można zaobserwować w okolicach wartości SNR = 80 dB i
dla kolejnych wartości N ten punkt przesuwa się w stronę większych wartości SNR. Dla
charakterystyk z liczbą próbek N > 64 ten region jest położony poza badanym obsza-
rem wartości SNR. Dla drugiego z przedstawionych wykresów 5.30b (wartość parametru
p = 2) wszystkie przedstawione charakterystyki cechują się stałym nachyleniem, a więc
dla całego zakresu wartości SNR wartość obciążenia jest zredukowana znacząco poniżej
poziomu błędu wynikającego z wariancji.
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Rysunek 5.31. Błąd RMSE odniesiony do ograniczenia Craméra-Rao ze względu na war-
tość SNR sygnału dla różnych wartości parametru p okna czasowego.

Charakterystyki błędu RMSE w odniesieniu do granicy Craméra-Rao ze względu na
użyty parametr okna

Rysunek 5.31 prezentuje charakterystyki błędu RMSE dla sześciu kolejnych wartości para-
metru okna czasowego p = 1,...,6 i dla przypadku dwóch wartości liczby próbekN = 128
i N = 1024. Sygnał wejściowy zakłócony jest obecnością drugiej harmonicznej, zaś esty-
macja realizowana jest z wyborem parametru b = 2 dla metody 5pGMSD. Wartości błędu
przedstawione na rysunku odniesione są do wartości ograniczenia Craméra-Rao dla roz-
ważanej liczby próbek N . Na wykresie 5.31a zostały umieszczone charakterystyki błędu
dla liczby próbekN = 128 sygnału dla zmiany wartości parametru okna. Charakterystyka
błędu uzyskana dla parametru p = 1 charakteryzuje się skokowym wzrostem błędu, który
występuje wraz z przekroczeniem wartości współczynnika SNR = 70 dB, co świadczy
o tym, że błąd związany z obciążeniem estymatora zaczyna dominować w ujęciu błędu
całkowitego. Na wykresie 5.31b zostało pokazane, że zwiększenie liczby próbek estymo-
wanego sygnału nie wpływa na uzyskiwaną wartość błędu odniesionego do ograniczenia
Craméra-Rao związanego z występowaniem zakłóceń losowych. Jednak zwiększenie licz-
by próbek sygnału doN = 1024 pozwala na ograniczenie poziomu obciążenia estymatora
znacznie poniżej poziomu błędu związanego z obecnością zakłóceń losowych, co pozwo-
liło na eliminację efektu skokowej zmiany błędu odniesionego do ograniczenia Craméra-
Rao przy użyciu parametru p = 1 w badanym zakresie wartości współczynnika SNR≈ 90
dB.

Na rysunku 5.32 zostały przedstawione wyniki dla przypadku sygnału zawierającego
trzecią harmoniczną i parametru metody 5pGMSD b = 3. Tak jak dla charakterystyk uzy-
skanych na rysunku 5.31, także i tutaj zostały zastosowane dwie liczby próbek N = 128
i N = 1024. Stąd też wnioski sformułowane przy okazji omawiania rysunku 5.31 ma-
ją potwierdzenie w przypadku estymacji sygnału zawierającego trzecią harmoniczną. Ze
względu na to, że błąd systematyczny w tym przypadku jest mniejszy, wartość współczyn-
nika SNR, dla którego zaczyna dominować obciążenie, przesuwa się do wartości ok. 80
dB, dla przypadku zastosowaniaN = 128 próbek (rysunek 5.32a). W przypadku większej
liczby próbek N = 1024, w całym badanym zakresie przeważa błąd wynikający z obec-
ności zakłóceń losowych (rysunek 5.32b). Uzyskane wartości błędu są ok. 30% większe
niż w przypadku zastosowania parametru b = 2.
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Rysunek 5.32. Błąd RMSE odniesiony do ograniczenia Craméra-Rao ze względu na war-
tość SNR sygnału dla różnych wartości parametru p.

Wpływ nieuwzględnianej w modelu bliskiej harmonicznej na dokładność estymacji
metody pięciopunktowej

Na rysunku 5.33 zostały przedstawione wyniki uzyskane z wykorzystaniem dwóch wa-
riantów metody 5pGMSD, z dwoma wartościami parametru b = 2 i b = 3 i z parametrem
okna p = 3. Estymacja częstotliwości λ0 jest realizowana dla sygnału zawierającego drugą
harmoniczną (wykres 5.33a i 5.33b) oraz dla sygnału zawierającego trzecią harmoniczną
(wykres 5.33c i 5.33d). Liczba próbek wejściowych ustalona jest na N = 256, zaś ampli-
tuda składowej harmonicznej stanowi 10% wartości amplitudy składowej podstawowej.

Na wykresie 5.33a pokazano charakterystyki błędu RMSE dla sygnału bez zakłóceń
losowych, w przypadku obecności drugiej harmonicznej w sygnale. Wyniki dla estymacji
z parametrem b = 2 pokrywają się z wynikami otrzymanymi we wcześniejszych symula-
cjach (m. in. na rysunku 5.21). Wybór parametru o wartości innej niż wartość rzędu har-
monicznej faktycznie obecnej w sygnale skutkuje w zwiększeniu poziomu błędu RMSE
do poziomu estymacji bez eliminacji wpływu składowej harmonicznej. Wartości błędu dla
przypadku b = 3 nie zmniejszają się poniżej wartości 10−3 bin dla zakresu częstotliwo-
ści λ0 < 4 bin, gdzie w przypadku wyboru parametru b = 2 wartość błędu zmniejsza
się poniżej wartości 10−10 bin dla λ0 = 4 bin. Na wykresie 5.33b zostały przedstawione
wyniki dla przypadku sygnału zakłóconego szumem. O ile uzyskiwane wartości błędu dla
przypadku eliminacji drugiej harmonicznej b = 2 pozwalają na eliminację obciążenia po-
niżej poziomu błędu związanego z obecnością zakłóceń losowych, o tyle wybór parametru
b = 3 skutkuje wystąpieniem dominacji obciążenia dla całego badanego zakresu wartości
SNR.

Na wykresach 5.33c i 5.33d przedstawiono wyniki badań dla trzeciej harmonicznej
obecnej w sygnale. Charakterystyki przedstawione na wykresie 5.33c pozwalają na ocenę
błędu dla estymacji z niepoprawnie dobranym parametrem estymacji b = 2. Ze względu
na większe oddalenie trzeciej składowej w widmie, co za tym idzie jej mniejszy wpływ na
wartości prążków DFT zakładając tę samą wartość amplitudy, poziom obciążenia widocz-
ny na wykresie jest odpowiednio mniejszy w porównaniu do wartości błędów uzyskanych
dla estymacji sygnału zawierającego drugą harmoniczną (wykres 5.33a). Mniejsze ob-
ciążenie przekłada się na zmienione charakterystyki błędu, które są widoczne na wykresie
5.33d, gdzie rejon dominacji błędu obciążenia metody przesuwa się do wartości SNR> 50
dB.
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Rysunek 5.33. Porównanie błędów metody 5pGMSD dla dwóch różnych wartości parame-
tru b = 2 i b = 3 w przypadku sygnału sinusoidalnego zakłóconego drugą harmoniczną
na wykresach (a) i (b) oraz trzecią harmoniczną na wykresach (c) i (d).

Wpływ obecności wielu harmonicznych na dokładność estymacji

W celu oceny efektywności metody pięcipunktowej 5pGMSD w praktycznym zastosowa-
niu, zostały przeprowadzone badania dla przypadku sygnału zakłóconego ośmioma kolej-
nymi harmonicznymi z wartościami amplitud opisanymi w tabeli 5.1. Na rysunku 5.34
zostały przedstawione charakterystyki błędu RMSE dla przypadku niskiego poziomu szu-
mu na wykresach 5.34a i 5.34b (SNR = 100dB) oraz dla wysokiego poziomu szumu na
wykresach 5.34c i 5.34d (SNR = 10 dB). Porównane zostały metoda 5pGMSD z para-
metrami b = 2 i b = 3 oraz metoda trzypunktowa 3pGMSD. Zastosowane okno czasowe
przyjmuje parametr p = 3.

Na wykresie 5.34a zostały przedstawione charakterystyki błędu RMSE dla przypadku
sygnału ze stałą wartością współczynnika zakłóceń THD = 0,1 oraz poziomem szumu
SNR = 100 dB dla zakresu częstotliwości podstawowej λ0 ∈ [2,8] bin. Otrzymany błąd
całkowity jest najmniejszy w całym badanym zakresie dla metody pięciopunktowej z eli-
minacją wpływu drugiej harmonicznej b = 2 i stabilizuje się na poziomie 10−7 bin dla
λ0 > 5 bin. Estymacja za pomocą metody trzypunktowej skutkuje otrzymaniem lepszych
rezultatów niż przy pomocy metody pięciopunktowej z eliminacją wpływu trzeciej har-
monicznej (b = 3) dla zakresu λ0 < 4,5 bin i odwrotnie, dla większych wartości λ0 lepsze
rezultaty daje metoda pięciopunktowa z parametrem b = 3. Na wykresie 5.34b pokaza-
no wartości błędu dla ustalonej wartości częstotliwości λ0 i zwiększającego się poziomu
zakłóceń harmonicznych wyrażonych przez współczynnik THD. W całym rozważanym
zakresie wartości współczynnika THD najlepsze rezultaty zostały otrzymane w przypad-
ku zastosowania metody 5pGMSD z eliminacją wpływu drugiej harmonicznej b = 2. Jest
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Rysunek 5.34. Porównanie błędów metody 5pGMSD dla przypadku występowania wielu
składowych harmonicznych w sygnale o amplitudach określonych w tabeli 5.1. Rozpa-
trywane są dwa przypadki: dla wykresów (a) i (b) wykorzystywany jest sygnał z niskim
poziomem zaszumienia (SNR=100 dB), z kolei dla wykresów (c) i (d) z wysokim pozio-
mem zaszumienia (SNR=10 dB).

to związane z tym, że największy wpływ na dokładność estymacji ma druga składowa
harmoniczna. Ze względu na wybór częstotliwości λ0 = 3,8 bin (która znajduje się w ob-
szarze λ0 < 4,5 bin, czyli przewagi metody trzypunktowej 3pGMSD nad wariantem me-
tody pięciopunktowej b = 3) wartość błędu całkowitego w przypadku metody 5pGMSD,
z parametrem b = 3, jest większa niż dla metody 3pGMSD dla całego badanego zakresu.

Dla charakterystyk błędu widocznych na wykresach 5.34c i 5.34d, dla sygnału z wyso-
kim poziomem szumu (SNR = 10 dB), dominuje błąd wynikający z obecności zakłóceń
losowych. Stąd dla wszystkich rozpatrywanych estymatorów wartość błędu całkowitego
osiąga zbliżone wartości w całym rozpatrywanym zakresie parametrów. Stąd także wynika
brak zmiany wartości błędu przy zwiększającym się poziomie zakłóceń harmonicznych.

5.6 Wyniki eksperymentalne
W niniejszym rozdziale został opisany eksperyment zakładający weryfikację poprawno-
ści działania algorytmu 5pGMSD (w wariancie b = 2) do eliminacji wpływu obecności
składowych harmonicznych w praktycznym systemie. Implementacja algorytmu została
zrealizowana w języku C dla systemu wbudowanego i wykorzystana w celu oceny przy-
datności do zastosowania w aplikacji z ograniczeniami czasowymi. Eksperyment zakłada
przeprowadzenie pomiaru częstotliwości i przedstawienie zarejestrowanych wartości po-
miarowych w postaci charakterystyk. Pomiar jest przeprowadzony z użyciem badanego
algorytmu w przypadku występowania zakłóceń harmonicznych w sygnale.

Na wejściu toru pomiarowego występuje układ generowania sygnału wyposażony w
24-bitowy układ CODEC ALC1200, który jest bezpośrednio podłączony za pomocą prze-
wodu sygnałowego do płytki wyposażonej w 24-bitowy przetwornik analogowo-cyfrowy
z układem WM8994. Próbki cyfrowe przesyłane są dalej do układu cyfrowego kontrolera
sygnałów (DSC, ang. digital signal controler) rodziny STM32L7 z rdzeniem Cortex M-7.
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Rysunek 5.35. Schemat blokowy eksperymentu oraz wykres zmierzonej wartości często-
tliwości w funkcji czasu dla trzech kolejnych sygnałów wejściowych: i) okres T1, sygnał
sinusoidalny z amplitudą A1 = 1, ii) okres T2, sinusoida z drugą harmoniczną A2 = 0,075
jest dodana do sygnału, iii) w okresie T3 trzecia harmoniczna A3=0,185 jest dodana do
sygnału. Wartość THD ostatniego sygnału wynosi 0,2.

Aplikacja mikrokontrolera wykonuje obliczenia FFT oraz obliczenia dla algorytmów in-
terpolacji widma 5pGMSD i 3pGMSD w celu estymacji wartości częstotliwości z użyciem
formuły (4.42) oraz formuły (4.77). Częstotliwość podstawowa sygnału wynosi 50 Hz, a
częstotliwość próbkowania przetwornika wynosi fs = 16000 Hz. Estymacja jest wykony-
wana dla N = 1024 próbek sygnału i parametru okna czasowego GMSD p = 4. Ustalone
parametry przekładają się na wartość unormowaną częstotliwości podstawowej wynoszącą
λ0 = 3,2 bin. W generowanym sygnale zmieniana zostaje zawartość składowych harmo-
nicznych w czasie, w trzech etapach trwających Tx = 1,024 s każdy. Zmiana wartości am-
plitud składowych harmonicznych jest realizowana skokowo. W pierwszym etapie (okres
T1) generowany jest sygnał sinusoidalny. W drugim etapie (okres T2) dodana do sygnału
zostaje druga harmoniczna z amplitudą o wartości A2 = 0,075 względem wartości skła-
dowej podstawowej. W ostatnim etapie (okres T3) zostaje dodana trzecia harmoniczna w
taki sposób, aby zwiększyć poziom zakłóceń harmonicznych do wartości współczynnika
THD= 0,2, oraz tak aby stosunek amplitud A2:A3 wynosił 2:5 (zgodnie z wartościami
w tabeli 5.1). Estymacja częstotliwości dla sygnału wejściowego przeprowadzona jest dla
metody 5pGMSD z parametrem b = 2 i metody 3pGMSD w celu porównania. Wynikowe
charakterystyki zmierzonej częstotliwości zostały przedstawione na rysunku 5.35.

Na otrzymanych wykresach pokazano, że w przypadku estymacji częstotliwości sinu-
soidy maksymalny błąd dla obu badanych metod nie przekracza 0,005 Hz, co zgadza się
wynikami badań symulacyjnych przeprowadzonych w rozdziale 5.5. W momencie przej-
ściowym pomiędzy dwoma początkowymi fazami występują zakłócenia dynamiczne dla
charakterystyki otrzymanej z użyciem metody 5pGMSD, ale dewiacja od wartości 50 Hz
nie przekracza wartości 0,01 Hz. W drugiej fazie, gdy dodana zostaje druga harmoniczna,
wartość błędu dla metody pięciopunktowej nie przekracza 0,005 Hz, podobnie jak dla eta-
pu pierwszego. Z kolei dla metody trzypunktowej otrzymywany błąd maksymalny osiąga
wartość 0,05 Hz. W trzeciej fazie dodana zostaje trzecia składowa harmoniczna, a błąd
metody pięciopunktowej zostaje na podobnym poziomie. Błąd dla metody trzypunktowej
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zwiększa się o mniej niż około 10%. Otrzymane rezultaty pozwalają stwierdzić, że zasto-
sowanie metody 5pGMSD pozwala na zwiększenie dokładności pomiaru ok. 10 razy w
przypadku obecności drugiej harmonicznej w sygnale.

Złożoność obliczeniowa dla praktycznej implementacji formuły metody pięciopunkto-
wej oceniona została z użyciem pomiaru liczby cykli procesora, które są potrzebne do im-
plementacji na wybranej platformie sprzętowej. W proponowanym systemie pomiar czę-
stotliwości jest wykonywany z czestotliwością fe = 667 Hz. Częstotliwość pracy rdzenia
jest ustawiona na 216 MHz, co przekłada się na 324,000 dostępnych cykli, które mogą być
wykorzystane do estymacji. Obliczenia algorytmu FFT dlaN = 1024 próbek zajęły 78,800
cykli (24%); koszt obliczeniowy metody pięciopunktowej 5pGMSD wyniósł 20,132 cykli
(6,21%); metody trzypunktowej 3pGMSD 4295 cykli (1,33%); nałożenie okna, obsługa
pamięci i inne zadania zajęły 45,253 cykli (14%). Pozostały czas procesora stanowią cykle
niewykorzystane (54%). Całkowity koszt obliczeniowy w innych systemach może być zre-
dukowany przez użycie szybszych pamięci typu cache, zamiast tańszej pamięci flash, która
została wykorzystana w opisywanym systemie. Jednak stosunek między liczbą cykli wyko-
rzystanych na operacje związane z obliczeniami metody 5pGMSD a obliczeniami metody
3pGMSD pozostanie zachowany w każdym systemie. Metoda pięciopunktowa jest wy-
raźnie wolniejsza od metody trzypunktowej, jednak nadal stanowi jedynie ułamek kosztu
związanego z obliczeniami FFT. Jeśli w danym systemie zajdzie potrzeba wykorzystania
wielu formuł interpolacyjnych wykorzystujących okna GMSD, to duża część obliczeń mo-
że zostać wykonana tylko raz, np. w przypadku estymacji wykorzystującej różne wartości
parametru b dla formuły pięciopunktowej.
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Rozdział 6

Podsumowanie

Metody interpolacji widma w ostatnich latach stają się coraz bardziej popularną grupą me-
tod estymacji częstotliwości. Towarzyszy temu wzmożony rozwój tej dziedziny, z rosnącą
liczbą nowo powstających metod oraz rosnącą liczbą modyfikacji metod już istniejących.
Taki wyraźny trend jest spowodowany przede wszystkim pożądanymi właściwościami me-
tod interpolacji widma, tj. prostotą implementacji, niskim kosztem obliczeniowym oraz
wysoką dokładnością estymacji. O rosnącej popularności świadczy rosnąca liczba powią-
zanych publikacji (dwukrotny wzrost z poziomu poniżej 1000 publikacji w roku 2010 do
poziomu powyżej 2000 publikacji w roku 2022 wg. portalu dimensions.ai) oraz rosnąca
liczba obszarów zastosowań metod interpolacji widma, dla których proponowane są nowe
metody[34], [36], [42], [103], [104], [110], [138], [151], [168]. Jednym z głównych wy-
zwań związanych z metodami interpolacji widma jest ograniczenie wpływu na dokładność
estymacji obecności składowych zakłócających występujących w estymowanym sygnale.
Są to m. in. składowa sprzężona oraz składowe harmoniczne, które mogą mieć silny wpływ
na uzyskiwaną wartość estymowanego parametru, w szczególności gdy czas trwania po-
miaru jest krótki. Dlatego ważnym kierunkiem w rozwoju metod interpolacji widma jest
rozwój technik pozwalających na uwzględnienie zjawiska przecieku widma pochodzącego
od innych składowych.

W niniejszej rozprawie zostały zaprezentowane nowe metody interpolacji widma DFT,
które oferują bezpośrednią kompensację wpływu składowych widmowych, pozwalając
tym samym na dokładną estymację częstotliwości nawet dla krótkich czasów pomiaru.
W rozprawie zostały przedstawione wyniki badań nad wykorzystaniem uogólnionej po-
staci okien czasowych maksymalnego opadania listków bocznych GMSD do uzyskania
nowej rodziny metod. Uzyskane zostały trzy nowe metody realizujące kompensację wpły-
wu obecności składowych zakłócających bezpośrednio przez formułę interpolacyjną. No-
we metody cechują się wykorzystaniem okien GMSD do eliminacji wpływu składowych
oddalonych, bezpośrednią kompensacją wpływu składowej sprzężonej oraz kompensacją
wpływu rzeczywistej składowej harmonicznej. Praca zawiera opis sposobu uzyskania rów-
nań nowej klasy metod, weryfikację ich poprawności z wykorzystaniem badań symulacyj-
nych i eksperymentu oraz porównanie z dostępnymi metodami estymacji częstotliwości.

Użyteczność zastosowania oryginalnych rozwiązań proponowanych przez autora (w
postaci nowych metod interpolacji widma) została uzasadniona przez zestawienie z ak-
tualnym stanem wiedzy w rozpatrywanej dziedzinie (rozdziały 2 i 3) oraz przez bada-
nia symulacyjne oraz eksperymentalne (rozdział 5). W szczególności rozdziały 3.4-3.8
zawierają jakościową analizę istniejących metod ze względu na wykorzystywane dotych-
czas techniki kompensacji wpływu przecieku widma w interpolacji. Rozdział 3.8 zawiera
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porównanie nowych metod wraz z metodami omawianymi wcześniej ze względu na ich
najważniejsze cechy.

Wybrane wyniki dotyczące metod interpolacji widma z wykorzystaniem okien GMSD,
zawarte w niniejszej rozprawie, zostały już przedstawione w publikacjach z udziałem au-
tora (dodatek A), a niniejsza rozprawa zawiera zarówno ich opis w formie rozszerzonej,
jak i nowe oryginalne wyniki, będące efektem dalszych prac badawczych autora niniejszej
rozprawy. Wspomniane publikacje dotyczą:

• opracowania nowej metody trzypunktowej 3pGMSD[37] (równanie (4.42)),

• analizy błędów metody trzypunktowej 3pGMSD [51], [52],

• opracowania nowej metody pięciopunktowej 5pGMSD (równanie (4.76)) [123].

Zawartość niniejszej rozprawy wzbogacona jest ponadto o oryginalne, niepublikowa-
ne jeszcze wyniki, w zakresie modelowania matematycznego widma z wykorzystaniem
okien GMSD wraz z weryfikacją poprawności uzyskanych modeli poprzez wykonanie ba-
dań symulacyjnych i eksperymentalnych. W zakresie modelowania matematycznego do
najważniejszych autorskich wyników można zaliczyć:

• opracowanie założeń sposobu wyprowadzenia metod wykorzystujących aproksyma-
cję charakterystyki częstotliwościowej okna czasowego GMSD (równanie (4.2)),

• opracowanie metody dwupunktowej 2pGMSD wykorzystującej formuły interpola-
cyjne (4.14) oraz (4.15),

• pełne analityczne wyprowadzenie metody trzypunktowej 3pGMSD (w odróżnieniu
do wyprowadzenia z pracy [37], w której zastosowano metodę heurystyczną przy
wyprowadzeniu, rozdział 4.4),

• wersja uogólniona estymatora trzypunktowego 3pGMSD, która pozwala na uwzględ-
nienie wpływu dwóch dowolnych oscylacji zespolonych o wybranych krotnościach
częstotliwości podstawowej λ0 (równanie 4.37), w kontraście do dostępnego w lite-
raturze równania (4.42) [37],

• pełne analityczne wyprowadzenie metody pięciopunktowej 5pGMSD (rozdział 4.5).

Najważniejszym aspektem wprowadzonych metod interpolacji widma jest to, że dostarcza-
ją one bezpośrednią algebraiczną i nieiteracyjną formułę estymatora, sparametryzowaną
ze względu na żądane cechy metody. Rozszerzony zakres wartości parametru okna GMSD
w porównaniu do okien MSD pozwala na elastyczny dobór wartości parametru okna ade-
kwatnej do zastosowania. Opis sposobu wdrożenia zaproponowanych metod interpolacji
widma w praktycznym systemie umieszczony jest na końcu rozdziału 4 w postaci opisu
algorytmu na przykładzie metody pięciopunktowej (algorytm 1).

W rozdziale 5 opisane zostały wyniki weryfikacji poprawności działania oraz anali-
za dokładności estymacji częstotliwości uzyskanych metod z wykorzystaniem badań sy-
mulacyjnych oraz eksperymentu. Uzyskane wyniki prezentowane są w postaci wykresów
charakterystyk błędu RMSE dla przypadku sygnału bez zakłóceń losowych w celu zba-
dania obciążenia estymatorów oraz dla przypadku sygnałów zawierających szum AWGN
do oceny wkładu wariancji w błędzie całkowitym estymatora. Przeprowadzone badania
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wskazały zakres parametrów metody oraz sygnału wejściowego, dla których proponowa-
ne metody pozwalają na obniżenie wartości błędu estymacji przez ograniczenie obciąże-
nia wynikającego z obecności składowych zakłócających. Badania poświęcone metodzie
dwupunktowej 2pGMSD (rozdział 5.3) wykazały, że:

• błąd systematyczny metody 2pGMSD, wynikający z przyjętego sposobu modelo-
wania, może być ograniczony z wykorzystaniem odpowiednich wartości parametru
okna p i liczby próbek N , nawet poniżej poziomu 10−10 bin (rysunki 5.1-5.2). Uzy-
skanie tak wysokiej dokładności w badaniach symulacyjnych ma przede wszystkim
duże znaczenie dla przeprowadzonego modelowania matematycznego (do weryfika-
cji poprawności uzyskanych równań oraz wyznaczenia podstawowych właściwości
metody); natomiast uzyskanie błędu na poziomie 10−10 bin jest w praktyce nieosią-
galne w rzeczywistym systemie pomiarowym ze względu na obecność szumu i in-
nych zakłóceń w sygnale.

• Wykorzystanie okien czasowych GMSD w interpolacji pozwala na efektywne ogra-
niczenie wartości obciążenia związanego z wpływem obecności oddalonych składo-
wych zakłócających, gdzie już dla wartości parametru p = 2 i większych uzyskano
estymator redukujący składnik obciążenia znacznie poniżej poziomu wariancji dla
wszystkich badanych wartości parametrów i SNR < 100 dB. Należy jednocześnie
pamiętać, że zwiększenie wartości parametru p wiąże się ze wzrostem wariancji
estymatora. Dla najlepszego przypadku p = 2 uzyskana wartość błędu całkowite-
go jest ok. 3 raza większa względem wartości ograniczenia Craméra-Rao (rysunki
5.3-5.4).

• Porównanie metody dwupunktowej 2pGMSD z nowoczesną metodą tej samej kla-
sy, tj. metodą Lianga i in. [113] pokazało ponadto, że metoda 2pGMSD pozwala
na uzyskanie lepszej dokładności nawet do trzech rzędów wielkości w przypadku
obecności składowych zakłócających dla czasów pomiaru odpowiadającym λ0 > 6
bin, tj. składowej sprzężonej, pojedynczej składowej harmonicznej lub wielu skła-
dowych harmonicznych (rysunki 5.6-5.9), co bezpośrednio wynika z możliwości
zastosowania okien czasowych GMSD.

Wnioski dotyczące ograniczenia błędu systematycznego wynikającego z użytych przy-
bliżeń w wyprowadzeniu oraz ograniczenia obciążenia wynikającego z wpływu obecno-
ści składowych oddalonych za pomocą okien GMSD mają zastosowanie także dla metod
3pGMSD i 5pGMSD. Badania poświęcone metodzie trzypunktowej 3pGMSD (rozdział
5.4) wykazały ponadto, że:

• eliminacja obciążenia wynikającego z obecności składowej sprzężonej na wynik
pomiaru może być efektywnie realizowana za pomocą estymatora trzypunktowego
3pGMSD, o czym świadczy otrzymanie poziomu błędu nawet poniżej 10−10 bin (ry-
sunek 5.10), co pozwala na potwierdzenie poprawności użytego modelowania. Po-
dobnie jak w przypadku metody 2pGMSD należy zauważyć, że uzyskanie zbliżonej
dokładności w rzeczywistym systemie pomiarowym jest bardzo trudne ze względu
na występujące zakłócenia.

• Obciążenie estymatora 3pGMSD wynikające z przyjętego sposobu modelowania
sygnału może być efektywnie ograniczone przez zwiększenie wartości parametrów
N i p, przykładowo z poziomu ok. 10−3 bin dla N = 32 i p = 1 do poziomu
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poniżej 10−10 bin dla N = 512 i p = 2 (rysunki 5.11-5.12). Podobnie jak dla me-
tody 2pGMSD, zwiększenie wartości parametru p okna wiąże się ze zwiększeniem
wariancji, przykładowo przy ograniczeniu wartości obciążenia znacznie poniżej wa-
riancji przez użycie wartości p = 2 otrzymano poziom błędu całkowitego ok. 3 razy
większy od ograniczenia Craméra-Rao (rysunki 5.13-5.14).

• Porównanie trzypunktowej metody 3pGMSD z nowoczesną metodą bezpośrednią
Wanga i in. [170] tej samej klasy (uwzględniającą wpływ składowej sprzężonej w
interpolacji) wskazało na zakres parametrów pomiaru, dla których zastosowanie me-
tody 3pGMSD pozwala na zwiększenie dokładności pomiaru (rysunki 5.15-5.19).
Ze względu na analityczne wyprowadzenie równań, metoda Wanga pozwala na eli-
minację obciążenia w przypadku małej liczby próbek sygnału N i okna prostokąt-
nego, przykładowo dla N = 256 uzyskiwane obciążenie przyjmuje poziom poniżej
10−10 bin, co odpowiada wykorzystaniu parametru p = 5 dla metody 3pGMSD
(rysunek 5.15). Jednocześnie wykorzystanie większych wartości parametru okna p
wiąże się ze znaczącym wzrostem wariancji, przykładowo z poziomu ok. 2,3 raza
względem ograniczenia Craméra-Rao i p = 0 do poziomu ok. 3,7 raza dla p = 3
(rysunek 5.15).
Możliwość wykorzystania wyłącznie okna prostokątnego w metodzie Wanga (i jej
podobnych) ogranicza przydatność jej użycia dla przypadku obecności składowych
zakłócających w sygnale, przykładowo metoda 3pGMSD pozwoliła na uzyskanie co
najmniej 10-krotnie lepszej dokładności pomiaru dla zakresu parametrów λ0 > 3
bin oraz SNR > 30 dB kolejno dla: drugiej składowej harmonicznej, trzeciej har-
monicznej i wielu harmonicznych obecnych w sygnale (rysunki 5.16-5.19).

Wnioski dotyczące ograniczenia wpływu obecności składowej sprzężonej na dokładność
pomiaru mają zastosowanie także dla metody 5pGMSD. Badania poświęcone metodzie
pięciopunktowej 5pGMSD (rozdział 5.5) wykazały ponadto, że:

• jednoczesna eliminacja obciążenia związanego z obecnością składowej sprzężonej
oraz pojedynczej bliskiej składowej harmonicznej może być efektywnie realizowa-
na za pomocą estymatora 5pGMSD nawet do poziomu poniżej 10−10 bin (rysunek
5.20). Tutaj także należy nadmienić (jak to było w przypadku metod 2pGMSD i
3pGMSD), że uzyskana wysoka dokładność pozwala na potwierdzenie poprawno-
ści zastosowanego modelowania dla interpolacji metody pięciopunktowej, jednak
uzyskanie zbliżonej dokładności w praktycznym systemie pomiarowym jest bardzo
trudne.

• W badaniach określone zostały warunki, dla których dominuje obciążenie związa-
ne z obecnością składowych zakłócających, a zastosowanie metody pięciopunkto-
wej 5pGMSD pozwala na zredukowanie błędu całkowitego estymacji (rysunki 5.21-
5.34). Przy dobrze dobranej wartości parametru b otrzymane wyniki są zbieżne do
wyników badań metod 2pGMSD i 3pGMSD w analogicznych sytuacjach: obcią-
żenie estymatora 5pGMSD w przypadku występowania pojedynczej harmonicznej
może być zredukowane poniżej poziomu 10−10 bin dla parametrówN > 512 i p > 2
(rysunki 5.21-5.28); w przypadku ograniczenia obciążenia znacznie poniżej pozio-
mu wariancji przez użycie parametru okna p = 2, dla zakresu SNR < 100 dB
otrzymano wartość błędu całkowitego na poziomie ok. 3 raza wartości ograniczenia
Craméra-Rao dla eliminacji drugiej harmonicznej i ok. 3,5 raza dla eliminacji trze-
ciej harmonicznej (rysunki 5.29-5.32). Badania pokazały także, że użycie metody
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pięciopunktowej wiąże się ze zwiększoną wariancją względem metody 3pGMSD
i 2pGMSD. Stąd wybór metody pięciopunktowej powinien wiązać się z rozpozna-
niem czy w systemie wystąpiło zakłócenie bliską harmoniczną (np. przy pomocy
wstępnej analizy harmonicznej).

• W przypadku sygnału zakłóconego wieloma harmonicznymi, druga składowa har-
moniczna wywiera największy wpływ na dokładność estymacji. Dlatego zastoso-
wanie estymatora pięciopunktowego 5pGMSD z eliminacją wpływu drugiej har-
monicznej pozwala na zredukowanie błędu nawet do dwóch rzędów wielkości dla
rozważanego w badaniach sygnału (rysunek 5.34).

Rozdział 5 zakończony jest opisem eksperymentu, który wskazuje na możliwość efek-
tywnego zastosowania metody pięciopunktowej w praktycznym systemie wraz z analizą
kosztów obliczeniowych proponowanej implementacji. Wyniki eksperymentu dla metody
pięciopunktowej 5pGMSD wskazują na możliwość poprawy wyników nawet dziesięcio-
krotnie dla dynamicznie zmieniającego się charakteru zakłóceń harmonicznych względem
metody nieuwzględniającej wpływu składowej harmonicznej w interpolacji.

Przeprowadzone w niniejszej rozprawie badania nad metodami interpolacji widma,
w zakresie modelowania matematycznego, weryfikacji poprawności, analizy dokładności
i weryfikacji eksperymentalnej potwierdzają tezę, że: interpolacja widma DFT z wyko-
rzystaniem okien czasowych GMSD pozwala na uzyskanie nowych nieiteracyjnych metod
estymacji częstotliwości charakteryzujących się krótkim czasem wykonania wraz ze zna-
czącym zwiększeniem dokładności estymacji (o rząd wielkości lub więcej) dla krótkiego
czasu pomiaru i w obecności zakłóceń harmonicznych względem dotychczasowych nie-
iteracyjnych metod interpolacji widma. Przedstawiony w rozprawie sposób modelowania
matematycznego widma z wykorzystaniem okien GMSD pozwolił na uzyskanie trzech
nieiteracyjnych metod: dwupunktowej 2pGMSD, trzypunktowej 3pGMSD i pięciopunk-
towej 5pGMSD (rozdział 4). Analiza dokładności nowych metod wraz z metodami re-
ferencyjnymi wykazała, że zastosowanie okien czasowych GMSD w interpolacji widma
pozwoliło na znaczące zwiększenie dokładności w przypadku obecności zakłóceń har-
monicznych nawet do kilku rzędów wielkości w szerokim zakresie parametrów sygnału
(rozdział 5), w szczególności dotyczy to także sytuacji skróconego okna pomiarowego
(odpowiadającemu wartościom częstotliwości unormowanej λ0 < 4 bin), dla której w
przypadku wykorzystania metody pięciopunktowej 5pGMSD uzyskano zwiększenie do-
kładności powyżej jednego rzędu wielkości zarówno w przypadku badań symulacyjnych
jak i eksperymentu.
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