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Recenzja rozprawy doktorskiej pani mgr inz. Zofii Wréblewskiej

pt. ,,Odwrécone sprezyste wahadto jako matematyczny model biegu”

1. Informacje wstepne

Rozprawa doktorska pani mgr inz. Zofii Wréblewskiej zostata napisana pod kierunkiem
promotora dr hab. inz. tukasza Ptociniczaka, prof. UWr i promotora pomocniczego dr hab.
Piotra Kowalczyka, prof. UWr. Dotyczy ona matematycznego modelu biegu z umiarkowang
predkoscig z wykorzystaniem sprezystego odwréconego wahadta (ang. SLIP — spring
loaded inverted pendulum). Celem rozprawy jest:

i. matematyczna analiza modelu, opisanego uktadem réwnan rézniczkowych zwyczajnych
(w tym znalezienie rozwigzania przyblizonego, udowodnienie istnienia i stabilnosci
punktu statego ,odwzorowania powrotu” (4.14) oraz bifurkacji w odwzorowaniu
Poincarégo (4.91)),

ii. eksperymentalna weryfikacja zbudowanego modelu.

Rozprawa jest matematyczna, ale niewatpliwie wymagata wiedzy interdyscyplinarnej
(z réwnan rézniczkowych zwyczajnych, uktadéw dynamicznych, a takze z fizyki, mechaniki,
biomechaniki, medycyny sportu).

Rozprawa napisana jest w jezyku polskim, liczy tacznie 92 strony, w tym spisy tresci,
tabel i rysunkéw. Nie znalaztam jednak streszczenia w jezyku angielskim, co jest wymagane
zgodnie z Art. 187 Prawa o szkolnictwie wyzszym i nauce (pkt. 4).

Rozprawa sktada sie ze wstepu (rozdziat 1), czesci opisujgcej fizyczny i matematyczny
model (rozdziat 2) oraz trzech zasadniczych rozdziatébw poswieconych odpowiednio
rozwigzaniom przyblizonym (rozdziat 3), istnieniu i stabilnosci punktu statego odwzorowania
powrotu wierzchotka do wierzchotka (rozdziat 4) oraz opisowi przeprowadzonego
eksperymentu i analizie otrzymanych wynikéw (rozdziat 5). Rozprawa konczy sie krétkim

podsumowaniem (rozdziat 6) i spisem literatury, liczgcym 62 pozycje, w tym jedna



publikacja Doktorantki opublikowana samodzielnie [58], cztery publikacje opublikowane

z promotorami [38, 54, 59, 60] i jedna publikacja wspdélna z promotorem ztozona do
druku [61].

2. Oméwienie rozprawy doktorskiej

2.1.

Organizacja pracy oraz zrodta

Rozprawa doktorska zawiera rezultaty lub jest istotnie zwigzana z nastepujgcymi

artykutami Doktorantki:

[38] — praca wspdlng z promotorami, opublikowang w Physica D (100 punktéw
ministerialnych) w 2023r., zawierajgcg m.in. dowdd rozwigzania zagadnienia 1
(twierdzenie 3);

[54] — pracg wspdlng z promotorem, opublikowang w Nonlinear Dynamics
(140 punktéw ministerialnych) w 2020r., stanowigca czes$¢ rozdziatu 3 (w zakresie
teorii zaburzen i przyblizenia sztywnos$ci sprezyny dla biegu symetrycznego);

[58] — praca samodzielng, opublikowang w Mathematica Applicanda (20 punktéw
ministerialnych) w 2020r., w ktérej Doktorantka uzyskata przyblizenia maksymalnego
ugiecia nogi i przyrostu kata (formuty (3.30) w rozprawie, przy zatozeniu matego kata);
[59] — praca wspdlng z promotorami, opublikowang w Mathematica Applicanda
(20 punktéw ministerialnych) w 2023r., ktéra stanowi cze$¢ rozdziatu 4;

[60] — pracg wspdblng z promotorami, opublikowana w IMA Journal of Applied

Mathematics (70 punktéw ministerialnych) w 2023r., ktéra stanowi cze$¢ rozdziatu 4.

Wyniki rozdziatu 5, zwigzanego z przeprowadzonym eksperymentem, sg zawarte w pracy

wspolnej z promotorem [61], ztozonej do publikacji w Sports Engineering (100 punktow

ministerialnych).

Uktad rozprawy jest przemys$lany i kompletny pod wzgledem doboru niezbednych

faktéw i odestan do literatury. Rozdziat 2 jest opisem modelu z punktu widzenia fizyki

I matematyki, stanowi wyjasnienie badanego w dalszej czesci zagadnienia poczatkowego

wraz z jego modyfikacjami. Rozdziaty 3 i 4 to wyniki prac juz opublikowanych. Natomiast

wyniki rozdziatu 5 dopiero czekajg na recenzje i publikacje. Wyniki przedstawione sg

w sposob spéjny i logiczny. Twierdzenia i lematy sg formutowane w sposéb poprawny,

przedstawione dowody sa raczej czytelne, cho¢ czasem wymagajg do czytelnika

samodzielnego uzupetnienia przeliczen.

Niedociggniecia w tekScie sg drobne i nie obnizajg mojej oceny rozprawy.

Przyktadowo, zamiast ,metody strzelania” (str. ix) lepiej napisa¢ ,metody strzatu”, czy

niepoprawne ttumaczenie stowa angielskiego ,elastic” (np. elastyczne odksztatcenie (str. 2),



elastyczna sprezyna (str. 6)). Ponadto, ostatni akapit w podrozdziale 4.5 (str. 68) wymaga
poprawy (czy funkcja (4.91) jest wypukta?).

Natomiast nie znalaztam (ani w rozprawie, ani w artykutach) informacji, ktére rezultaty,
poza tymi z pracy [58], sg samodzielnym dzietem Doktorantki. Jedynie w artykule [38]
mogtam przeczytaé: ,Zofia Wréblewska: Project administration, Writing — review & editing,

Visualization, Investigation, Validation”.

2.2.  Gfdéwne wyniki i narzedzia pracy

Niejednokrotnie przekonujemy sie, ze ztozonoéé uktadow biologicznych uniemozliwia
petne zrozumienie mechaniki poruszania sie. Dlatego korzystamy z pewnych uproszczen
i dodatkowych zatozen, by podjaé proby modelowania ruchu, co z kolei moze poméc
W zrozumieniu techniki biegu, by byt on bardziej optymalny np. pod katem poprawy wynikéw
sportowych.

Doktorantka wykorzystata model SLIP, znany w literaturze od 1989r., szeroko
stosowany w opisie i badaniu mechaniki biegu. Chociaz model SLIP jest stosunkowo prosty,
nie posiada jednak rozwigzania analitycznego. Dlatego w rozprawie wyznaczono
przyblizone rozwigzania analityczne, aby nastepnie zbadaé stabilnosé trajektorii i zaleznos¢
parametrow od stabilnych rozwigzan modelu. Ponadto, zastosowane metody, w tym teoria
zaburzen i szeregi Poincarégo — Lindstedta dla réznych wartosci sztywnosci sprezyny,
umozliwiajg oszacowanie btedéw i wyznaczenie rzedu przyblizen waznych parametréw,
takich jak: czas kontaktu z podtozem, maksymalne ugiecie sprezyny i przyrost kata.
Przyblizenia tych parametréw zostaty wykorzystane do walidacji dziatania modelu
w warunkach rzeczywistych.

Kolejnym wynikiem badawczym bylo zredukowanie dynamiki uktadu do jednego
wymiaru, obserwujagc ruch ,wierzchotka”, czyli punktu, w ktérym $rodek masy biegacza
osiggnie najwyzszy punkt fazy lotu. Zakfadajac, ze zachodzi zasada zachowania energii
imomentu pedu, przy pewnych dodatkowych  uproszczeniach, skonstruowano
odwzorowanie miedzy kolejnymi wysokosciami wierzchotkéw paraboli lotu $rodka masy
(nazwane w rozprawie ,odwzorowaniem powrotu od wierzchotka do wierzchotka”),
a nastepnie znaleziono wystarczajgce warunki, gwarantujgce istnienie punktu statego tego
odwzorowania, zaréwno w przypadku rozwigzan symetrycznych (twierdzenie 4), jak
i asymetrycznych (twierdzenie 5). Na koniec, zbadano stabilnosé punktu statego
(twierdzenie 6) i udowodniono wystepowanie transkrytycznej bifurkacji w uzyskanym
rozwigzaniu (twierdzenie 7).



Otrzymane wyniki teoretyczne zostaty wykorzystane w zrozumieniu i interpretacji
danych pochodzacych z rzeczywistych biegéw z umiarkowanymi predkosciami. Wykonany
eksperyment pomogt zweryfikowaé zgodno$é zaproponowanego modelu z rzeczywistymi
danymi. W szczegdlnosci, wywnioskowano, ze biegacz dgzy do osiggniecia stabilnosci przy
minimalnym wydatku energetycznym, a zastosowanie modelu umozliwito wyznaczenie

energii potrzebnej do osiggniecia stabilnego biegu.

2.3. Kontynuacja badan

W podrozdziale 5.5 Doktorantka zauwazyta, ze sposdéb w jaki asymetria kgtowa
powigzana jest z warunkiem minimalnej energii, wymaga dalszych badan analitycznych.
Konieczne sa dalsze badania, aby dostosowaé model do rzeczywistego biegu, np. poprzez
dopuszczenie wickszej asymetrii (obecny model wymaga, aby katy brzegowe byty
dostatecznie mate, a punkty state wystapiag jedynie, gdy katy odbicia, w przeciwienstwie do
katow ataku, sg duze i przekraczajg zakres stosowalnosci modelu), czy wprowadzenie
parametru sztywnosci zmiennego podczas fazy podporu (w obecnym modelu wartos¢
sztywno$ci nogi jest ustalong statg podczas trwania catej fazy podporu). Waznym krokiem
moze tez by¢ skorelowanie energetyki biegu z wartoscig kgta natarcia bez uwzgledniania

parametru sztywnosci.

3. Konkluzja

Rozprawa doktorska pani mgr inz. Zofii Wréblewskiej zawiera nowe, interesujgce
wyniki naukowe w dziedzinie Nauk Scistych i Przyrodniczych w dyscyplinie Matematyka,
a podjeta tematyka wymagata wiedzy interdyscyplinarnej.

Uwazam, ze rozprawa ta spetnia wymagania zdefiniowane przez Ustawe o stopniach
naukowych i tytule naukowym z dnia 20 lipca 2018r. (z pézniejszymi zmianami),
w szczegdblnosci wymagania sformutowane w Art. 187:

e Rozprawa zawiera oryginalne rozwigzanie problemu naukowego.
e Kandydat posiada niezbedng ogéing wiedze teoretyczng w dyscyplinie Matematyka.
e Kandydat posiada umiejetnos¢ samodzielnego prowadzenia pacy naukowej.

Whioskuje o dopuszczenie ocenianej rozprawy do dalszych etapéw postepowania
o nadanie pani mgr inz. Zofii Wréblewskiej stopnia doktora w dyscyplinie Matematyka.

dr hab. Anna Ochal



