Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Tomasza Werona

Rozprawa doktorska mgr. Tomasza Werona poswigcona jest matematycznym modelom
dynamiki opinii. Doktorant konstruuje a nastepnie analizuje pewne modyfikacje klasycznego
modelu Sznajdow oraz modelu g-wyborcy (g-voter). Ta czgs¢ rozprawy (opublikowane prace
1-3) nie ma bezposredniego zwigzku z odnawialnymi zrodtami energii. Problemy
rozprzestrzeniania si¢ (diffusion) innowacji, a konkretnie fotowoltaiki, omawiane sg w pracy
4 dostepnej na arXiv. Rozwazane tam konstrukcje oparte s3 na modelu g-wyborcy co
uzasadnia wigczenie poprzednich prac do rozprawy i stanowi o jej spojnosci.

Rozprawa jest interdyscyplinarna: badana jest ewolucja i stany stacjonarne uktadow
dynamicznych modelujacych rzeczywiste procesy spoteczne, ilosciowe wyniki otrzymane sg
przy pomocy symulacji komputerowych oraz analitycznych przyblizen znanych w fizyce
statystycznej, nastgpnie przeprowadzana jest dyskusja wazno$ci wynikoéw w kontekscie
zastosowan, formulowane sg wnioski i odpowiedzi na pytania zadawane w naukach
spolecznych.

Matematyczna metodologia rozprawy jest nastepujgca. Konstruowany jest uklad
oddzialujacych osobnikow znajdujacych si¢ w wierzchotkach grafu (wegztach sieci
spolecznej). Dynamika zadana jest poprzez odpowiedni tancuch Markowa (model agentowy
ABM), przeprowadzane s3 symulacje Monte-Carlo. W tancuchach ze stanami
pochtaniajgcymi estymowane sg prawdopodobienstwa dojscia (fixation probability, w
rozprawie autor uzywa pojecia exit probability) oraz $redni czas dojscia do danego stanu
pochlaniajacego, w tancuchach ergodycznych analizowany jest stan stacjonarny. Doktorant
nastepnie uzywa standardowych przyblizen pola $redniego (mean-field - MFA) i przyblizenia
par (pair approximation - PA) i wykazuje w wielu przypadkach dobrg zgodnos$¢ przyblizen z
symulacjami stochastycznymi tancuchéw Markowa. W mojej ocenie wyniki doktoranta sg
bardzo ciekawe z punktu widzenia interpretacji i zastosowan, nie rozwijaja jednak w
znaczacy sposob metod matematycznych analizy modeli przestrzennych. W sekcji 1.3
rozprawy Contribution to the discipline of Mathematics nie znajdziemy przedstawienia
nowych metod matematycznych, tworczego rozwiniccia metod przyblizania procesow
stochastycznych na grafach dynamika deterministyczna.

Przejdg teraz do szczegdtowego omowienia kazdej z prac.

Artykul 1, On reaching the consensus by disagreeing

W klasycznym  jedno-wymiarowym modelu  Sznajdéw  doktorant wprowadza
prawdopodobienstwo p przyjecia przez osobnika opinii przeciwnej do opinii sgsiada, jezeli
dwoch sasiadow (blizszy i dalszy) majg przeciwne opinie; p = 1 odpowiada oryginalnemu
modelowi, p = 0 oznacza nic nie robienie. Dla dowolnego p odpowiadajacy mu tancuch
Markowa (doktorant niestety nie uzywa tego pojecia) ma 3 pochfaniajace stany: wszyscy
osobnicy przyjmuja opini¢ 1 (konsensus dodatni), wszyscy przyjmuja opinie 0 (konsensus



ujemny) oraz osobnicy przyjmujg opinie 1 i 0 naprzemiennie (disagreement). W przypadku
p=0,1 jedyna losowoscig jest wybor osobnika do ewentualnej zmiany strategii, dla 0<p<l
mamy losowa regulg. Gléwny wynik pracy to pokazanie, ze wyrazenia na
prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w stanie pochtaniajagcym z konsensusem dodatnim (3.1 -
3.2 w rozprawie i (2) w artykule) przenoszg si¢ na przypadek dodatniego p < p*, gdzie p* jest
warto$cig krytyczng zalezng od stanu poczgtkowego i rozmiaru populacji N. Doktorant nie
napisal w jaki sposob doszedt to takich wzoréw, czy mamy rozumie¢, ze dopasowano wzor
do krzywej? Na stronie 3 artykutu czytamy ,,It was previously claimed that ... for p <1 only
consensus is possible ....” Nie wiem na jakiej podstawie tak twierdzono, przeciez dla
kazdego p > 0, takie same ruchy sa dozwolone, tylko z r6znymi prawdopodobienstwami wigc
nie moze to by¢ prawda dla skonczonego N. Wydaje si¢, ze doktorant powiela w pewnym
zakresie takie stwierdzenie, kiedy pisze, ze dla N=100, dla losowych warunkow
poczatkowych (cp = 0.5) i dla p < p*=0.8, konsensus jest osiggany z prawdopodobienstwem
1. Powinno by¢ ,,z prawdopodobienistwem tym blizszym 1 im wigksze jest N i mniejsze p”.
Mamy tutaj przyklad braku precyzyjnych matematycznych stwierdzen co jest niestety
powracajacym problemem w pozostatych artykulach bedacych czescig rozprawy. Autorzy
artykutu powinni zaprezentowa¢ tancuch Markowa i sformulowaé¢ odpowiednie hipotezy
zwigzane z dwoma przej$ciami granicznymi: N o, p 0. Doktorant ma tutaj na swoja
obrong krotka dyskusje, ze p*=>1 gdy N = . Dalej jednak pisze, ze dla p = p* pojawia sig
stan niezgodny (disagreement). On zawsze istnieje dla skoniczonego N 1 jest stabilny.
Natomiast bardzo ciekawe jest pytanie co si¢ dzieje w punkcie p*, jaki jest mechanizm
doprowadzajacy do przejscia fazowego (ktore jak stusznie pisza autorzy znika w granicy
nieskonczonego N a wiec nie mamy tutaj klasycznego przejscia fazowego w sensie
matematycznej fizyki statystycznej). Nie wiem dlaczego po catej dyskusji autorzy pisza na
koncu strony 3, ze $redni czas dojscia do stanu pochtaniajacego zalezy od wielko$ci systemu
w odréznieniu of prawdopodobienstwa dojscia. Mamy tutaj tez troche cyfrowek: na gorze str.
3-cigj p* powinno dazy¢ do 1 a nad wzorem (2) powinno by¢ p < p*.

Artykul 2, Opinion evolution in divided community

W pracy tej doktorant analizuje model g-wyborcy z osobnikami rozmieszczonymi na grafie,
ktory sktada si¢ z dwoch klik (graféw zupelnych z N wierzchotkami), miedzy ktorymi
istnieje L - N* krawedzi , gdzie L < 1. Warto tutaj wspomnieé, ze rozwazane modele sg
modyfikacjami modeli dyskutowanych w opublikowanych kilka lat wczesniej artykutach,
ktorych doktorant byt wspotautorem. Nowoscig tutaj jest wprowadzenie losowosci do
standardowego modelu g-wyborcy (nazywanej przez autoréw independence), to znaczy w
kazdym kroku wybrany osobnik zmienia swojg opinic z gory zadanym
prawdopodobienstwem. Konsekwencja wprowadzenia takiej losowosci dostajemy
ergodyczny tancuch Markowa (w szczeg6lno$ci nieprzywiedlny, to znaczy taki, w ktérym z
kazdego stanu mozna przej$¢ do kazdego stanu w skonczonej liczbie krokow) z jedynym
stacjonarnym rozktadem prawdopodobienstwa. Warto byto o tym napisa¢, ma to swoje
interpretacyjne konsekwencje.



W Twierdzeniu 3.1 w rozprawie autorzy przechodza N do nieskonczonos$ci, sprawa staje si¢
subtelna, tancuch Markowa staje si¢ procesem Markowa na nieprzeliczalnej przestrzeni
stanéw. Trudno tutaj wigc moéwi¢ o twierdzeniu i dowodzie, to jest heurystyka z elementem
pola $redniego. Tak czy owak roéwnania (3.6) sg intuicyjnie jasne. Na poczatku jest jak
zwykle model oddzialujacych osobnikow, tancuch Markowa i symulacje stochastyczne
Monte-Carlo a potem nastepuje poréwnanie z przyblizeniem pola $redniego, ktore wychodzi
dobrze. Jak wspomnialem wyzej, mamy do czynienia z tancuchem Markowa z jednym
rozktadem stacjonarnym, mozemy wigc rozwaza¢ gdzie prawdopodobienstwo jest
skoncentrowane i jak rozktad zmienia si¢ jakosciowo wraz ze zmiang parametréw. Doktorant
obserwuje i opisuje bardzo cickawe przejscia fazowe, istnienie krytycznych wartosci L* 1 p*.
Czy w granicy N nieskonczonego mamy do czynienia z rzeczywistym przejsciem fazowym
zwigzanym na przyktad ze wspotistnieniem faz wydaje si¢ by¢ bardzo ciekawym otwartym
problemem.

Artykul 3, Composition of the influence group in the q-voter model and its
impact on the dynamics of opinions

W artykule porownywana jest zalezno$¢ czestosci danych opinii (koncentracji w terminologii
autoréw od czynnika losowego (independence) w modelu q-wyborcy na regularnych sieciach
losowych z mozliwo$cig powtdrnego wyboru sasiada (repetition) 1 z q r6znymi sgsiadami
(no repetition). Zaobserwowano istnienie przejscia fazowego — krytycznego
prawdopodobienstwa p*, powyzej ktorego uktad jest nieuporzadkowany (czestosci
przeciwstawnych opinii sg sobie rowne). Dwa gltéwne wyniki pracy to: 1. W modelu bez
powtorzen p* jest mniejsze niz w modelu z powtdrzeniami, 2. Roznice pomi¢dzy dwoma
modelami sg tym wigksze im q jest blizsze stopniowi wierzchotkéw. Oba wyniki wydaja si¢
by¢ intuicyjnie zrozumiale.

7 matematycznego punktu widzenia model autoréw jest ergodycznym tancuchem Markowa.
Autorzy wykonali symulacje stochastyczne Monte-Carlo, w wyniku ktérych otrzymali
przyblizenie stacjonarnego rozkladu prawdopodobienstwa. Na stronie 4. artykutu pisza, ze
wykonujg symulacje do momentu uzyskania stabilnego stanu. Oczywiscie nie chodzi o stan
stabilny ale stacjonarny i tylko w przyblizeniu - tylko w granicy nieskonczonego czasu
dostajemy zgodnie z twierdzeniem ergodycznym stan stacjonarny procesu stochastycznego.
Powinno si¢ zawsze sprecyzowac kiedy decydujemy si¢ zakonczy¢ symulacje i jej wyniki
dobrze przyblizaja stan stacjonarny.

Tak jak i w pozostalych artykutach wchodzacych w sklad rozprawy, autorzy konstruuja rézne
klasyczne przyblizenia, $redniego pola i par, pokazuja jak dobre sa odpowiadajace im wyniki
analityczne. Przyblizenia te sg reprezentowane przez odpowiednie rownania (albo uktady)
rozniczkowe zwyczajne. W artykule (i w rozprawie) nie ma niestety jakosciowej analizy



réwnan — basendw przyciagania, bifurkacji. Zastanawiam si¢ na przyktad w jaki sposob z
réwnania (6) mozna uzyskac stan stacjonarny jako funkcj¢ p na Fig. 5. 1 co za tym idzie p*.
Nie wiemy tez w jaki sposéb wyprowadzono réwnanie (11), jest tez tam literowka
niepoprawiona w rozprawie — brak *. Wzor (19) jest zagadka, czg$¢ oznaczen nie jest
precyzyjnie zdefiniowana.

Dodatkowo autorzy przeprowadzili symulacje dla roznych wielkosci populacji i zasugerowali
wystapienie rzeczywistego przejscia fazowego w granicy termodynamicznej. To bardzo
ciekawa obserwacja.

Artykul 4, Multilayer diffusion model of photovoltaic installations

Jest to praca jednoautorska ztozona do arXiv. Wstep jest w duzej czgéci tozsamy z
rozdziatem rozprawy (1.1 Background) o czym zreszta informuje nas autor. Po§wiccony jest
motywacjami zwigzanymi z globalnym ociepleniem, zanieczyszczeniem $rodowiska,
odnawialnymi Zrodlami energii a w szczegdlno$ci z rozprzestrzenianiem si¢ instalacji
fotowoltaicznych. Sg to bardzo wazne problemy i rzeczywiscie inspiracje do prowadzenia
badan z matematyki stosowanej w oparciu o dane i w odpowiedzi na konkretne pytania ze
sfery gospodarczo-spotecznej. W przypadku artykutu, wnioski sg jednak raczej natury
ogblnej aczkolwiek bardzo cickawe i majace potencjat do bardziej poglebionego
modelowania.

Doktorant przedstawia model dynamiki opinii i instalacji fotowoltaiki w gospodarstwach
domowych — model g-wyborcy na dwu-warstwowej sieci (multilayer metwork), graf
obserwacji fotowoltaiki na dachach sasiadow (Z* z oémioma sasiadami) oraz graf przeplywu
informacji (graf Wattsa-Strogatza). Jezeli na obu warstwach sieci, q sasiadow na pierwszej
warstwie ma zainstalowang fotowoltaik¢ oraz q sgsiadow wybranych oddzielnie na drugiej
sieci ma o niej pozytywng opini¢, to nasz osobnik przyjmuje taka opini¢ i nastepnie z
pewnym niezerowym prawdopodobienstwem zainstaluje fotowoltaike. W przypadku
negatywnej opinii nasz osobnik moze urzadzenie zdemontowac. Jest to tak zwany model
AND, rozwazany jest rowniez model OR. Istotnym elementem modeli jest mozliwos¢
zmiany opinii z dodatnim prawdopodobienstwem bez wzgledu na struktur¢ otoczenia
(independence). Ten dodatkowy element losowy powoduje, ze z matematycznego punktu
widzenia model jest ergodycznym tancuchem Markowa a wigc posiada jedyny stacjonarny
rozktad prawdopodobienistwa na stanach uktadu. Do tej uwagi powrdce w dalszej czesci
recenzji. Natomiast teraz mam pytanie czy stan osobnika nie powinien by¢ powiazany ze
stanem jego domu, to znaczy czy zmienne A i S nie powinny by¢ zalezne - jezeli kto§ ma
fotowoltaike to pewnie ma pozytywnag o niej opinig.

Mam kilka pytan dotyczacych innowacyjnosci modelu doktoranta. W Introduction wspomina
on o pracy Bassa [14]. Niestety w rozprawie nie ma dyskusji porownujacej wyniki tych
dwoch modeli. Model Bassa jest deterministyczny ale jak dalej zobaczymy, model pola



sredniego (MFA) rozpatrywany w rozprawie jest oczywiscie tez deterministyczny i na
dodatek nie odwoluje si¢ w zaden sposob do konkretnej sieci. Doktorant wspomina takze
(tez bez zadnego omowienia) model g-wyborcy z prac [35, 41]. Oba grafy w dwu-sieci sa
tam takie same w odroznieniu od pracy 4 ale jak si¢ okazuje, rownania pola $redniego i tak
nie roznicujg grafow.

Przejdg teraz do uwag i pytan technicznych czyli matematycznych.

1.

Wyjsciowym modelem jest fancuch Markowa. W Twierdzeniu 1, doktorant nie mowi
nam nic o granicy N = oo, w ktorej to dostajemy proces Markowa na nieprzeliczalnej
przestrzeni stanow. Wprowadza on raczej pewien ansatz pola $redniego, gdzie
rownania (3-4) pisze si¢ w sposob naturalny, trudno wigc tutaj mowi¢ o dowodzie.
Taki dowod musiatby uzywa¢ twierdzen  granicznych z  rachunku
prawdopodobienstwa.

W Twierdzeniu 2, doktorant wyprowadza réwnania na stany stacjonarne (punkty
krytyczne uktadu rownan rozniczkowych (3-4)). Udowadnia, Ze istnieje co najmniej
jeden stan stacjonarny. Nie znamy jednak parametrow modelu, dla ktorych istniejg 3
stany stacjonarne, ktore wida¢ na Fig. 6. Na rysunku tym widzimy, Ze istnieje
krytyczna warto$¢ losowego parametru p* (independence), powyzej ktorej z 3 stanow
zostaje tylko 1. Na temat tej bifurkacji oraz basenéw przyciagania dla p <p* p nie ma
zadnej dyskusji. Na lewym panelu Fig. 6 autor prezentuje czasy dojscia do stanu
stacjonarnego (w modelu deterministycznym) ale nie wiemy ktérego i z jakich
warunkow poczatkowych.

Z powodu losowych zaburzen, rozpatrywane uklady sa ergodycznymi tancuchami
Markowa, z jedynym stacjonarnym rozktadem prawdopodobienstwa. W zwigzku z
tym niezrozumiate sg nastepujace stwierdzenia w artykule:

a) W streszczeniu czytamy, ze dla pewnych parametréw, innowacje zachodza
niezaleznie od warunkéw poczatkowych.

b) Na stronie 17 czytamy, ze w modelu MFA dostajemy wszystkie stany stacjonarne,
natomiast w symulacjach stochastycznych dostajemy tylko te stany stacjonarne,
ktore sa dostepne z danych warunkow poczatkowych. Jest doktadnie odwrotnie —
ewolucja dynamiki rozniczkowe zalezy od warunkéw poczatkowych, od basenu
przyciggania, z ktorego zaczynamy. Natomiast stan stacjonarny tancucha
Markowa jest jeden, mozemy bada¢ gdzie jest rozklad prawdopodobienstwa
skoncentrowany, moze jest skoncentrowany woko6l dwoch stanow i1 wtedy
fundamentalnym pytaniem jest czy stany te przetrwaja w  granicy
termodynamicznej N =o0. By¢ moze niektore stany sg trudno osiggalne, trzeba na
nie dtugo czeka¢, w zaleznosci od warunkéw poczatkowych.



c) Fig. 6 sugeruje nieciggle przejscie fazowe w p* w modelu stochastycznym.
Warto to sprawdzi¢. Czy trajektorie procesu oscyluja pomiedzy dwoma stanami w
p* tak jak w ferromagnetycznym modelu Isinga?

d) W Dodatku rozpatrywane sg inne warunki poczatkowe. Autor pracy pisze, ze w
modelu AND nie prowadzi to do innych wynikoéw, natomiast w modelu OR
roznice sg istotne. Rozumiem, Ze chodzi tu o ewolucj¢ a nie o stany stacjonarne.

Powyzsze pytania zwigzane z ergodycznoscia fancucha wymagaja wyjasnien.

Praca 4 zawiera wiele bardzo interesujacych wynikow otrzymanych w symulacjach
stochastycznych. Zaskakujacy jest fakt, ze przyblizenie pola S$redniego zgadza sie w
wynikami symulacji stochastycznych cho¢ nie zawiera Zadnych odniesien do konkretnych
grafow ani ich charakterystyk takich jak liczba sasiadow w Z° czy P w grafie Wattsa-
Strogatza. Pojawia si¢ pytanie czy dla innych gaféw bedzie to samo. Podwaza to tez w
pewnym sensie narracj¢ doktoranta, ze model przestrzenny ma znaczenie W
rozprzestrzenianiu si¢ fotowoltaiki. To wymaga komentarza ale tez i symulacji na innych
grafach.

Praca zostala wystana do arXiv ale pewnie tez do czasopisma i oczekuje na recenzje albo
moze juz one nadeszty. Na przyklad wzor (2) z licznymi cyfrowkami zostat juz poprawiony
na arXiv. Tak wiec artykul ten moze jest w trakcie nanoszenia innych poprawek ale na
pewno bedzie miat niezalezng recenzjg.

Pomimo wielu krytycznych uwag, uwazam, ze rozprawa mgr.Tomasza Werona jest bardzo
warto§ciowa, prezentuje wazne wyniki, w sensie formalnym, ustawowym, zawiera
,»oryginalne rozwigzanie problemu naukowego”. W zwigzku z tym moja konicowa ocena jest
pozytywna. Dopuszczam mgr. Tomasza Werona do dalszych etapow przewodu doktorskiego.
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