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Prace opublikowane sg w dobrych i bardzo dobrych czasopismach naukowych,
trzy prace sa samodzielne i biorgc pod uwage, ze jest to rozprawa doktorska,
to liczba opublikowanych prac zastuguje niewatpliwie na uznanie na tym etapie
kariery naukowe;j.

Tematyka rozprawy dotyczy dynamicznie rozwijanego obszaru dotyczacego
wtadciwosci utamkowych przestrzenie Sobolewa oraz utamkowych nieréwnosci
Hardy’ego. Utamkowe przestrzenie Sobolewa pojawity sie w 20 wieku w kontek-
Scie réwnan rézniczkowych z operatorami nielokalnymi modelujacymi niegtadkie
lub nieciagte zjawiska istotne z punktu widzenia fizyki. Problemy nielokalne sg
trudne pod wzgledem matematycznym i stanowig bardzo dynamiczny obszar ba-
dan.

Pan Michat Kijaczko w swojej rozprawie doktorskiej zbadat problem gestosci
funkcji gtadkich w réznych utamkowych przestrzeniach Sobolewa oraz uzyskal
utamkowsg nieréwnosé Hardy’ego dla form Sobolewa-Bregmana. Bardziej szcze-
gbétowy opis wynikéw przestawiam ponize;.

Opis rozprawy doktorskiej oraz gtéwnych wynikow.

Rozdzial 1 zawiera krotkie wprowadzenie do zagadnienia, motywacje fizyczng
oraz cele rozprawy, za§ w Rozdziale 2 autor definiuje utamkowy Laplasjan, pét-
norme Gagliardo, oraz utamkowe przestrzenie Sobolewa wraz z ich klasycznymi
wlasnosciami.

W Rozdziale 3 bazujacym na pracy [I], dla kazdej funkcji lokalnie catkowalnej
autor definiuje operator wygtadzajacy, ktory jest zbiezny w przestrzeniach Lebes-
gue’a [P, p > 1. Tutaj wykorzystywany jest rozktad Whitneya oraz nieré6wnosé
Jensena. Szacujgc norme w utamkowej przestrzeni Sobolewa WP (1) otrzymuje
sie gestos¢ funkcji gladkich C* N W*P(Q)), co stanowi "utamkowy” odpowied-
nik klasycznego twierdzenia Meyersa-Serrina z 1963 roku. Ta technika zostala
rozszerzona na utamkowe przestrzeni Sobolewa z wagg i Pan Kijaczko otrzymat
pierwszy gltéwny wynik o gestosci funkceji gtadkich CNW*P(Q, w) w WP (Q, w).
Waga w moze naleze¢ do szerokiej klasy funkcji lokalnie poréwnywalnych ze stalg.

Gestosé funkcji o zwartym nosniku w utamkowych przestrzeniach Sobolewa
jest réwniez naturalnym i waznym pytaniem, m.in. ze wzgledu na pojecie stabego
rozwigzania nielokalnych réwnan rézniczkowych czastkowych. Celem drugiego
artykutu [II] oraz Rozdzialu 4 jest wlasnie zbadanie tego zagadnienia, ktére w
matematycznym jezyku wyrazone jest pytaniem, czy W3t (Q) = WP(Q)? Jesli
Q = RY lub Q jest ograniczong dziedzing Lipschitza oraz sp < 1, to znana jest
pozytywna odpowiedZz na’to pytanie, mianowicie funkcje gtadkie o zwartym no-
$niku sg geste w W*P(Q2). Dla dziedzin Lipschitza, kowymiar Assouada (réwniez
dolny i gérny kowymiar Assouada) wynosi 1 i nietrywialng obserwacjg autora byto
zastapienie warunku sp < 1 przez sp < co dim ,(992), gdzie co dim ,(0?) oznacza
dolny kowymiar Assouada. Gléwny wynik tej pracy [II, Theorem 2] jest jednym
z najciekawszych wynikow rozprawy, gdyz przedstawia gestosé Wy* () w WP(Q)



dla obszaréw niekoniecznie Lipschitzowskich. Ponadto gdy sp > co dim4(052),
twierdzenie pokazuje, ze W3 (Q) # W*P(Q) dla pewnych dziedzin.

W Rozdziale 5 opartym na pracy [I1]], powyzsza analiza jest przeniesiona na
przypadek ulamkowych przestrzeni Sobolewa z waga. Ze wzgledu na obecnosé
wag, techniki znacznie komplikujg sie i autor dokonuje subtelnego poréwnania
miedzy pelnymi i skréconymi wazonymi utamkowymi péinormami Gagliardo na
dziedzinach jednostajnych ([II1I,Theorem 2]). Dodatkowo wykorzystywane sg
tutaj techniki Pratsa i Saksmana z 2017 roku z przestrzeni bez wag. Gléwne
wyniki tej czesci ([II1,Theorem 2, Theorem 3]) uogélniaja wyniki z pracy [I1]
pod warunkiem jednostajnosci dziedziny (2.

Rozdzial 6 koncentruje sie na optymalnych utamkowych nieréwnosciach typu
Hardy’ego dla funkcji C}(R?), ktére czesto przenosza sie na odpowiednie prze-
strzenie Sobolewa. Ulamkowe nieréwnosci Hardy’ego na przestrzeni R i ich opty-
malne state byly intensywnie badane przez wielu matematykéw m.in. Herbsta,
Yafaeva, Becknera, Heiniga, Kufnera oraz Perssona w ubieglym wieku. Stala w
utamkowej nieréwnosci Hardy’ego zostata policzona przez Herbsta dla nieréwno-
éci z utamkowym Laplasjanem (—A)*/?u w normie LP, ktérego norma pokrywa
sie z poélnormg Gagliardo dla p = 2 (z dokladnoscia do stalej). Nieréwnosci
typu Hardy’ego z péinormg Gagliardo dla p # 2 byty badane przez wielu kolej-
nych czotowych badaczy np. Bourgaina, Brezisa, Mironescu, Maz’ye oraz Sha-
poshnikovg w latach 2001-2002 lecz optymalnos¢ statej w tych nieréwnosciach
zostala wykazana przez Franka i Seiringera w 2008 roku. W przypadku dzie-
dzin Q # RY istotny wktad wniést Dyda w pracy z 2004 roku, gdzie cztery
klasy dziedzin zostaly wskazane dla ktérych nier6wnosé typu Hardy’ego z poét-
normg Gagliardo jest prawdziwa. W poézniejszych latach optymalna stata dla
tych nieréwnosci na pélprzestrzeniach zostata policzona przez Bogdana i Dyde w
przypadku p = 2, zas Frank i Seiringer obliczyli te stalg dla p # 2. Pan Kijaczko
zbadal analogiczng nieréwno$é typu Hardy’ego dla formy Sobolewa-Bregmana,
ktéra zastgpila polnorme Gagliardo. Ten obszar badari umotywowany byt ko-
lejnymi waznymi pracami Bogdana, Dydy, Lossa, Sloane’a, Jakubowskiego, Len-
czewskiej oraz Pietruskiej-Paluby. Pan Kijaczko udowodnil optymalna nieréw-
nosé typu Hardy’ego na poétprzestrzeni dla formy Sobolewa—-Bregmana dla p > 1
([IV,Theorem 1]). Optymalna stala zostala obliczona i weryfikacja jej opty-
malnosci w nieréwnosciach jest najtrudniejszg czescia tej pracy. Kolejny wynik
([IV, Theorem 2]) dotyczy optymalnej nier6wnosci dla otwartych i wypuktych
podzbioréw R?. Na szczegdlng uwage zastuguje ogdlna i abstrakcyjna wersja
utamkowej nier6wnosci typu Hardy’ego dla formy Sobolewa-Bregmana z ogél-
nym jadrem. Praca [IV] jest bardzo ciekawa, dotyczy intensywnie badanego ob-
szaru i wymagala wypracowania nowych technik i oszacowani dla formy Sobolewa-
Bergmana.

Pozostate prace Pana Kijaczki opisane sg krotko w Rozdziale 7 i stanowig
interesujaca kontynuacje zagadnienl i probleméw wyzej wymienionych, np. au-
tor bada utamkowe nieréwnosci Hardy’ego-Sobolewa-Maz’yi oraz asymptotyczne
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wlasnosci péinormy Gagliardo z wagami w granicy s — 17, tzn. gdy zmie-
rzamy od nielokalnego problemu do lokalnego. W szczegdlnosci, praca [V II]
dotyczy optymalnych utamkowych nieréwnosci Hardy’ego z resztg w duchu prac
Franka i Seiringera. Wyniki zostaly rozszerzone dla nieréwnosci z wykladnikiem
l1<p<2.

Konkluzja. Catg rozprawe oceniam bardzo wysoko. Moim zdaniem roz-
prawa doktorska jest bogata w metody matematyczne, problemy badane w roz-
prawie dotycza intensywnie rozwijanego obszaru nielokalnych przestrzeni Sobo-
lewa i nieréwnosci typu Hardy’ego. Tematyka jest przedmiotem zainteresowania
wielu wybitnych badaczy §wiatowej stawy i niezwykle trudno jest znalezé ciekawy
problem w takim intensywnie badanym obszarze. Pan Michal Kijaczko odpowie-
dzial na szereg naturalnych pytan z tej dziedziny i uzyskanie ciekawych i nietry-
wialnych wynikéw w tym obszarze wymaga wysokich umiejetnosci technicznych,
wyobrazni geometrycznej i biegltej znajomosci najnowszej literatury. Wszystkie
prace autora oceniam bardzo wysoko, a najbardziej transparentne wyniki znaj-
dziemy w pracach [I1] i [IV]. Moim zdaniem jest to interesujacy, przemyslany
kawatek matematyki, ktéry mozna przedstawi¢ osobom nie bedgcymi ekspertami
w tej dziedzinie. Na szczegdlng uwage zastuguje rowniez samodzielna praca Pana
Kijaczki [I11], w ktoérej wypracowal nowe techniki dowodowe dla przestrzeni So-
bolewa z wagg i w sposéb pomystowy rozszerzyt wyniki z pracy [II]. Rozprawe
czyta sie¢ bardzo dobrze i podobaja mi sie krotkie rozdziaty wprowadzajace w
tematyke kazdej z czterech prac. Pozostate wyniki zawarte w nieopublikowanych
pracach [V]—[VII] mogtyby stanowi¢ material na kolejng bardzo dobrg rozprawe
doktorska.

Uwazam, ze rozprawa istotnie przekracza wymagania ustawowe stawianym
rozprawom doktorskim. Wnosze o dopuszczenie mgr. Michata Kijaczki do dal-
szych etap6éw przewodu doktorskiego. Ponadto bioragc pod uwage wysoka ocene
pracy, rekomenduje wyréznienie przedstawionej rozprawy.

Jarostaw Mederski
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