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1 Wstepne informacje

Praca pana Michala Kijaczko zostala napisana pod kierunkiem pana dr hab. inz.
Barttomieja Dydy.

Dotyczy ona problemu gestosci funkceji gltadkich oraz funckji gladkich o zwartym no$niku
w przestrzeniach Sobolewa typu utamkowego. ktore moga by¢ wyposazone w wagl, oraz
konstrukeji nieréwnosci typu Hardy’ego dla takich przestrzeni, z wykorzystaniem form
typu Sobolewa-Bregmana.

Tematyka badan jest bardzo dobrze umotywowana i cieszy sie¢ duzym zainteresowaniem
matematykow z roznych osrodkéw. Pytanie o gestosé funckji odpowiednio regularnych
w danej przestrzeni to podstawowe pvtanie w teorii przestrzeni Sobolewa. Nierownosci
typu Hardy’ego, to punkt wyjscia do otrzymywania twierdzen o istnieniu oraz regularnosci
rozwigzan réwnan rozniczkowych czastkowych. Gdy w nieréwnosciach wystepuja wazone
przestrzenie typu Sobolewa. nieréwnosci wykorzystywane sa do badania dotyczacego tak
zwanych rowan zdegenerowanych. Uwzglednienie w nieréwnosciach form typu Sobolewa-
Bregmana ma zastosowanie w teorii proceséw stochastyceznych. do badania poétgrup kon-
tracji. Podjecie badani nad utamkowymi przestrzeniami Sobolewa, w tym wyposazonych w
wagl, jest obiektem intensywunych badaii w ostanich latach. Przestrzenie te sa definiowane
4 pomocy operatoréw nielokalnych, ktorych reprezentatnem jest utamkowy Laplacian i nie
doczekaly sie jeszcze zamknietej teorii, czesto nawet w prostych przypadkach.

Rozprawa wpisuje si¢ w nurt ostatnich i niedawnych badan. Problemem gestosci
zajmowali si¢ miedzy innymi matematycy zagraniczni: L. Brasco, A. Salot. M. Kas-
smann, A.M. Caetano, S. Dipierro i E. Valdinoci 1 ich wspétpracownicy, T. Kilpelainen,
A. Kufner, V. Mazya, N. G. Meyers i J. Serrin. oraz metematycy ze szkoty Wroctawskiej:
K. Bogdan i wspélpracownicy, oraz propotor rozprawy. Nieréwnosci typu Hardy'ego w
ulamkowym ujeciu pojawiaja sie na przyklad w pracach: J. Lehrbédcka, A. Kufnera. B.
Opica, M. Lossa i C. Sloane, Szkoly Wroclawskiej (prace K. Bodgana oraz promotora
wraz zc wspoipracownikami, oraz pracy z 2023 roku - K. Bogdana, T. Jakubowskicgo. J.
Lenczewskiej i K. Pietrusiek-Patuby).

Narzedzia pracy nie koniecznie musza bazowaé na bardzo szerokiej wiedzy teoretycz-
nej z réznych dzialéw analizy, sa natomidast zmudue 1 pomystowe od strony technicznej,
oraz wymagaly glebokiej wiedzy teoretycznej dotyczacej geometrii obszaréw. Wyniki maja
bardzo wartosciowsa interpretacje. Dostarczaja bowiem bardzo pozytecznej wiedzy do dal-

2N



szych glebokich badan teoretyeznych w kilku kierunkach: teorii réwnan rézniczkowyvch
czastkowych, w tym zdegenerowanych. teorii przestrzeni funkeyjnych, czyv teorii proceséw
stochastycznych. Sa one zatem bardzo potrzebne do dalszveh zastosowan. W badaniach ni-
niejszej rozprawy potrzebua jest umiejetnosé sprawnego przeprowadzenia oszacowan, tech-
niki sa sprytue a niektére catkiem nowe. Wykorzystuja one metody geowmetryczne. takie
jak lematy pokryciowe, rozklady Whitney'a, wymiary Assounda - metody nowe. operatory
regularyzacji.

Efektem rozprawy jest spdjne przedstawienie wynikéw dotyezacych gestosei funkeji
gladkich w przestrzeniach Sobolewa typu utamkowego (takze wyposazonych w wagi), oraz
uzyskanic nowych nicréwnosci typu Hardy'cgo z formami typu Sobolewa-Bregmana za-
miast wyrazel z klasycznym gradientem. Wyniki bazuja na jednej pracy opublikowanej
samodzielnie przez autora rozprawy. oraz na trzech pracach wspdétautorskich, w tym dwdch
uzyskanych wraz z promotorem. oraz jednej wspélnej z pania Julia Lenczewska. takze
jeszcze przed doktoratem. Omowiony zostal takze dorobek poboczny. zawarty w trzech
pracach, w tym jednej napisanej samodzielnie.

Wynik rozprawy uwazam za wartosciowy i ciekawy wklad w rozwdj teorii przestrzeni
Soholewa.

2 Omowienie rozprawy doktorskiej

2.1 Organizacja pracy oraz zrdédla

Rozprawa liczy okolo 30 stron, w tvm literatury liczacej 62 pozycje. oraz dolaczonych
czterech artukutéw opublikowanych (LILIILIV), na ktérych bazuje rozprawa. Catos$é to
konsekwentna i spdjna analiza. Prezentacja wynikéw dokonuje sie w kilku etapach. ktére
z ogblnym zarysie przebiegaja nastepujaco:

(a) Wstepne informacje o rozprawie (Rozdziat 1):

(b) Oméwienie podstawowych obiektéw uzywanych w rozprawie: przestrzeni typu Sobo-
lewa 1 ulamkowego Laplacianu (Rozdzial 2):

(c) Sukcesywne oméwienie wynikéw rozprawy w odniesienin do prac I-IV (Rozdzialy

3,4,5.6):
(c¢) Informacja o dorobku dotaczonym (Rozdzial 7).
Wiyniki wigczone do dorobku rozprawy bazuja na:
e jednej pracy samodzielnej [I11] Fractional Sobolev spaces with power weights, praca
przyjeta w Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze:
e dwdch pracach wspdlnych wraz z promotorem

[I] On density of smooth functions in weighted fractional Sobolev spaces. Nonlinear
Anal.205(2021), Paper No. 112231.

[I1] On density of compactly supported smooth functions in fractional Sobolev spaces,
Ann. Mat. Pura Appl. (4)201(2022). no.4., 1855-1867.
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e jednej pracy wspdlnej z pania mgr. J, Lenczewska

[IV] Sharp Hardy inequalities for Sobolev-Bregman forms, Mathematische Nachrich-
ten (2023).

Dorobek poboczny sklada sie z trzech prac nie opublikowanych w momencie ztozenia
rozprawy: dwéch wspdlnych z promotorem, oraz jednej samodzielne;.

Z drobuych uwag krytycznych dotyvezacych organizaciji rozprawy miatabyin nastepujace:
mozna bylo rozszerzy¢ nieco prezentacje, uzupetiajac argumenty z prac juz wydrukowa-
nych, oraz dolozy¢ troche przyktadéw/kontrprzyktadéw, ilustrujacych wyniki z publika-
¢ji: zabraklo rozdzialu dotyczacego mozliwych perspektyw rozwoju teorii - ktére zwykle
sa elementami rozpraw. cho¢ zostaly zamieszczone informacje o niektérveh problemach
otwartych.

Pragne jednak podkreslié, ze wyniki sa spdjne tematycznie, sa one przedstawione w
sposéb przejrzysty, analiza jest wnikliwa 1 bardzo ciekawa. publikacje sa starannie zredgo-
warne.

Pomimo drobnych uwag. organizacje pracy uwazam za dobrze przemyslana, wybhor
zrédel uwazam za prawidlowy. a sama rozprawa napisana jest starannie.

2.2 Gl6éwne wyniki, narzedzia pracy

Rozprawa w sposéb spdjny i konsekwentny odnosi sie do problemu gestosci funkeji gtadkich
w utamkowych przestrzeniach Sobolewa, do konstrukeji odpowiednich nieréwnosci typu
Hardy’ego, oraz omawia dorobek poboczny doktoranta.

Oba cele badawcze: zagadnienia gestosciowe oraz nieréwnosci tvpy Hardy ego sa bardzo
klasyczne i potrzebne, i ogélnie sa obiektem badan w wielu osrodkach.

Rozdziat 1 omawia wstgpne wyniki pracy. wskazujac na motywacje do rozpatrywania
przestrzeni Sobolewa typu utamkowego. ich zwiazek z ulamkowym Laplacianem, proce-
sami stochastycznymi, oraz motywacje do badania gestosci funkeji gladkich w takich prze-
strzeniach. Omawiane sg wstepnie wyniki prac I-III powiazanvch z zaganiemiem gestosci.
Nastepnie omowione zostaly wyniki pracy IV, oraz motywacje do badania nieréwnosci typu
Hardy’ego z forma Sobolewa- Bremana. Pojawia sie takze informacja o pracach V.VI.VII,
ktdre stanowia dorobek poboczny.

W rozdziale 2 wprowadzone zostaly podstawowe potrzebne pojecia, w tym przestrzenie
Sobolewa typu utamkowego, utamkowy Laplacian. oraz ich powiazania. Rozdziat ten jest
opisany w sposob bardzo ciekawy.

Rozdzial 3 poswiecony jest opisowi pracy 1. Inspiracja do tej pracy jest twierdzenie
Meyersa-Serrina z 1964 roku o gestosci funkeji gltadkich w klasyceznych przestrzeniach Sobo-
lewa, definiowanych na dowolnym obszarze. Pdzniejsza praca T. Kilpeldinena z 1994 roku
pokazuje ta sama wlasnosé dla przestrzeni Sobolewa rzedu catkowitego, wyposazonych w
wagi Muckenhoupta. Autorzy przedstawiaja warianty twierdzen o gestosci dla przestrzeni
Sobolewa utamkowego rzedu wyposazonych w wagi, dla pewnej klasy wag. Metody ba-
zuja na konstrukcji operatora regularyzacji przy uzyciu rozktadéw Whitney'a, oraz na
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delikatnych oszacowaniach. Pragne dodaé. ze operator regularyczacji zmienia wartosci
wylacznie wewnatrz obszaru, zachowany jest zatem “Slad funkcji”. oraz ze konstrukcja
przypomina konstrukcje z pracy P. Hajlasza [Note on Meyers-Serrin’s theorem. Exposi-
tion. Math.11(1993)] na temat klasyeznych przestrzeni Sobolewa. lecz jest bardziej roz-
budowana. Zagadnieniem gestosci dla utamkowych przestrzeni wazonych zajmowali sie
matematycy S. DiPierro i C. Validinocci (praca [2] z referencji) i w rozprawie znajduje
si¢ analiza poréwnawcza. Badania nad przestrzeniami Sobolewa utamkowego rzedu wy-
posazonych w wagi sg hardzo dobrze umotywowane.

Chetnie w tej czesci opisu zobaczytabym:
- informacje o zupetmosci wazonych wtamkowych przestrzeni Sobolewa. ktorej ogdlnie nie
znalaztam w rozprawic. Ponadto poradzitabvm aby zajrzeé do pracy A. Kufnera i B.
Opica [How to define reasonably weighted Sobolev spaces, Comment. Math. Univ. Ca-
rolin.25(1984)], gdzie znajdziemy informacje o zupemodci wazonych przestrzeni Sobolewa
catkowitego rzedu:
- definicje funkeji ny z zalozen wielu twierdzen w pracy I (by¢ moze jest to moje przeocze-
nie).

Za bardzo ciekawy wynik uwazam wynik o gestosci. Twierdzenie 15 w artykule, ktory
odnosi si¢ do przesrzeni wazonej z waga K (|x — y|) w definicji normy “gradientu”.

Rozdziat 4 to opis pracy II. Jest to konsekwentne poszerzenie rezultatu pracy I, lecz
tym razem badanie dotyczy gestosci funkeji gladkich o zwartym nosniku w przestrzeniach
Sobolewa typu utamkowego. w ujeciu bez wag. Jest to pytanie bardzo naturalue. Jedna z
motywacji do badan tego typu jest monografia P. Grisvarda z 1985 roku. gdzie znajdziemy
takie twierdzenie o gestosci dla utamkowych przestrzeni Sobolewa na obszarach Lipschit-
zowskich. W pracy II oslabione zostaly zalozenia o regularnosci obszaru. Gléwne wyniki
tego artykulu to:

- twierdzenie o gestosci funkcji gladkich o zwartym nosniku w przestrzeniach Sobolewa
typu utamkowego (Twierdzenie 14 w opisie):

- twierdzenie o analitycznej charakteryvzacji uzupehienia przestrzeni funkeji gladkich o
zwartym nosniku w przestrzeniach Sobolewa typu wlamkowego (Twierdzenie 15 w opisie):
- wyprowadzenie nieréwnosci typu Hardy’ego dla ograniczonych obszaréw tak zwanvch
y-thustych (y-plump) (Twierdzenie 16 w opisie).

Wszytskie wyniki odwoluja sie do dolnego i gérnego kowymiaru Assounda brzegu ob-
szaru. co jest nowym i nietrywialnym pomystem badawczym i z tego powodu budzi respekt.

Rozdzial 5 to opis artykutu III - pracy samodziclnej. Jest to poszerzenic wynikéw
z pracy II do przestrzenie ultamkowych Sobolewa wyposazonych w takie wagi. ktére sa
potegami odleglodci punktu od brzegu obszaru (Twierdzenie 21 1 22 na temat gestosci
funkeji gladkich o zwarty nosniku, oraz Twierdzenie 23 o nieréwnosci Hardy'ego). Tak jak
w pracy II. wykorzystane sa w analizie i zalozeniach kowymiary Assounda brzegu obszaru.
Ponadto analizuje si¢ szczegdlnie “obszary jednolite” (uniform domains), ktérych dotycza
Twierdznia 22 1 23 w opisie.

Wprowadzenie wag wyinagato bardziej wuikiliwej analizy 1 metody nie sa automatycza
przerdbka metod z poprzedniej pracy. Na przyklad teraz w oszacowaniach wykorzystuje
si¢ sumowanie po “cieniach kostek” w rozkladzie Whitney'a. co jest bardzo precyzyjna
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technika sumowania. Ciekawym wynikiem pobocznym jest takze Twierdzenie 19 w opisie
o poréwnywaniu pétnorm Gagliardo.

Mam uwage krytyczna, o ktorej juz wspomniatam. Tu bardzo potrzebny jest argument
zupelmosci utamkowe] wazonej przestrzeni Sobolewa. co widzimy w Stwierdzeniu 25 w
artvkule (Proposition 23).

Artykul jest bardzo perspektywiczny: sadze ze mozna poszerzy¢ wyniki (np na temat
gestosci funkeji Lipschitzowskich o zwartym nosniku) takze w kontekscie metrycznym i do
obszaréw nieograniczonych.

Rozdziat 6 ustosunkowuje sie do artykutu IV. W pracy udowoduniono utamkowy wariant
nieréwnosci Hardy’ego na podzbiorach R™, gdzie wyrazenie z utamkowym gradientem w
oszacowaniu zostato zastapione przez wyrazenie z forma Bregmana. Niektére nieréwnosci
uzyskano z optymalnymi statymi, co $wiadczy o glebi analizy.

Takie nieréwnosci sa potrzebne w teorii proceséw stochastycznych do badan nad kon-
traktywnoscia pdlgrup generowanych przez Laplacian utamkowy. Problem oraz metody
bazuja na trzech pracach: K. Bogdana oraz promotora. M. Loss’a i C. Sloane’a. oraz na
niedawno opublikowanej pracy K. Bogdana, T. Jakubowskiego, J. Lenczewskiej. oraz K.
Pieruskiej-Patuby. Praca zatem wpisuje sie w nurt badan z ostanich lat.

Pragng¢ dodaé, ze skutcczna wspétpraca pomicdzy mtodyvmi matematykami swiadezy o
samodzielnosci badawczej obojga.

Rozdzial 7 to informacja o dorobku dodatkowym. uzvskanym w okresie studiéw dokto-
ranckich przez pana magistra Michala Kijaczko. Dorobek bazuje na trzech artykutach nie
opublikowanych w momencic zlozenia rozprawy:

- pracy V (wspdlnej z promotorem) o wazonych utamkowych nieréwnosciach Hardy ego-
Mazji-Sobolewa 7z wagami bedacymi potegami odlegltoéci od brzegu, otrzymanych takze z
najlepszymi statymi, oraz z dodatkowym czlonem (tzw. “reminder term”);

- pracy VI (wspdlnej z promotorem) uogélniajacej nieréwnosci typu Hardyv’ego z klasycz-
nym gradientem do takich, ktore zawieraja dodatkowy czton (“reminder term”) i bedacych
uogdlnieniem wynikow prac R. Franka i R. Seifingera do przypadkéw 1 < p < 2;

- pracy VII (samodzielnej) badajacej asymptotyke pdlorm Gagliardo dla wazonych
uwtamkowych przestrzeni Sobolewa, w zaleznosci od parametru s - odpowiedzialnego za
“utamek”.

Wszystkie wyniki oméwione w tym rozdziale uwazam za wartosciowe, bardzo dobrze
umotywowane, ciekawe i glebokie.

Podsumowujac, stosowane narzedzia pracy wymagaly bardzo duzej pomysiowosci i
sprawnosci rachunkowej, znajomosci powiazanej literatury. w tym metod dotyczacych geo-
metrii obszaréw, ponadto cierpliwodei 1 pracowitosci. Przedstawiona analiza jest obszerna
i gteboka, wiele wynikéw to dowody petne, zakorniczone warunkiem koniecznym i dostatecz-
nym, oraz najlepszymi stalymi w nicréwnosciach. Ze wzgledu na cickawe i gtgbokic wyniki
otrzymanc samodziclnic, oraz bogaty dorobck, wnioskuj¢ o wyrdznicnic rozprawy.
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3 Konkluzja

Biorac pod uwage dokonanc osiagniccic. po przedstawicniu zaréwno pozytywnych jak i

negatywnych aspektéw oceny. z pelnym przekonaniem stwierdzam, ze przedstawiona roz-

prawa doktorska w pelni spelia wymagania zwyczajowe 1 ustawowe stawiane rozprawom

doktorskim i wnosze o dopuszczenie pana mgr. Michata Kijaczko do dalszych etapéw
P P g 5 .

przewodu doktorskiego. Dodatkowo wnioskuje o wyrdznienie rozprawy.

7 wyrazami szacunku,
Aominta oTasmaffln

Agnieszka Kalamajska



