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Dr Grzegorz Serafin jest absolwentem Wydziatu Podstawowych Probleméw Techniki Politechniki Wro-
ctawskiej. W 2010 roku obronit napisang pod kierunkiem dr. hab. Jacka Mateckiego prace magisterska
dotyczaca wybranych zagadniefi teorii potencjatu na przestrzeniach hiperbolicznych. W roku 2014 uzyskat
stopien doktora nauk matematycznych na podstawie rozprawy doktorskiej pt. Teoria potencjatu hiperbolicz-
nego ruchu Browna. Promotorem rozprawy byt dr hab. Tomasz Zak, a promotorem pomocniczym dr hab.
Jacek Matecki (jeszcze przed uzyskaniem stopnia doktora habilitowanego). Habilitant, od poczatku swojej
kariery naukowej do chwili obecnej, zwigzany jest z Politechnika Wroctawska, gdzie od 2016 pracuje na
stanowisku adiunkta (wcze$niej, od roku 2010, pracowat na stanowisku asystenta). Swoje zainteresowania
naukowe rozwijat jako cztonek silnego zespotu probabilistyczno-analitycznego, stworzonego na Politechni-
ce Wroctawskiej przez prof. Tomasza Byczkowskiego.

Szczeg6towa ocena rozprawy habilitacyjnej oraz dorobku naukowego przedstawionego w dokumentacji
postepownia habilitacyjnego zajmuje sie w dwéch kolejnych rozdziatach tej recenzji.

ROZPRAWA HABILITACYJNA

Uwagi wstepne. Rozprawa habilitacyjna sktada si¢ z czterech prac, dwie sa wspétautorskie (jednym ze
wspétautoréw jest promotor pracy doktorskiej Habilitanta), opublikowane w Journal of Mathematical Ana-
lysis and Applications (70 pkt) oraz Potential Analysis (100 pkt), a dwie samodzielne, opublikowane w
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Proceedings of the American Mathematical Society (100 pkt) oraz Journal of Differential Equations (140
pkt). Wszystkie one dotycza "ostrych" oszacowar dwustronnych na gestoSci prawdopodobienstw przejscia
procesu Bessela lub ruchu Browna zabiajanych przy wyjsciu ze zbioru wypukiego, ewentualnie gestodci
prawdopodobieiistwa czaséw wyjscia. Przy czym "ostro$¢" tych oszacowan polega na pokrywaniu sig, z
doktadnoscia do statej multiplikatywnej, oszacowan gérnych i dolnych, a w stabszej wersji na pokrywaniu
si¢ wyktadniczego czynnika w takich oszacowaniach. Wspdlnym mianownikiem omawianych badan jest tez
potaczenie w dowodach probabilistyki z rozumowaniami czysto analitycznymi oraz geometrycznymi (ten
ostatni aspekt stanowi o sile wynikéw w pracy [H4]).

Przed szczeg6towym oméwieniem prac [H1]-[H4] pozwole sobie jeszcze na drobny dodatek o charak-
terze historyczno-metodologiczno-osobistym:

Tak si¢ sktada, ze bytem jednym z recenzentéw rozprawy doktorskiej Habilitanta w 2014 roku. W recenzji
pisatem wtedy m.in. Praca sktada sie z pigeciu rozdziatow, petnych uciqzliwych rachunkoéw i oszacowan,
rachunkdw, ktére czesto robione sq z duzym polotem, i z porownywalnqg determinacjq. Niektore wzory wy-
gladajq dosé przerazajqco, ale trudno dyskutowac z faktami matematycznymi. NaleZy, co najwyZzej doceniaé
wytrwatos¢ autora i umiejetnosé radzenia sobie z takimi wzorami. Warto tez odnotowaé, Ze mimo niezwy-
czajnej uciqzliwosci rachunkowej, praca jest bardzo dobrze zredagowana, a kazde przejscie dowodowe jest
wyjasniane. Cho¢ musze przyznad, ze byly takie, ktére docieraty do mnie powoli. Lektura prac [H1] - [H4]
(jak i pozostatych prac z dorobku Habilitanta), co mam nadziej¢ bedzie widoczne w ponizszym omdéwieniu,
wzmacnia wyrazone powyzej pozytywne opinie (z tym, ze ostatnie zdanie w uaktualnionej wersji wymaga
co najmniej dodania przystéwka "bardzo" przed "powoli").

Omowienie prac wchodzacych w sklad osiggniecia naukowego.

* W pracy [H1] udowodniono dwustronne ostre oszacowania na gesto§¢ prawdopodobieristwa przejscia

procesu Bessela (z parametrem v > —1) zabijanego w 1 i odbijanego w 0, p(lu) (t,z,y); réwnowaz-

nie, na gesto$¢ procesu Bessela (z parametrem p € R) zabijanego w 01 w 1, pgg,)l)(t, z,y),t > 0,
z,y € (0,1). Alternatywne sformutowanie w jezyku mniej probabilistycznym dotyczy jadra ciepta
Fouriera-Bessela (przypadek » > —1). Dowdd wykorzystuje sporo aparatu probabilistycznego: wta-
sno$¢ Markowa, a konkretniej tozsamo§¢ Chapmanna-Kotmogorowa, wzér Hunta na gesto$¢ procesu
zabijanego (w terminach gesto$ci procesu niezabijanego i gestoSci tacznej pierwszego uderzenia w ba-
rierg), czy absolutng ciagto$é rozktadéw proceséw Bessela z r6znymi parametrami wraz ze wzorem
na ich pochodng Radona-Nikodyma. Ten ostatni fakt pozwala wykorzystywac dobrze znane wzory
dla modutu ruchu Browna (czyli procesu Bessela z parametrem p = —1/2). Sg to narzedzia, ktérych
habilitant uzywat juz z powodzeniem w rozprawie doktorskiej. Dowdd jest rozbity na dwie czgéci:
ograniczenie dolne i ograniczenie gérne. Szczegdty obu czesci sa dalece nieoczywiste. Wigcej wy-
sitku wymagato uzyskanie ograniczenia gérnego: w jego dowodzie, oprécz wymienionych narzedzi,
sprytnie dzielac przestrzeni, wykorzystuje sig w istotny sposéb mocng wtasno$¢ Markowa jak réwniez
nowa nieréwnos¢ dla zmodyfikowanej funkcji Bessela pierwszego rodzaju I, dla v € (—1,-0.5).
Catos¢ dowodu koriczy rozumowanie odwotujace si¢ do dwustronnej nieréwnoS$ci dla jadra ciepta
Fouriera-Bessela dla czas6w odlegtych od zera (znanej np. z pracy Nowak, Roncal (2014)). Jest to
dobra praca, z solidna matematyka i tadnymi wynikami.
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Praca [H2] dotyczy oszacowan gestosci pierwszego czasu uderzenia w 1, q§” ) (t,z), dla procesu Bes-

sela z parametrem p > —1 przy odbijaniu w 0, oraz pierwszego czasu wyjscia z odcinka (0,1)
przy zabijaniu w 0, q(()fll)(t, x, 1Y i q(()’fl) (t,z,0) dla procesu Bessela z parametrem 1 < 0, Szczegdl-
nie interesujacy jest przypadek ¢ bliskiego zero. Giéwny pomyst polega na wyrazeniu tych gestosci
w terminach gestosci przej$cia procesu Bessela zabijanego w 1 (dla > —1 i odbiciu w 0) badz
przy wyj$ciu z odcinka (0, 1) (dla u < 0 i zabijaniu w 0). Wzory ogélne wyrazajace gestosci ¢ za
pomoca odpowiednich pochodnych gestosci przejsScia podane sa w Th. 3.1. Potaczenie tych wzoréw
z dwustronnymi ostrymi oszacowaniami na gesto$ci prawdopodobieristwa przejscia, znalezionymi w
pracy [H1], prowadzi szybko do dwustronnych ostrych oszacowar na gestosci ¢(*). W przypadku
p = 5 — 1 daje to nowe oszacowania na gesto$¢ wyjscia ruchu Browna w R” z kuli jednostkowe;j
(Cor. 3.4). Argument polegajacy na nas§ladowniu zasady odbicia dla ruchu Browna (jest to powtdrze-
nie interesujacego i skutecznego pomystu wykorzystanego juz w pracy [H1]) wraz z oszacowaniami
dla funkcji Bessela I,,, po zmudnych szacowaniach prowadzi do asymptotyki dla funkcji gestosci ¢(#)
wyrazonej w terminach gestodci przejscia dla standardowego procesu Bessela. To jest technicznie
najtrudniejsza czg§¢ pracy. Z kolei wykorzystanie znanej asymptotyki tych ostatnich daje eleganckie
wyrazenia graniczne na funkcje gestosci ¢(*) w réznych rezimach asymptotycznych.

W pracy [H3] podane s3 ostre dwustronne oszacowania na jadro ciepta w kuli jednostkowej, tzn. na
gestos¢ prawdopodobieristwa przejscia dla ruchu Browna zabijanego przy wyjsciu z kuli jednostkowej
i dla matych czaséw. Te dwustronne oszacowania polegaja na odpowiedniej modyfikacji multiplika-
tywnej standardowego jadra ciepta za pomoca jednakowej funkcji po obu stronach nieréwnosci (z do-
ktadnoscia do statej multiplkatywnej). To znaczaco ulepsza znane dotychczas oszacowania Daviesa-
Zhanga, w kt6rych dolne i gérne oszacowanie réznily si¢ stale w eksponencie: exp(—c|z — y|?/t)
vs. exp(—c’|z — y|2/t). Te nowe oszacowania pozwalaja na doprecyzowanie stynnej sentencji Marka
Kaca o czgsteczkach Brownowskich nie zdajacych sobie sprawy z katastrofy, ktéra czeka na nie na
brzegu kuli. To dporecyzowanie polega na stwierdzeniu, ze przeczucie katastrofy, choé nie ujawnia
si¢ w czynniku wyktadniczym, pojawia si¢ w postaci funkcji wymiernej zaleznej od puntku startu,
punktu poczatkowego, ich odlegtosci oraz czasu, w ktérym czasteczka Brownowska przebywa droge
migdzy nimi. Dow6d rozbity na dowéd ograniecznia gérnego i dolnego, oprécz standardowych narze-
dzi probabilistycznych, takich jak wzér Hunta, czy mocna wtasno§¢ Markowa, wykorzystuje tez (w
dowodzie ograniczenia dolnego) nieréwnos¢ w stylu tozsamo§ci Chapmanna-Kotmogorowa, w ktérej
catkuje si¢ jedynie po odpowiedniej kuli w miejsce catej przestrzeni (Lem. 1). Dowody obu ograni-
czefi sa subtelne i wymagaja pomystowsci i do§wiadczenia, oraz dobrych intuicji geometrycznych, np.
w dowodzie ograniczenia dolnego oddzielnie rozwazane sa sytuacje gdy = € B(15y/(16]y|), 1/16)
(szczeg6lnie skomplikowany przypadek), x € B(y/3|y|, 2/3) i pozostate; a w dowodzie ogranicze-
nia gérnego intuicje geometryczne dochodza do glosu w wydzielonym skomplikowanym przypadku:
L(z,y) < m/4

Praca [H4] poswigcona jest oszacowaniom (gérnym, dolnym, oraz obustronnym) gesto$ci prawdopo-
dobiefistwa przej$cia ruchu Browna w R™ zabijanego przy wyj$ciu ze zbioru wypuktego D o gladkim
brzegu (klasy C1+1), przy czym autor skupia sig na trudniejszym przypadku matych czaséw. Otrzyma-
ne wyniki sg daleko idgcymi uogélnieniami dwustronnych ostrych oszacowan dla kuli pochodzacych
z pracy [H3]. Otrzymane oszacowania obustronne sg "ostre" w tym sensie, ze czynnik wykladniczy
jest tej samej postaci, natomiast réznig si¢ czynnikiem "wymiernym", ktéry w przypadku kuli (ale
nie tylko) jest identyczny z doktadnoScia do statej multiplikatywnej. Narzedzia probabilistyczne sa
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standardowe: tozsamo§¢ Chapmanna-Kotomogorowa, wzér Hunta (i jego konskewencje, np. monoto-
niczno$¢), mocna wiasno$¢ Markowa; ale ich potaczenie z metodami analitycznymi oraz niezwykte
wyczucie geometrii wraz z powigzaniem tych trzech aspektéw zagadnienia w skomplikowanych tech-
nicznie dowodach sa imponujace. W konsekwencji, odpowiadajac na do$¢ naturalne pytania, otrzy-
muje si¢ nowe i eleganckie wyniki dla tak klasycznego obiektu jak ruch Browna. To musi budzic¢
co najmniej zaciekawienie. Jestem przekonany, ze znaczna czg$¢ wynikéw (a i metod dowodowych)
wejdzie do kanonu badan wtasnoSci jadra Dirichleta na zbiorach wypuktych. Mnie najbardziej podo-
bato si¢ Th. 5.4, w ktérym podany jest geometryczny opis "maksymalnej" klasy zbioréw wypuktych
D, dla ktérych dwustronne oszacowanie jadra Dirichleta jest ostre (z doktadnos$cia do skalowania).

Podsumowanie. Rozprawa habilitacyjna dr Grzegorza Serafina po§wigcona jest zagadnieniom ostrych osza-
cowaii dwustronnych dla gestosci prawdopodobieristw przejécia (i zagadnieniom pokrewnym) dla procesu
Bessela i ruchu Browna. Otrzymane wyniki znaczaco poszerzaja nasza wiedz¢ w tej dziedzinie i stanowia
duze wzmocnienie znanych wcz$niej oszacowa. Habilitant znakomicie rozwinat techniki dowodowe w tej
dziedzinie taczac umiejetnie aspekty probabilistyczne, analityczne i geometryczne badanych probleméw.
W omawianych pracach widoczna jest przewaga takiego podejscia nad rozwazaniami czysto analitycznymi.
Zaréwno otrzymane wyniki (ich aspekt poznawczy), jak i dowody twierdzei zastuguja na uwage i uznanie.
Najwigksze wrazenie wywarta na mnie praca [H4], w ktérej na pierwszy plan wybijajg si¢ intuicje geome-
tryczne Habilitanta i ich trudne technicznie, twércze powiazanie z metodologia probabilistyczna. Juz sama
ta praca mogtaby stuzy¢ za catkiem solidna rozprawe habilitacyjna.

DOROBEK NAUKOWY

Naukowy dorobek publikacyjny habilitanta to (poza pracami z rozprawy habilitacyjnej): sze$¢ prac miesz-
czacych sig w tematyce probabilistycznej teorii potencjatu, w tym czg$¢ blisko zwiazanych z doktoratem,
a ostatnia z rozprawg habilitacyjna; trzy prace czysto analityczne na temat réwnai rézniczkowych; czte-
ry prace (wspdlne z N. Privault) na temat zaawansowanych zastosowan metody aproksymacyjnej Steina;
dwie prace kombinatoryczne na temat liczb Bella; jedna na temat proceséw punktowych. Co naturalne,
wigkszo$¢ tych prac dotyczy podstawowej specjalno$ci Habilitanta i koncentruje si¢ na oszacowaniach dla
obiektéw waznych w probabilistycznej teorii potencjatu. Zwraca tez uwage otwarto§¢ Habilitanta na nowe
dziedziny, w tym umiejetnos$¢ zauwazenia, ze metody ktére wypracowat w toku badaii nad probabilistyczna
teoria potencjatu, moga zostaé wykorzystane (po odpowiednich modyfikacjach), nie tylko w teorii réwnan
rézniczkowych, co jest poniekad naturalne, ale np. w teorii proceséw punktowych, czy w nowoczesnych roz-
winigciach klasycznej metody Steina. Prace w tej ostatniej dziedzinie uwazam za bardzo ciekawe: wyréznia
si¢ wynik dotyczacy szybkosci zbieznoSci do rozktadu normalnego unormowanej liczby kopii ustalonego
podgrafu w grafach Erddsa-Rényi’ego, ktéry rozwiazuje trzydziestoletni problem otwarty. Na uwage zastu-
guja tez eleganckie wzory kongruencyjne dla wielomianéw Bella. Ponizej przedstawiam skrétowy opis prac
z dorobku naukowego (poza pracami z osiagnigcia habilitacyjnego).

1. probabilistyczna teoria potencjatu: hiperboliczny ruch Browna w pétprzestrzeni ([2], Demonstratio
Mathematica, 2012) oraz w obszarze cylindrycznym z podstawa Lipschitzowska ([3], Colloquium
Mathematicum, 2014) oraz hiperboliczny ruch Browna z dryfem ([10], Probability and Mathemaical
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Statistics, 2020); funkcja Greena i jadro Poissona dla hiperbolicznego ruchu Browna w obszarze ogra-
niczonym o gtadkim brzegu ([15], Potential Analysis, 2021); proces Bessela nabudowany na ruchu
Browna z pionowym dryfem w odcinku ([4], Probability and Mathematical Statistics, 2015); twier-
dzenie o "przeczuwaniu brzegu" przez ruch Browna zabijany przy wyjsciu z kuli, praca ta moim zda-
niem powinna by¢ wtaczona w skiad osiagnigcia habilitacyjnego, jako ze jest istotnym uzpetnieniem
pracy [H3] polegajacym na podaniu oszacowania na réznice¢ migdzy gestoScia prawdopodobieristwa
przejScia dla procesu zabitego, a odpowiednio skalowang standardowsg gestos$cia prawdopodobiefistwa
przejscia ([20], Asymptotic Analysis, 2022);

. réwnania rézniczkowe: dwustronne ostre oszacowania oraz asymptotyka rozwigzan fraktalnych réw-
nan Burgersa ([5], Nonlinear Anaysis, 2016 oraz [7], Journal of Differential Equations, 2016); asymp-
totyka rozwigzan réwnania quasi-geostroficznego ([14], Nonlinearity, 2020)

. metoda Steina: przyblizone oszacowania dla funkcjonatéw zmiennych losowych jednostajnych z za-
stosowaniami do wielokrotnych catek stochastycznych i U-statystyk ([9], Electronic Journal of Pro-
bability, 2018); oszacowania dla aproksymacji gaussowskich dyskretnych wersji losowych catek oraz
wazonych U-statystyk nabudowanych na zmiennych Bernoulli’ego z zastosowaniem do szybkosci
zbiezno$ci w analizie losowych graféw Erdosa-Rényi’ego w metryce Kotmogorowa ([12], Bernoulli,
2020) oraz w metryce Wassersteina ([16], Stochastics and Stochastics Reports, 2022); aproksyma-
cje typu Berry-Esseena dla funkcjonatéw od niezaleznych zmiennych losowych z zastosowaniem do
oszacowan na odlegto§¢ Kotmogorowa dla U-statystyk ze stabym warunkiem dekomponowalnosci
oraz do oszacowan czwartego momentu dla statystyk liniowych i kwadratowych ([19], Electronic
Journal of Probability, 2022);

. kombinatoryka: kongruencje miedzy r-tymi wielomianami Bella, a wielomianami generowanymi
przez przestawienia ([13], Research in Number Theory, 2020); wsteczna kongruencja Toucharda wia-
zaca r-te liczby Bella z liczbami podziatéw bez singletonéw, a w ogélnej wersji praca dotyczy uogél-
nienia kongruencji Suna-Zagiera ([18], Bulletin of the Belgian Mathematical Society - Simon Stevin,
2021);

. procesy punktowe: wz6r momentowy typu Mecke’ go-Palma dla catek wielokrotnych wzgledem miary
Poissona i jej intensywnosci z zastosowaniem do proceséw Lévy’ego. ([1], Stochastic Analysis and
Related Topics, 2017).

Prace te opublikowane s3 w wigkszo$ci w dobrych lub bardzo dobrych czasopismach. Wedtug bazy

AMS maja 61 cytowan (35 bez autocytowaii), natomiast indeks Hirscha wynosi 5 (4 bez autocytowar).
Wskazniki te sg na przyzwoitym poziomie. Podobne warto$ci podaja bazy WoS oraz Scopus. Najczesciej
(11/7) cytowana jest praca [H1]. Wéréd wspétautoréw dominuja uznani matematycy z probabilistycznej
grupy naukowej z Politechniki Wroctawskiej, m.in. Krzysztof Bogdan, Tomasz Jakubowski, Jacek Matec-
ki, Michat Ryznar, Tomasz Zak. Wsp6tautorem jednaj z prac jest Jan Rosifiski z University of Tennesee w
Knoxville, USA. Prace po§wigcone metodzie Steina sa napisane wsp6lnie z Nicolausem Privault z Nanyang
Technological University w Singapurze, wybitnym specjalista w tej dziedzinie. Wspétpraca z Nicolausem
Privault jest trwatym elementem badan naukowych Habilitanta o czym §wiadcza liczne (w tym trzy dhugo-
terminowe) pobyty Habilitanta w Nanyang Technological University w ostatnich o§miu latach.
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W 2022 roku Habilitant ozyskat grant NCN w ramach programu SONATA. Rok wcze$niej zostat wy-
brany do Academia Iuvenum, organizacji w Politechnice Wroctawskiej skupiajacej mtodych naukowcéw
i majacej na celu rozwijanie interdyscyplinarno$ci wsréd mtodych naukowcéw. Warto zwréci¢ uwage na
fakt, ze Habilitant ma juz pewien dorobek w zakresie ksztatcenie kadry i organizacji nauki: byt promotorem
pomocniczym w przewodzie doktorskim dr. Kamlia Bogusa; wspéttworzyt na Politechnice Wroctawskiej
seminarium po$wigcone grafom losowym i strukurom dyskretnym; byt cztonkiem komitetéw organizacyj-
nych lub naukowych trzech migdzynarodowych konferencji Probability and Analysis, ktére odbywaty sie
w Bedlewie. Na uwage zastuguje tez znaczne zaangazowanie Habilitanta w popularyzacje nauki: udziat w
organizacji krajowych kwalifikacji do International Championship of Mathematical and Logical Games,
utworzenie studenckiego Matematycznego Klubu Naukowego, czynny udziat w imprezach popularyzuja-
cych nauke takich jak "Tydzieii Matemtayczny", czy "Noc innowacji".

KONKLUZJA

Dr Grzegorz Serafin przedstawit rozprawe habilitacyjna sktadajaca si¢ z czterech publikacji zawierajacych
nowe i wazne wyniki dotyczace wilasnosci proceséw Bessela zabijanych przy wyjsciu z odcinka oraz pro-
cesu Wienera zabijanego przy wyjsciu z kuli, czy ogélniej, ze zbioru wypuklego o gtadkim brzegu. Mowa
o ostrych dwustronnych oszacowaniach jader ciepta Fouriera-Bessela oraz Dirichleta-Laplace’a, jak tez o
oszacowaniach gestosci czas6w wyjscia. Wyniki dla ruchu Browna pozwalaja na doprecyzowania stynnej
reguty Marka Kaca, méwigcej o tym, Ze czasteczki Brownowskie zabijane na brzegu, nie przeczuwaja kata-
strofy, ktéra je tam czeka. Z badaii Habilitanta wynika, ze owszem przeczuwaja, ale stabiej niz wyktadniczo
(i to na ile stabiej jest doktadnie wyjasnione). Na wyrdéznienie zastuguje praca [H4], tak ze wzgledu na ogdl-
ny charakter otrzymanych wynikéw, jak i, a moze nawet przede wszystkim, ze wzgledu na ekwilibrystyczne
wrecz polaczenie metod probabilistycznych, analitycznych i geometrycznych w dowodach twierdzen za-
wartych w tej pracy. Réwniez wyniki w pozostatym dorobku naukowym zastuguja na uwage, szczegélnie te
dotyczace aproksymacji metoda Steina. Habilitant solidnie prezentuje si¢ tez w zakresie wspétpracy nauko-
wej, dydaktyki oraz organizacji badan naukowych.

Stwierdzam, ze przedstawiona rozprawa habilitacyjna oraz pozostaty dorobek naukowy, stanowia bardzo
dobra podstawe wniosku o nadanie dr. Grzegorzowi Serafinowi stopnia doktora habilitowanego w dziedzinie
matematyki i z petnym przekonaniem popieram ten wniosek.



