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Ocena osiggnie¢ dra Grzegorza Serafina

w zwigzku z postepowaniem o nadanie stopnia doktora habilitowanego w
dziedzinie nauk Scistych i przyrodniczych w dyscyplimie matematyka

1. Oméwienie podstawowego osiggniecia naukowego

Na podstawowe osiggniecie naukowe dra G. Serafina zatytutowane Ruch Brow-
na i proces Bessela w obszarach wypuklych sktada sie cykl 4 nastepujacych
prac:

[H1] J. Matecki, G. Serafin, T. Zérawik, Fourier—Bessel heat kernel estimates, J.
Math. Anal. Appl. 439 (2016) 91-102.

[H2] G. Serafin, Exit times densities of the Bessel process, Proc. Amer. Math.
Soc. 145 (2017) 3165-3178.

[H3] J. Malecki, G. Serafin, Dirichlet heat kernel for the Laplacian in a ball,
Potential Anal. 52 (2020) 545-563.

[H4] G. Serafin, Laplace Dirichlet heat kernel in convex domains, J. Differential
Equations 314 (2022) 700-732.

Wszystkie prace opublikowane zostaly po uzyskaniu stopnia doktora. Z infor-
macji zawartej w autreferacie wynika, ze wktad G. Serafina w powstanie wspot-
autorskich prac [H1, H3] mozna uznaé za dominujacy.

Podstawowe osiggniecie (rozprawa habilitacyjna) dotyczny ruchu Browna oraz
procesu Bessela z indeksem g € R, tzn. dyfuzji R o wartosciach w [0, 00)
startujacej z z > 0 o generatorze %di;z— + —2—%1%.

Prace wchodzgce w sklad rozprawy dotycza teorii potencjatu i koncentrujg, sie

wokoét nastepujacych zagadnien:

e Oszacowania jadra ciepta Fouriera—Bessela i oszacowania dla czaséw wyjscia
procesu Bessela z odcinkéw [0, 1) (proces zabity przy wyjsciu z 1) lub (0, 1)
(proces zabity przy wyjsciu z 0 lub 1).

e Oszacowania jader ciepta Dirichleta dla operatora Laplace’a.



Jest to tematyka klasyczna, ktorg zajmowalo sie szereg znakomitych matema-
tykéw. W pewnym sensie, prace autora mogg by¢ uznane za kontynuacje badan
zapoczatkowanych przez M. Kaca w 1950 r. i pézniej rozwijanych przez wielu au-
toréw. Jest jasne, ze osiggniecie nowych, istotnych wynikéw musiato by¢ trudne
i wymagalto zastosowania subtelnych rozumowan. W rozprawie sa takie wyniki.
Ponizej krétko je oméwie.

Niech p > —1 i p(t,z,y) oznacza gestoé¢ prawdopodobiefistwa przejécia,
wzgledem miary referencyjnej m®)(dy) = 2y**'dy, procesu R®™ (odbijane-
go w 0) i zabijanego przy wyjsciu z [0,1) (w tych oznaczeniach Gg“ ) () =
2p")(2t, 2, 7) to jadro Fouriera—Bessela z tytutu pracy [H1]). W [H1, Theorem
1.1] podano dwustronne oszacowania dla p®)(t,z,y) dla matych ¢ (dla duzych
t takie oszacowania znane byly wczesniej). Dla matych ¢ znane wyniki nie byty
ostre w tym sensie, ze w wystepujacych w nich czynnikach gaussowskich w dol-
nym i gérnym oszacowaniu wystepowaly rézne state. Istota osiggniecia polega
na tym, ze we wspomnianym twierdzeniu stale te sg takie same. Jako wniosek
([H1, Corollary 1.2]) podano ostre dwustronne oszacowania dla gestosci przejécia
pgg,)l)(t,z,y) procesu R zabitego przy wyjéciu z odcinka (0,1). Sa to wyniki
mocne i interesujace.

W pracy [H2] badane sg gestosci rozktadéw czaséw wyjécia procesu Bessela z
odcinka [0, 1) lub (0, 1). Oznaczmy przez 7j;) pierwszy moment wyjicia procesu
R® 7 odcinka [0, 1), a przez 7(g,1) z odcinka (0, 1). W prace badane sa dwa obiekty:
gestos¢ Ty,1) przy zalozeniu, ze proces RW startuje z = € (0,1), tzn. gestosé

¢M(t,z) == Py(mony € dt), t>0,z€(0,1),
oraz gestosé rozktadu czasu i miejsca w przypadku odcinka (0, 1), tzn. gestosé
qéf‘l)(t,:r,y) = Pp(T0,) € dt; R(“)(T(Ovl)) =), b0y @4(0,1)

gdzie y = 0 lub y = 1. W [H2| uzyskano m. in. dwustronne ostre oszacowania

dla ¢

q((,’j)(t,x,y) gdy u < 0. Oszczcowania te sg konsekwencjg istotnego twierdzenia

[H2, Theorem 3.1], ktére podaje pewne reprezentacje q&” ) (t,z) oraz q(()ﬁ) (b, zim),

y € {0,1}, w terminach gestosci pg”) (t,z,y) oraz péﬁ?l)(t,x, y). Inne warte wspo-

mnienia i mocne wyniki dotyczg, zachowania asymptotycznego, dla malych ¢ ge-
stoéci ¢t oraz qéf‘l) (np. [H2,Theorem 4.2]).

Prace [H3, H4] dotyczg oszacowan prawdopodobiefistw przejscia pp(t, z,y) dla
n wymiarowego standardowego ruchu Browna W zabitego przy wyjsciu z pewnej
dziedziny D C R9. Tutaj ostre dwustronne oszacownia znane byly jedynie w
bardzo szczegdlnych przypadkach, np. n =11 D = (0,00) lub D = (a,b). Dla
n > 1 znane oszacowania nie byty ostre. Uzyskanie ostrych oszacown jest trudne
nawet dla kuli B := B(0,1). Temu przypadkowi po$wiecona jest praca [H3].
Uzyskano w niej (Theorem 1) dwustronne ostre szacowanie postaci: dla dowonego
T > 0

(t,z) gdy p > —1 (Theorem 3.3) oraz dwustronne ostre oszacowania dla

pe(t, z,y) = h(t,z,y)p(t,z,y), |z| |yl <1,t<T, ()
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gdzie p jest funkcjg przejécia W i h jest postaci

h(t, z,y) = (1/\ (L= lth(l i Iyl))+<1A (- |3’7'i|$ = yl2) (1/\ (1- |y|1|z — y|2)'

Stale w szacowaniu (k) zaleza od T i wymiaru n. Uzyte wczesniej okreélenie
»ostre” odnosi si¢ migdzy innymi do faktu, ze p w (%) oznacza rozwigzanie funda-
mentalne dla potowy operatora Laplace’a (1/2)A; w znanych wczesniej oszaco-
waniach w dolnym i gérnym wystepowalo rozwigzanie dla cA z réznymi statymi
c. Innymi stowy, state w czynnikach ekponencjalnych w (%) (ukryte w p) byly
rézne. Szacowanie () w przypadku n = 1 jest réwnowazne znanemu oszacowaniu
dla odcinka (—1,1). Jako wniosek, w [H3, Corollary 2] podano dwustronne ostre
oszacowania dla gestosci g5 (t, x,y) czasu pierwszego wyjécia z B.

Obszerna praca [H4] po$wiecona jest oszacowniom pp dla ogblniejszych niz
B dziedzin wypuklych klasy C*'. W [H4] uzyskano szereg oszacowan (gérne,
dolne, obustronne; czesé¢ dla specjalnych podklas D) dla pp. Oméwienie ich tutaj
jest niemozliwe i niecelowe. Warto jednak wspomnieé, ze oszacowania zalezg od
geometrii zbioru D i majg posta¢ podobng do (%), przy czym funkcja h jest
bardziej skomplikowana (niescisle méwigce, zamiast odlegtosci z i y od brzegu B
pojawiajg si¢ funkcje od odleglosci (z,y) do brzegu rozpatrywanych zbioréw).
Wyniki z pracy [H4| sg subtelne i uwazam je za bardzo mocne.

7 powyzszego omoéwienia jasno wynika, ze tematyka rozprawy jest bardzo
spojna. Uzyskane wyniki sg istotne i bardzo eleganckie. Celowo przytoczylem
dokladniej szacowanie (x) aby to zobaczy¢ (pozostale wyniki sg takze bardzo ele-
ganckie) i jednoczesnie podkredlié, ze autor zdotal udowodnié istotnie co§ nowego
nawet dla ruchu Browna i kuli!

Warto wspomnieé¢ o dowodach. Juz sama stosowana terminologia (jadro cie-
pta Fouriera—Bessela < funkcja przejScia procesu Bessela, jadro Dirichleta dla
operatora Laplace’a < funkcja przejscia zabitego ruchu Browna) méwi, ze tema-
tyka badan nalezy jednoczesnie do (powiedzmy) analitycznej teorii potencjatu i
probabilistycznej teorii potencjatu. Koficowe wyniki majg sformulowania czysto
analityczne, ale wydaje sig, ze autor zdotal uzyskaé swoje wyniki dzieki umiejet-
nosci potgczenia metod obu teorii. Jest to widoczne na przyktad po poréwnaniu
cytowanych w autoreferacie prac [46, 47] dotyczacych jadra Fouriera—Bessela, w
ktoérych stosowane sg metody czysto analityczne i metod z prac [H1, H2]. Réw-
niez prace [H3, H4| pokazuja (jest to tez dobrze widoczne po lekturze $wietnie
napisanego autoreferatu), ze autor ma bardzo dobre intuicje probabilistyczne i
zna metody probabilistyczne, a z drugiej strony zna metody czysto analityczne.
Posiada tez bardzo duze umiejetnosci, ktére z braku lepszego okreslenia nazwe
technicznymi.

2. Oméwienie pozostaltej aktywnosci naukowej, w tym wspdtpracy mie-
dzynarodowej, dorobku dydaktycznego, osiggnieé organizacyjnych i osig-
gnieé¢ dotyczacych popularyzacji nauki

Dr G. Serafin jest autorem lub wspétautorem 20 prac naukowych (w tym rozdziat
w monograffi naukowej); 17 z nich zostalo przyjetych do druku po doktoracie.
Jest to dorobek dos¢ duzy, ale co wazniejsze i warte podkreslenia, o réznorodne;
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tematyce. Jest m. in. autorem (lub wspétautorem) prac o réwnaniu Burgersa z
utamkowym laplasjanem, prac ktére mozna zaliczy¢ do teorii liczb, prac na temat
U-statystyk, metody approksymacji Steina i jej zastosowan do graféw losowych.
Caly dorobek naukowy dra G. Serafina cytowany byt 61 razy, w tym 36 bez auto-
cytowan (wg WoS); 61 razy przez 43 autoréw (wg MathSciNet, dane z 12 stycznia
2023). Uwazam te wyniki za przyzwoite.

Dr G. Serafin prowadzi (od 2015 r.) intensywna wspéiprace naukows z prof.
N. Privault z Singapuru. Nalezy podkresi¢, ze w wyniku tej wspéipracy uzyskal
juz istotne wyniki z dziedziny odleglej od jego wezesniejszych i nadal rozwijanych
zinteresowan (takich jak w doktoracie lub habilitacji).

7 autoreferatu wynika, ze dr G. Serafin ma bardzo duze do$wiadczenie dy-
daktyczne oraz spore osiggniecia dotyczace popularyzacji matematyki i pracy ze
zdolnymi studentami i uczniami. Osobiscie najbardziej cenie dzialania, ktére ma-
ja charakter trwaly (np. prowadzenie kbétek matematycznych w Akademickim LO,
czy wspomniany autorski kurs w ramach Studium Talent).

Na uwage zastuguje dzialalno$¢ organizacyjna oraz aktywnos¢ w pozyskiwa-
niu grantéw. Tutaj wymienie udzial w utworzeniu studenckiego Kota Naukowe-
go Matematykéw oraz seminarium Grafy losowe i struktury dyskretne (poklosie
wspOtpracy z prof. N. Privault). O aktywnosci w pozyskiwaniu grantéw swiadczy
uzyskanie grantu SONATA z NCN, dotacji celowej z MNiSW, grantu na pobyt
w Singapurze.

3. Konkluzja

Uwazam, ze dr G. Serafin jest dojrzalym i samodzielnym matematykiem o sze-
rokich zinteresowaniach i znaczacym dorobku. W szczegdlnosci, wyniki uzyskane
w pracach sktadajacych sie na podstawowe osiggniecie naukowe stanowig istotny
wklad do teorii potencjatu proceséw Bessela i ruchu Browna. Wyniki te oraz jego
pozostale osiggniecia sprawiaja, ze dr G. Serafin w pelni spelnia zwyczajowe i
ustawowe wymogi stawiane osobom ubiegajacym sie o nadanie stopnia doktora
habilitowanego. Dlatego popieram wniosek o nadanie mu stopnia doktora habili-
towanego w dziedzinie nauk Scistych i przyrodniczych w dyscyplinie matematyka.



