PODPIS ZAUFANY

GRZEGORZ RYSZARD
SERAFIN

Aut Oreferat # 23.08.2022 18:50:28 [GMT+2]

Dokument podpisany elektronicznie
podpisem zaufanym

1 Imie i nazwisko.

Grzegorz Serafin

2 Posiadane dyplomy, stopnie naukowe - z podaniem nazwy miej-
sca i roku ich uzyskania oraz tytulu rozprawy doktorskiej.

2010 dyplom magistra matematyki,
Instytut Matematyki i Informatyki
Wydziat Podstawowych Probleméw Techniki
Politechnika Wroctawska
Tytut pracy: Wybrane zagadnienia z teorii potencjatu na przestrzeniach hiperbolicznych
Promotor: dr. hab. Jacek Matecki, prof. PWr.

2014 dyplom doktora nauk matematycznych,
Instytut Matematyki i Informatyki
Wydziat Podstawowych Probleméw Techniki
Politechnika Wroctawska
Tytut rozprawy: Teoria potencjatu hiperbolicznego ruchu Browna z dryfem
Promotor: dr. hab. Tomasz Zak, prof. PWr
Promotor pomocniczy: dr. hab. Jacek Matecki, prof. PWr

3 Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach na-
ukowych.

2010-2016 Politechnika Wroctawska
Stanowisko: Asystent

od 2016 Politechnika Wroctawska
Stanowisko: Adiunkt

2015-2019 Nanyang Technological University, Singapur
Stanowisko: Research Fellow

Okresy zatrudnienia:
13.05. — 30.09.2015
02.10.2017 — 18.02.2018
18.02. — 25.08.2019:



4 Omoéwienie osiggnieé, o ktérych mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2
Ustawy.

Osiggniecie naukowe:

Cykl powiazanych artykutéw naukowych o tytule:
Ruch Browna i proces Bessela w obszarach wypuktych.
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4.1 Wstep

Jadra ciepta sg podstawowymi obiektami zaréwno w analizie matematycznej, jako rozwia-
zania fundamentalne parabolicznych réwnan rézniczkowych (réwnar ciepta), jak i w teorii
procesow stochastycznych, jako ich gestosci prawdopodobienstw przejscia. Ponadto, a moze
przede wszystkim, sa istotnymi obiektami z punktu widzenia fizyki, poniewaz opisujg wiele
zjawisk, jak np. rozprzestrzenianie si¢ czastek czy temperatury. Badania nad zachowa-
niem jader ciepta zwiazanych z réznymi operatorami, obszarami czy rozmaitosciami maja
dhuga historie. Istnieje olbrzymia liczba prac naukowych dotyczacych tego tematu zawie-
rajacych wiele ogélnych i pieknych wynikéw (patrz m.in. [62, 15, 22, 23, 28, 39, 67] oraz
zawarte w nich referencje). Niemniej jednak okazuje sie, ze wciaz zostato sporo otwartych
pytan nawet w najbardziej klasycznym przypadku, czyli gdy rozwazamy standardowy opera-
tor Laplace’a (rownowaznie - ruch Browna) w przestrzeni euklidesowej R™, co jest tematem
artykulow [H3] oraz [H4].

Drugim zestawem operator-proces, ktorym bedziemy sie zajmowac, jest potowa operatora
Bessela %L u oraz zwigzany z nim proces Bessela RW | gdzie 11 € R oznacza jego indeks. Dla
indeksow postaci p=n/2—1,n=1,2,3,..., £, jest czedcia radialng potowy n-wymiarowego
laplasjanu, a proces Bessela moze by¢ opisany jako norma n-wymiarowego ruchu Browna.
Dodatkowo proces ten jest zwigzany, poprzez relacje Lampertiego, z geometrycznym ruchem
Browna. Co wiecej, jako jedna ze wspotrzednych dyfuzji Bessela-Browna peini wazna role
w badaniach nad hiperbolicznym ruchem Browna [1, 14] oraz uzywany jest do reprezentacji



proceséw stabilnych [45]. Nalezy tez wspomnieé, ze proces Bessela jest wykorzystywany do
modelowania cen akcji i ma dalsze zastosowania w matematyce finansowej [25, 27, 65].

Gléwnym celem prac nad osiggnieciem byto zbadanie zachowania gestosci prawdopodo-
bienstw przejscia wspomnianych dyfuzji zabitych przy wychodzeniu z danego zbioru. In-
nymi stowy, badania dotyczyty jader ciepta Dirichleta dla operatoréw Bessela i Laplace’a.
Rozwazamy gtéwnie zbiory ograniczone, ktorych zachowanie dla duzych czasow wynika zwy-
kle z ogdlnej teorii spektralnej, co prowadzi do reprezentacji szeregowych wykorzystujacych
funkcje i wartosci wtasne operatora w danym zbiorze. Niestety szeregi te bywaja zupelnie
nieprzydatne w przypadku matych czaséw, poniewaz sa mocno oscylujace i kasowania mie-
dzy sktadnikami majg kluczowe znaczenie, zwykle nie do opanowania. Pierwsze oszacowania
dotyczace zachowania jader ciepta Dirichleta dla matych czaséw sa zwiazane z property of
not feeling the boundary (wlasnoscia niewyczuwania brzegu) wprowadzona przez M. Kaca
w pracy [37], ktora méwi, ze dla punktéw z,y z obszaru D takich, ze odcinek Ty zawiera sie
w D zachodzi

t
pD( 7x7y) ﬂ 17 (1)
p(t, z,y)

gdzie p(t,x,y) i pp(t, x,y) sa jadrami ciepta odpowiednio globalnym oraz Dirichleta. Pdzniej
wlasno$é¢ ta byta uogélniana w wielu réznych kierunkach. Jej staboscia jest jednak to, ze
argumenty przestrzenne x i y sg ustalone lub przynajmniej oddalone od brzegu 9D zbioru D.
7, drugiej strony istnieje wiele wynikow dotyczacych oszacowan jader ciepta, ktére uwzgled-
niajg zachowanie przy brzegu. Laczy je jednak inna stabos¢ - dolne i gérne oszacowania sg dla
pewnego zakresu argumentéw zupetnie nieporéwnywalne, co nie pozwala uchwyci¢ doktad-
nego zachowania jader ciepta Dirichleta ani jego stosunku do globalnego jadra ciepta. Moje
osiagniecie, sktadajace sie z artykutéw [H1]-[H4], poSwiecone jest rozwiazaniu tego problemu
w przypadku zbioréw (0,1) i [0,1) dla procesu Bessela oraz duzej rodziny zbioréw klasy
CY1 dla ruchu Browna. Mianowicie wyprowadzone oszacowania maja te wlasnoéé, ze dolne
i gérne sa, z doktadnoscia do statej multiplikatywnej, takie same. Tego typu oszacowania
bedziemy nazywaé ostrymi. Uzyskatem réwniez wyniki dotyczace rozktadu czasu i miejsca
pierwszego wyjscia z danego zbioru D. Szanownego czytelnika odsytam do niedawnych ar-
tykutéw [6, 7, 8, 31, 48, 49|, gdzie mozna znalezé ostre oszacowania w przypadku innych
zbioréw i proceséw. Niemniej jednak tak doktadne oszacowania jader ciepta Dirichleta sa
bardzo rzadkie. W przypadku ruchu Browna byty one znane tylko w tak podstawowych
przypadkach, jak pdlprosta oraz odcinek (i ich wielowymiarowe odpowiedniki oraz iloczyny
kartezjanskie), poniewaz wyrazaja sie za pomoca prostych, jawnych wzoréw. W przypadku
procesu Bessela oszacowano réwniez jadro ciepta Dirichleta dla pétprostej [8, 9], ale wyma-
galo to znacznego wysitku. Po przeanalizowaniu literatury mozna zauwazy¢, ze wiekszosé
podejsé¢ do estymacji jadra ciepta ma charakter gtéwnie analityczny, co zwykle prowadzi do
roznych statych w wyktadnikach w czynnikach gaussowskich, a to powoduje znaczng roéznice
miedzy dolnym i gérnym oszacowaniem. Dla poréwnania moje i wspotautoréw podejscie
opiera si¢ na metodach probabilistycznych, ktore daja dodatkowe reprezentacje jader ciepta.
Ponadto dostarczaja nam wielu intuicji i pomagaja zrozumieé¢ zachowanie badanych funkcji.
Pomimo zalet metod probabilistycznych, nadal wymagaja one wsparcia surowej analizy i ta
mieszanka okazata si¢ bardzo skuteczna w rozwazanym temacie.

Opis wynikow jest zorganizowany nastepujaco. W rozdziale 4.2 przedstawiamy ogodlne
definicje i oznaczenia. Rozdzial 4.3 poswiecony jest procesowi Bessela, ktéry jest oma-
wiany w artykutach [H1] i [H2]. Rozdzial 4.4 dotyczy natomiast wynikéw z prac [H3] i [H4],
w ktérych badane sa oszacowania jader ciepta Dirichleta dla ruchu Browna. Artykuty [H1]
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i [H3] zawieraja tylko jeden gtéwny wynik, dlatego w ich przypadku podaje nie tylko ogélne
metody, ale réwniez szkice dowodéw. Wreszcie rozdzial 4.5 okredla moj wktad w powstanie
artykutow zawartych w osiggnieciu, a w rozdziale 4.6 znajduje si¢ podsumowanie wynikéw
oraz ich znaczenie.

4.2 Definicje i oznaczenia

W tym rozdziale zbierzemy podstawowe fakty i wprowadzimy notacje dotyczaca ogdlnej teorii
proceséw stochastycznych oraz zwiazanych z nimi potgrup. Czes$¢ mniej istotnych definicji
bedzie wprowadzana pozniej w razie potrzeby.

Niech X = {X(t)}+=0 bedzie n-wymiarowa dyfuzja i oznaczmy przez P, i E, rozklad
prawdopodobienstwa oraz zwigzang z nim wartos$¢ oczekiwang, odpowiednio, procesu X star-
tujacego z punktu x € R". Gestoscig prawdopodobienstw przejécia tego procesu jest funkcja

p(t, z,y) spelniajaca

P(X(1) € A) = [ pltoymy)dy. 120, AeBR, e

gdzie m(dy) = dy jest miara Lebesgue’a w przypadku ruchu Browna oraz miara odniesienia
m(y)dy =2y**Tdy w przypadku procesu Bessela. W rozdziale 4.3 bede uzywal oznaczenia
p™ zamiast p aby wskazaé¢ indeks i € R procesu Bessela oraz odréznié jego gestosé prawdo-
podobienstw przejscia od gestosci dla ruchu Browna.

Definicja (2) zapewnia m.in. symetrie wzgledem argumentéw przestrzennych p(t, z,y) =
p(t,y,x). Ponadto zachodzi nastepujacy wzér Chapman-Kolmogorowa (wlasnosé potgru-
powa) dla s,t > 0 oraz z,y € R™

/n p(s,x, 2)p(t, z,y)m(z)dz = p(s + t,x,y). (3)

Generator infinitezymalny procesu X zadany jest wzorem

Af = lim 5 ([ ptonf@mdy - 5@). fiR SR

t—0+ ¢
Gesto$¢ prawdopodobienstw przejscia p(t, z,y) jest wtedy rozwiazaniem zagadnienia

0
—u(t,z,y) = Au(t,z,y), t>0, z,yeR",
pErClGER) (t,z,y) Y n

Jim u(t, 2, y)m(y) = 0:(y)-

Granica powyzej rozumiana jest w sensie dystrybucyjnym, a d, to delta Diraca. Pierwszy
wzér znany jest jako réwnanie ciepta i w konsekwencji funkcja p(t, x, y) nazywana jest jadrem
ciepta.

Dla ustalonego zbioru D C R™ (jesli D jest otwarty i spojny to bedziemy go nazywaé
obszarem) definiujemy pierwszy czas wyjscia ze zbioru D jako

p = inf{t >0: X(¢t) ¢ D}.

Gestosé tej zmiennej losowej oznaczamy przez qp(t,z). Dodatkowo definiujemy qp(t, z,y)
jako gestos¢ rozktadu wektora losowego czasu oraz miejsca pierwszego wyjscia procesu X ze
zbioru D, czyli dla borelowskich A C 9D oraz I C [0, 00) mamy

P.(tp e T; X(mp) € A) = /A/IqD(t,x,y)dt op(y)dy,
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gdzie op(y)dy jest miarg powierzchniowa na 0D generowang przez miare m. Oczywiscie

zachodzi qp(t,x) = [5p ap(t, x,y)dy.
Proces X P jest zdefiniowany jako proces X zabijany przy wyjsciu ze zbioru D:

x2() = {

gdzie 0 jest dodatkowym elementem przestrzeni stanéw zwanym cmentarzem. Gestosé praw-
dopodobieristw przejécia procesu XP bedzie oznaczana przez pp(t,z,y). Mianowicie dla
zbioru borelowskiego A C R™ mamy

X(t), for t < 7p,
0, for t > 1p,

P* (XD(t) € A) =E°[t <71p; X(t) € A] = /ApD(t,:E,y)m(y)dy.

Jedli D jest wystarczajaco regularny (np. klasy Ct1), wtedy funkcja pp(t, z, y) spelnia réwna-
nie ciepta (4) z dodatkowym warunkiem Dirichleta u(t,z,y) = 0 dla y € A i jest nazywana
jadrem ciepta Dirichleta. Dla odréznienia zwykle jadro ciepta p(t,z,y) bedzie czesto nazy-
wane globalnym. Mocna wtasno$¢ Markowa implikuje reprezentacje

pp(t,z,y) = p(t,z,y) —E" [tp < t;p(t — 7p, X(7D),y)]
t
= p(tax>y) - /0 /BDp(t - S7zay)qD(57 z,y)dz dS, (5)

znang w literaturze jako wzér Hunta [34]. Dodajmy, ze funkcja pp(t, x,y) réwniez spelnia
tozsamosé Chapmana-Kolmogorowa (3) oraz symetrie pp(t, z,y) = pp(t,y,z) dla z,y € D.
Jedng z konsekwencji wzoru Hunta jest nastepujaca monotoniczno$¢ wzgledem zbioréw: dla
Ay C Ay C R™ zachodzi

pAl(taxay) <pA2<t7$7y)7 xvyeAb t>0. (6)

W calym opisie |z — y| oznacza odleglosé euklidesowa miedzy punktami x,y € R™. Po-
niewaz wiele wyrazen zaleze¢ bedzie od odleglosci punktéow od brzegu zbioru D, definiujemy
dla x € D C R"™ jego odlegtosé¢ od 9D jako

dp(x) =inf{|z — z| : z € OD}.

Przez B(x,r) oznaczamy kule o promieniu r > 0 i srodku w 2 € R™. Jesli wymiar rozwazanej
kuli jest inny niz n, wtedy wskazujemy to poprzez indeks dolny, mianowicie By(z,r) to
k-wymiarowa kula.

Dla dwé6ch nieujemny funkeji f oraz g oznaczamy f < g jesli istnieje stata ¢ > 0 taka,
ze f < cg zachodzi we wskazanym zakresie argumentéw. Jesli f < g oraz g < f, wtedy
piszemy f ~ g. Oszacowania tego typu nazywac¢ bedziemy ostrymi. Gdy stata c zalezy od
jakich$ parametréw, wtedy umieszczamy te parametry nad symbolem < lub ~. Dodatkowo
uzywamy oznaczen a A b := min{a, b} oraz a V b := max{a, b} dla a,b € R.

4.3 Proces Bessela

4.3.1 Podstawowe wlasnosci

Niech R® = {RW(t)};50 bedzie procesem Bessela z indeksem p € R startujacym z punktu
x > 0. Jest to dyfuzja na zbiorze [0, 00) generowana przez operator

1. 1d 2u+1ld

L, =+ —
9 da? 2¢ dx

; 7)
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Innym popularnym parametrem procesu Bessela jest jego wymiar p = 2u + 2.

Jedng z trudnoéci przy badaniu procesu Bessela jest jego zachowanie w zerze, ktére to
zalezy od wartosci indeksu p. Dla > 0 proces nigdy nie osiaga zera. Dla pu < 0 zawsze osiaga
zero, przy czym dla p < —1 proces zostaje w zerze, a dla p € (—1,0) mozemy rozpatrywaé
jeden z dwdch przypadkéw: zero jest zabijajace lub odbijajace. Ponadto gdy g > 0 lub
gdy p € (—1,1) i zero jest odbijajace mozemy wystartowaé proces z x = 0, ale wiazatoby
sie to z dodatkowymi wzorami, podczas gdy otrzymane wyniki tatwo rozszerzaja sie na ten
przypadek dzieki cigglosci. Dlatego tez, aby uprosci¢ prezentacje wynikéw, zaktadamy x > 0.

Poprzez PW oraz E oznaczamy rozklad oraz zwiazang z nim wartoéé oczekiwang pro-
cesu Bessela z indeksem p € R startujacym z x > 0. Naturalna filtracje procesu R (t)
oznaczamy przez J; = o {R(“)(s) HERS t}. Rozklady P# and P®) proceséw Bessela o in-
deksach © € R i v € R, odpowiednio, sa absolutnie ciagglte wzgledem siebie, a pochodna
Radona-Nikodyma ma postaé¢ (patrz [55], p. 450 oraz [44], p. 314)

- (R(’Z(t)>u‘” exp <_M2 ; v? /Ot [R(jfs)]2> : (8)

Wzér ten zachodzi P{)-p.n.p. na zbiorze {79 > t}. Biorac v = —u > 0 oraz zakladajac,
ze RW jest zabijany w zerze, mozna zauwazy¢, ze teorie potencjatéw obu proceséw sa do
siebie bardzo zbliZzone.

Jak juz bylo wspomniane, proces Bessela z indeksem p = n/2 — 1 (ktéry odpowiada
wymiarowi p = n), n = 1,2, 3, ..., mozna przedstawi¢ jako

AP
P

RO L\ WEt w2,
gdzie (Wi, ...,W,,) jest n-wymiarowym ruchem Browna (dyfuzjg generowang przez $A) star-
tujacym z z € R, przy czym |z| = x. Dodatkowo, dla n = 1 z warunkiem zabijania w zerze
R=Y2) staje sie jednowymiarowym ruchem Browna zabijanym w zerze.

Przez pi(t,z,y) oznaczamy gestoéé prawdopodobienstw przejécia (wzgledem miary od-
niesienia m(dz) = m(z)dr =22*+'dz) procesu RW(t) z indeksem p > —1 i odbijanym
w zerze. Mamy (Section 21 w Appendix 1 w [10])

1 _ 22 + o> Ty
p(“)(t,x,y) = ?t(xy) MeXp <_ 9% [,u (t) ) .T,y,t > 07 (9)

gdzie I,, oznacza zmodyfikowana funkcje Bessela pierwszego rodzaju. Korzystajac z jej asymp-
totyk dostajemy

o (a—y)?/2t

(yz + t)u+1/2 N
7 wtasnosci absolutnej ciagtosci wynika, ze gestos¢ prawdopodobienstw przejscia gdy p < 0
oraz zero jest zabijajace wyraza sie wzorem (y/x)*p(=#)(t,z,y), wiec nie ma potrzeby roz-
wazaé osobno tego przypadku.

&=

x,y,t > 0. (10)

Pt z,y)

4.3.2 Jadro ciepta Fouriera-Bessela

Rozwazmy proces Bessela z indeksem p > —1 startujacym z 0 < x < a < oo i odbijanym
w zerze, ktéry jest zabijany przy osiagnieciu poziomu a (czyli przy wyjéciu ze zbioru [0, a)).

Jego gestoé¢ prawdopodobienistw przejécia oznaczamy przez p(t,x,y). Dzieki whasnosci



skalowania pU)(t,z,y) = ap(t/a® x/a,y/a) mozemy ograniczy¢ si¢ do przypadku a = 1.
Podobnie jak dla procesu niezabijanego, wlasno$é absolutnej ciagtosci (8) pozwala tatwo roz-
szerzy¢ przedstawione w tym rozdziale wyniki na przypadek, gdy p < 0 a zero jest zabijajace.

Okazuje sie, ze funkcja 2p§“)(2t, x,y), p > —1, jest znana takze jako jadro ciepta Fouriera-
Bessela GY'(x,y), ktére mozna przedstawi¢ przy pomocy funkcji Bessela pierwszego rodzaju

J,(z) oraz jej kolejnych dodatnich miejsc zerowych A, , w nastepujacy sposéb

Ju( M) J (A
G (x,y) =2(zy)” Zexp( )\fwt) “(U’il() <)‘2“y), z,y € (0,1), t>0. (11)
N

Niestety powyzsza suma przydaje si¢ do badania zachowania jadra ciepta jedynie dla duzych
czaséw. Z ogblnej teorii wiadomo, ze GY(z, y) zachowuje sie wtedy tak jak pierwszy skladnik.
Natomiast zachowanie funkcji GY(x,y) dla matych czaséw jest bardzo trudne do uchwycenia.

Jadro ciepta Dirichleta GY(z,y) oraz jego odpowiedniki sa badane od wielu lat w wielu
roznych kontekstach, jak np. operatory fundamentalne zwiazane z rozwinigeciami Fouriera-
Bessela (patrz [17], [18], [19], [20], [21]) czy przestrzenie Hardy’ego [26] (wiecej referencji
mozna znalezé w [46]). Oszacowania funkcji G (z,y) zostaly otrzymane w pracach [46] i [47],
jednak nie byly one ostre, poniewaz w wyktadnikach (w czynnikach gaussowskich) w oszaco-
waniach gérnym i dolnym wystepowaly rézne state - wiecej na ten temat bedzie powiedziane
w Rozdziale 4.4. W Twierdzeniu 1, ktére jest gtéwnym wynikiem pracy [H1], zachowanie
eksponencjalne jest opisane precyzyjnie, a wigc czynniki eksponencjalne w oszacowaniach
gornym i dolnym sg takie same. Nalezy wspomnie¢, ze ostre oszacowania jadra ciepta Diri-
chleta dla procesu/operatora Bessela zostaly wyprowadzone w pracach [9, 8] dla pdtproste;
(a,00). Badanie potprostej wiaze sie jednak z problemami innego rodzaju. Ze wzgledu na
oddzielenie od zera, nie bylo w tym przypadku problemu z zachowaniem procesu w zerze,
natomiast gléwna trudnos¢ pojawiata sie przy rozwazaniu duzych czaséw.

Twierdzenie 1 (Theorem 1 w [H1]).
Dla dowolnego pn > —1 mamy

Pt ) (t(—ll—iyt)):;ﬂ <1 N x)t(l - y)) \}ZeXp (_Im ;tyl B Aiﬁ) e

gdzie x,y € (0,1) oraz t > 0.
Uwaga. Korzystajac z (10), powyzsze oszacowania mozna rownowaznie przedstawi¢ jako

()
1 (tvxv ) M (1—1’)(1— ) 42 )
M ~ (1 : t ’ ) (1+8)"exp (=A7,t) (13)

co pokazuje zalezno$¢ miedzy jadrem ciepta Dirichleta a globalnym jadrem ciepta.

Szkic dowodu Twierdzenia 1.

Poniewaz oszacowania dla duzych czaséw sa znane [47], skupimy sie na zakresie czasu t < tg
dla pewnego ty < 1/4, ktore zostanie dobrane pézniej. Na mocy tozsamos$ci Chapmana-
Kotmogorowa implikowaé¢ to bedzie oszacowania dla t < T', gdzie T" > 0 jest dowolne. Przy
tym zatozeniu, wzér (13) przyjmuje postaé

pg“)(:c,y) 9 (1 A (1-— x)t(l - y)) p(“)(t,x,y).

Dodatkowo, dzieki symetrii p{"’ (t,x,y) = W (t,y, ), mozemy i bedziemy zaktadac¢ y > z.



Oszacowania dolne.

Zat6zmy najpierw z,y > 1/32. Poniewaz oba argumenty sa w tym przypadku oddzielone od
zera, to dla malych czaséw zachowanie p(“ ) (t,x,y) jest spodziewane takie, jak zachowanie
jadra ciepta dla ruchu Browna/laplasjanu. Aby pokazaé to formalnie, skorzystamy z nier6w-
nosci pgu)(t,x,y) > p&% 1)(t,x,y) (patrz (6)). Nastepnie wlasnosé absolutnej ciagtosci (8)
daje nam dla dowolnego zbioru borelowskiego A C (2/4,1)

P2, w)m ) dy) =B [t < riapanys BUE) € A

2
- R()\""* i (3) pt ds
=ECY2 1t < 7/a1y; R(t E.A;() — ./
T(x/4,1) (t) - exp B 0 [R(s)]2

Majac w pamieci zalozenie z > 1/32, mozna pokazaé, ze czynnik ktéry pojawit sie pod
wartoscig oczekiwang jest na zbiorze {t < 7(;/41)} ograniczony i oddzielony od zera, co
implikuje

Lo (—1/2
syt x,y) & pl D 2, y)
) 1— 1—
mto (1 A ( x’)t( y)) p(t, z,y), x,y € (1/32,1), t < to, (14)
(-1/2)

gdzie ostatnie oszacowanie wynika z (31) oraz (10), jako ze p(x/4,1)(t, x,y) to po prostu gestosé
prawdopodobienistw przejscia dla ruchu Browna zabijanego przy wyjsciu z odcinka (z/4,1).

Zatézmy teraz x,y < 1/4. W tym przypadku oba argumenty przestrzenne sa oddalone od
punktu zabijajacego, wiec dla matych czaséw zachowanie pgu ) (t,z,y) powinno by¢ podobne

do zachowania jadra globalnego pi")(t, z,y). Wzér Hunta (5) przyjmuje postaé

t
Pt wy) =P () = [ gon(s.op?(E = s, 1 y)ds. (15)

Wykazemy, ze odjemnik jest znaczaco mniejszy od odjemnej. Korzystajac z (10) mozna
pokaza¢, ze dla dostatecznie malych ¢y > 0 zachodzi

o—9/32t

+1/2
PP (t —s,1,y) % %p(u) (t,z,y) (xyt"'_ t)” / o= 9/32t+|a—y[? /2t

bl

< POt ) S <P (2, y)e VR

tutl

Stad dostajemy zadane oszacowanie

/ q0,1) (8, ) (“)(t—s 1L,y)ds < < p(“)(t x,y)e 1/t/ qo,1) (s, x)ds <p“)(t x,y)e —1/8t

W ostatnim przypadku, czyli gdy = < 1/32 oraz y > 1/4 zastosujemy tozsamo$é Chapmana-
Kolmogorowa (3) odpowiednio zawezajac obszar catkowania

1/4
Wtay) > [ A8 0 2 (118, 2, y)dm (),
1/32



Wybér momentéw czasowych t/8 oraz 7t/8 jest tutaj kluczowy i odzwierciedla intuicje, ktora
podpowiada, ze po czasie t/8 proces powinien znajdowaé sie z duzym prawdopodobienstwem
w sgsiedztwie punktu %a: + %y, wiec punkt ten powinien znajdowacé si¢ w obszarze catko-
wania. Nastepnie, poniewaz x,z < 1/4 oraz y,z > 1/32, mozemy skorzystaé¢ z oszacowan
otrzymanych w poprzednich przypadkach i po skrupulatnych obliczeniach i szacowaniach
catki otrzymujemy teze.

Oszacowania gorne.

W zwiazku z nieréwnoécig p%“ ) (t,2,y) < p™(t,z,y) (patrz (6)), wystarczy rozwazyé tylko
przypadek (1 —z)(1 —y)/t < 1. Pokazemy wiec, ze zachodzi

wto (1 —z)(1—y
Pt y) S ( )t( )p(“)(t,x,y)-

Co wiecej, na mocy zatozen y > x oraz t < 1/4 dostajemy 1 —y < v/t < 1/2 i w konsekwencji
y>1/2.
Gléwnym pomystem na te czesé dowodu jest rozpisanie wzoru (15) w nastepujacy sposéb

/p (t,z,y)dy = B )[t<7[01),R(t) € Al
= (EV[R(t) € A|—EV[R(t) € 2 - A]) + (EV[R(t) € 2 — A = EX[t > 7o) R(t) € A])
gdzie A C (0,1). To daje nam

P (b2, y) = kit 2,y) + ka(t, 2, y),

gdzie

2_y 2pu+1
k‘1(t,x,y) = p(t7$ay) - <y> p(t7$a2 - y)

oraz

9 _ y 2u+1 ¢
kao(t, z,y) = (y) p(t,z,2 —y) —/0 qo.) (s, )W (t — s,1,y)ds

; 9 _ y 2p+1
— /0 q0,1) (8, ) ((y) p(t—s,1,2—y) — p (t—s,1, y)) ds.

Reprezentacja ta ma za zadanie nasladowaé zasade odbicia dla ruchu Browna (oraz innych
symetrycznych dyfuzji), poniewaz punkt 2 —y jest odbiciem punktu y wzgledem zabijajacego
punktu 1. W klasycznej zasadzie odbicia wyrazenie ko(t, z,y) sie zeruje. W tym przypadku
tak sie nie dzieje, ale pokazemy, ze jest istotnie mniejsze od ki(t,z,y). Wazna informacja
jest tez to, ze oszacowania funkcji ¢; (s, y) nie byly znane w czasie powstawania tego dowodu
(zostaly wyprowadzone pézniej w pracy [H2] z Twierdzenia 1), co bytoby bardzo pomocne.

Na mocy (9), monotonicznosci zmodyfikowanej funkeji Bessela pierwszego rodzaju I,,(-)
oraz nierownosci

L.(y)

[u(x)

<e = , p>—=1, y>x>1,
x



wyprowadzonej w Lemacie 2.1 in [H1], dla w € (0, 1] oraz t < t; zachodzi

wio (2—y>2“+1 p(tw,2—y) mo 1—y

Y

plt,w,y)  ~ ot

co dla x € (0,1/2) pozwala nam na szacowania

H7<to (1 _I>(1 _y)p(u)<t x y)
~ t b Y)s

kl (ta xz, y)

H,to t
kot myy) S (1— y)/o g,y (s,2)pW(t — 5,1, y)ds < 2(1 — z)(1 — y)p (¢, 2, y),

co nalezalo pokazac¢. SkorzystaliSmy tutaj z nieréwnosci f(f qo,1)(s, ) < 1, wiec w dowodzie
udalo si¢ oming¢ problem nieznanego zachowania funkcji go1)(s, ).

W ostatnim przypadku z € (1/2,1) stosujemy mocng wlasno$é Markowa w nastepujacy
Sposob

t
P () = pl), o (tw,y) + /0 0y (5,2, 2/ D)pY (t = 5,2/4, y)ds, (16)

gdzie q((g}471)(3, x,x/4) jest gestoscia (podprobabilistycznego) rozktadu czasu trafienia w z /4
przed trafieniem w 1. Pierwszy sktadnik reprezentuje drogi z « do y, ktore w catodci sg zawarte
w przedziale (z/4, 1) i zostal juz oszacowany w (14). Drugi sktadnik reprezentuje drogi, ktére
sa zawarte w przedziale [0, 1), ale w pewnym momencie opuécity przedzial (z/4,1). Uzywajac
nietrywialnej analizy i korzystajac z juz udowodnionych dolnych oszacowan pg“ ) (t,z,y) dla
r < 1/2 mozna uzyskaé

w
pg'u)<t -5 13/4, y) 5 6_1/64tpg“)(t -5 .Z‘/Q, y)
Nastepnie korzystajac z nierownosci

Q((g;471)(3> z,x/4) < Qégzzg)(s» r,7/2),

oraz stosujac ponownie mocna wlasnos¢ Markowa, szacujemy caltke we wzorze (16) nastepu-
jaco

t
[ sy /0D ¢ = s, 0/4, y)ds

P _1/64t b w (1)
S et [, o(s.x /2Pt = s,2/2.y)ds
< 671/64tpgﬂ)<t’x7y>'

Razem z (14) pozwala nam to napisac

1—2z)(1—y _
PG5y < <<1 ! )t( >> plt, z,y) + e V¢, w,y)> :

dla pewnej statej ¢, > 0. Biorac ¢y na tyle male aby c,e”1/%4 < 1/2 dla t < t,, koficzymy
dowod.

O
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4.3.3 Czas wyjscia procesu Bessela z odcinkéw (0,1) i [0, 1)

Kolejnym waznym obiektem zwiazanym z procesem Bessela w odcinku (0, 1) lub [0,1) jest
rozklad czasu (oraz miejsca, jesli punkt 0 jest zabijajacy) pierwszego wyjscia procesu ze
zbioru. W szczegdlnosei dla p = (n — 2)/2, n = 1,2,3, ..., jest to rozktad czasu pierwszego
wyjscia ruchu Browna z kuli. Celem badan w tym wypadku byto wyprowadzenie asympto-
tyk oraz jednostajnych oszacowan gestosci rozkladu czasu (i miejsca) pierwszego wyjscia ze
zbioru. Podobne wyniki sa znane w przypadku pétprostej (1,00) [13, 32, 60], ale metody
uzyte w podanych pracach nie przenosza sie w naszym przypadku. Analogicznie sytuacja
wygladata dla jader ciepta.

W przypadku gdy zero jest odbijajace, jedynym punktem wyjscia jest 1. Gdy zero jest
zabijajace, wtedy sg dwa punkty wyjscia: 0 oraz 1, dlatego tez te przypadki nie sa do siebie
az tak podobme, jak to bylo dla jader ciepta Dirichleta. Jest to tez powdd, dla ktérego
rozwazamy wyjscie ze zbioréw (0,1) i [0,1) osobno - w zaleznosci od warunku w zerze sa
to dwa rézne obiekty. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia. Dla p > —1 i przy warunku
odbijania w zerze definiujemy

¢t (t,2) =P (o) € dt), x€(0,1),t>0.
Jesli natomiast p < 0 a zero jest zabijajace, oznaczamy
Q((g’)l) (t,ZE, y) - P;M) (7’(071) < dt, R(H) (7’(071)) = y) ,

gdzie x € (0,1), y € {0,1} oraz t > 0. Dzigki wlasnosci absolutnej ciagtosci (8) dla u > 0
zachodzi

gyt 1) =272 (L), x€(0,1), t>0. (17)

Warto tez wspomnieé, ze w 1980 J.T. podal w pracy [38] nastepujacy wzor szeregowy

oo I (i . ]
0.0 =S I e, (19
n=1 ptl (]um)

ktéry, podobnie jak wzér (11) nie przydaje sie bezposrednio przy rozwazaniu matych czaséw.
Pierwszy wazny wynik w pracy [H2] przedstawia reprezentacje gestosci pierwszego czasu
i miejsca wyjscia przy pomocy jadra ciepta Dirichleta.

Twierdzenie 2 (Theorem 3.1 w [H2]).
Dla pr > —1 mamy

0_
a’(t,2) = —p" (ta,y)| (19)
dy y=1
gdzie 0_ /0y oznacza lewostronng pochodng. Ponadto dla p < 0
o_
@ (tw,1) = = Zopf(tey)| (20)
Jy y=1
(1) _ 7 2u+1ﬁ (1)
qO,l (t7I70) - lell}%y 8yp0,1 (t,l’,y)
= —2ux % p{ M (t,2,0). (21)

11



Dowdéd Twierdzenia 2 zaczyna sie od uzasadnienia réwnosci

0 1
o (t2) = — [ otz y)mly)dy

- —/ #pl )t z,y)m(y)dy

[ (m(y)ayf(y)> 0y,

przy czym zostaly wykorzystane wlasnosci funkcji Bessela pierwszego rodzaju J,. To pozwala
wywnioskowaé wzor (19). Pozostale wzory zostaly wyprowadzone podobnie, tylko wymagaly
dodatkowych rachunkéw i manipulacji.

7 Twierdzen 1 oraz 2 mozna juz dos¢ tatwo otrzymac oszacowania gestosci czasu i miejsca
pierwszego wyjscia procesu Bessela ze zbioréw (0,1) i [0,1). W ogdlnosci oszacowania danej
funkcji nie implikuja oszacowan jej pochodnej, ale w tym przypadku jest to mozliwe, poniewaz
pochodng liczymy w punktach, w ktorych funkcja sie zeruje. Przyktadowo mamy

y—1+ 1— Yy

o_
M (t,x,1) = ~ 9 —p{(t,x,y) : (22)

y=1
gdzie wykorzystalismy p{"” (¢, z,1) = 0.

Twierdzenie 3 (Theorem 3.3 w [H2]).
Dia p > —1 mamy

Wy oy o (=) (14 (1—z)* 1,
)= (@ + tprizse P\ T ~ Mt )

gdzie © € [0,1),t > 0. Dla u < 0 zachodzi

(1 — ) (1+¢) Kt 1—z)* 1
) (T (e L,
([L’ + t)fu+1/2 $3/2 1

—2u(1 _ —p+2 2
(1) p (1l —x)(1+1) 1,

t,0) = —— — A2t
%,1 (Iv ) ) 1—x+t t—ptl exXp i 2 —u,1 )

Q=

Q(()lfl) (l’, ta 1)

gdzie x € (0,1),t > 0.

Niech B(t) bedzie n-wymiarowym ruchem Browna startujacym z = € R". Przez ¢"(t, z)
oznaczamy gesto$¢ czasu pierwszego wyjscia procesu B z jednostkowej kuli B(0,1) o $rodku
w zerze. Poniewaz |B(t)| jest procesem Bessela z indeksem n/2 — 1 (i warunkiem odbijania

w zerze dla n = 1), zachodzi ¢" (¢, x) = qﬁn/z_l)(t, |z|) i w konsekwencji dostajemy

Wnhniosek 4. Dla x € B(0,1) mamy

1—|z))(1 + )~/ 1—|z|)? 1
(feh ot ) L,
(|x|+t)(n71)/2t3/2 ot 92 n/2—-1,1

e

q"(t,x)

(#)(

Inng konsekwencja Twierdzenia 2 sa ponizsze wzory szeregowe na qy'1 (t, z,y). Korzystajac

z (11) oraz whasnosci funkcji J,,, otrzymujemy

12



Wnhniosek 5 (Corollary 3.2 w [H2]).
Dia pp < 0 oraz x € (0,1) mamy

Q((]Ml) (t,z,1) =a~# Z j_%n“(j—meﬂﬁwtm’
’ n=1 J*M+1(j*u,n)

P A _ J_ j_ nl 2
= (]ﬂl,n) o H( '/1, ) e A_uynt/Q'
(=) n=1 ’quH (]ﬂw)‘

Na koniec tego rozdziatlu prezentujemy asymptotyke gestosci czasu i miejsca pierwszego
wyjscia uwzgledniajace sytuacje, gdy wyrazenia x/t badz (1 — )/t (w zaleznosci od punktu
zabijania) zbiegaja do zera lub nieskonczonosci. Stosujemy w niej nastepujace oznaczenie:

o
Dla dwéch funkeji f, g : R? — R piszemy f(z) = O, (g(z)), edy |f(z)] < g(x) dla z
w zadanym zakresie.

Twierdzenie 6 (Theorem 4.2 w [H2]).
Istnieje stata ty > 0, takie Ze dla t < ty zachodzg nastepujgce asymptotyki:
dla p > —1 mamy

(1) 1—=x 6_(1_m)2/2t t
() = —— (1 10, (m ) , r€0,1), (23)
_ —(1—x)%/2t 2
() l—-xze (x)
= 1 — 1/2. 24
4; (t,l’) tutl 2“P(M+ 1) ( +OH < t +t>> ) xr < / ( )

Jesli p < 0, wtedy

21,72#67:22/215
(20) 710 (—p)

() _ 8 —xaH e ( <1 —x )>
Qo1 (t,z,0) = (225)7%211(_#)6 140, ; +t)), xz € (0,1). (26)

) (t,x,0) =

(140, (e70=2/1)) z€[0,1),  (25)

Uwaga. Asymptotyki funkcji q(()’f 1) (t,z,1) mozna tatwo wywnioskowaé z Twierdzenia 6 oraz

zaleznosci (17).

Dowéd Twierdzenia 6 zajmuje caly rozdzial 4 w artykule [H2|. Najpierw wyprowadzone
sa asymptotyki w jezyku jader ciepta p(t, x, y) oraz gestosci czasu pierwszego wyjscia dla
ruchu Browna qi;i/f) (t,x,y). Zostalo to osiagniete przy uzyciu takich narzedzi jak mocna
wilasno$¢ Markowa, nieréwnosci dla funkcji I, (z), absolutna ciagtoéé (8) oraz dokonujac ob-
liczen zwiagzanych z szeroko pojetymi intuicjami. Na koniec wykorzystana jest jawna postac

funkcji qi?i/f) (t,z,y), ktéra jest analogiczna do wzoru (30).

4.4 Ruch Browna
4.4.1 Kontekst i znane wyniki

Ruch Browna definiujemy jako proces generowany przez potowe laplasjanu %A. Globalne
jadro ciepta w n wymiarach wyraza sie wzorem p(t,x,y) = (2%)*"/26*‘“3/'2/%. Odnosnie
jader ciepta Dirichleta, zacznijmy od przywotania oszacowan udowodnionych przez E. B. Da-
visa [23] (gorne oszacowanie) oraz Q. S. Zhanga [66] (dolne oszacowanie). Dla dowolnego
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ograniczonego obszaru klasy Cb! istnieja state ¢y, co, c3,cq, T > 0, takie ze

e—calz—yl*/t
$n/2

_ _ a2
o—cale—yl?/t

e ((1—Ix\)t(1—|y\) A 1) <pplt,z,y) < cs ((1—Ix|)t(1—|y\) A 1)
dla wszystkich x,y € D oraz t < T. Niestety state co i ¢4 sa rézne od siebie i rézne od
utamka 1/2, ktory to pojawia sie we wzorze na globalne jadro ciepta. Dlatego tez dolne
i gorne oszacowania sg nieporéownywalne wzgledem siebie oraz wzgledem globalnego jadra
ciepla, gdy wyrazenie |x — y|?/t jest duze. W literaturze istnieje kilka wynikéw z poprawna
stala w eksponencie, ale zupelnie nie radza sobie z opisem zachowania przy brzegu (patrz
np. [61, 62, 63]). Jednym z przykladéw jest gtéwny wynik pracy [62], ktéry dla zbioréw
wypuktych przyjmuje forme (uproszczona przy uzyciu Twierdzenia 7)

(6p(z) Adp(y))? e~/ (3p(2)A3p (y))
o7 P T y),

t (1 + 1 (0p(x) A 5D(y))2)

dla pewnej statej ¢ > 0, gdzie \; jest pierwsza wartoscia wtasna operatora —A w jednost-
kowej kuli. Niemniej jednak artykut ten dotyczy asymptotyk przy ustalonych argumentach
przestrzennych i zachowanie przy brzegu zbioru nie gra istotnej roli. Jeszcze do niedawna
doktadne dwustronne oszacowania jader ciepta Dirichleta dla (polowy) laplasjanu byty znane
jedynie dla pétprostej oraz odcinka (oraz ich produktéw kartezjanskich), co wynika z faktu, ze
jadra te wyrazone sa jawnymi wzorami wygodnymi w zastosowaniach. Jednak w przypadku
nawet tak klasycznego zbioru jak kula okazato sie, Zze uzyskanie analogicznych oszacowan
wymaga duzo bardziej zaawansowanego podejscia, co zostanie przedstawione w kolejnym
rozdziale.

Jako iloSciowa wersje wlasnoSci niewyczuwania brzegu (property of not feeling the boun-
dary, patrz (1)) Michiel van den Berg pokazal w pracy [61] nastepujace oszacowania

pD(t,LC,y) Zc (1 A

, ok 2\ k-1
p(t7xay) 2 pD(t7I7y) > p(thay) 1—e” /t Z ] <p> ) (28>
21\ ¢

gdzie p to dystans miedzy odcinkiem Ty a brzegiem 9D obszaru D, mianowicie

p= inf |w—z|.

wexry

z€0D
Dla p > cv/t powyzsze nieréwnosci sa jednoznaczne z ostrymi obustronnymi oszacowaniami
pp(t, z,y). Jest to jednak najprostszy przypadek i przydaje sie jedynie, gdy brzeg nie odgrywa
wiekszej roli, co jest zreszty zawarte w nazwie wtasnosci.

Zachowanie funkcji pp, gdzie D jest ograniczonym obszarem, dla duzych czaséw jest

opisane przez ogélng teorie [23, 24]. Mianowicie jest ona poréwnywalna z

dp(w)dp(y)e ™,

gdzie x,y € D, t > T, oraz A\, oznacza pierwsza wartos¢ wlasng operatora —A w zbiorze
D. Wynik ten jest konsekwencjg reprezentacji spektralnej gestosci pp w jezyku wartosci
i wektoréw whasnych Laplasjanu w D (patrz np. [33]). Reprezentacja ta nie przynosi jednak
wymiernych korzysci dla matych ¢, kiedy to wzajemne kasowania sktadnikéw maja istotne
znaczenie - sytuacja ta wystapita juz w przypadku jadra ciepta Dirichleta zbioru (0,1) dla
procesu Bessela.
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Jak juz byto wspomniane, istnieje kilka przyktadow zbioréw, ktorych jadra ciepta Diri-
chleta wyrazone sg elementarnymi funkcjami, co wystarcza do wyprowadzenia ostrych osza-
cowan. Najprostszym przyktadem jest polprosta (jako podzbiér R). Dla uproszczenia, roz-
wazmy potprosta (0, 00). Dzieki stynnej zasadzie odbicia, dla z,y,t > 0 mamy

_op Ty

Do)t y) = p(t 2,y) = p(t, 2, —y) = p(t,,y) (1 — eV ~ (1 A t) p(t, z,y).

Poniewaz wspoétrzedne ruchu Browna sg niezalezne oraz z uwagi na jego niezmienniczo$é

wzgledem obrotéw i przesunieé, powyzsze szacowanie przenosi si¢ na dowolna potprzestrzen
H CR™

pi(t,z,y) = p(t,,y) (1 — e 2 n@mW/) ~ (1 A W) p(t,z,y).  (29)

Drugim przyktadem jest odcinek (a,b), —oo < a < b < oc:

Pay) = \/12_7T k:i [exp (_ (x—y +22t(b - a))2> ~exp (_ (x+y+ ;f(b - a))2>] (0)

—00

Kosztuje to nieco wysitku, ale mozna pokazaé, ze dla 0 < ¢t < 1 oraz z,y € (a,b) zachodzi

Plag) blap(t’x’y) (1 A (z — a)t(y - a)) (1 A W) ' (31)

4.4.2 Jadro ciepta Dirichleta kuli

Zauwazmy, ze nieeksponencjalny czynnik w (31) jest istotnie inny niz ten w (27). Bio-
rac a = —1, b = 1 oraz x < —1/2, y > 1/2 czynniki te sa poréwnywalne odpowiednio
z (1 +z)(1 —y)/t? oraz (1 +x)(1 —y)/t. Réznice wida¢ wiec juz dla tak prostego zbioru jak
odcinek. Pojawia si¢ pytanie, jak to bedzie wygladato dla bardziej skomplikowanych zbiorow.

Odcinek w przestrzeni jednowymiarowej R moze byé¢ rozumiany jako jednowymiarowa
kula. Stad pierwszym naturalnym uogélnieniem wzoru (31) sa oszacowania jadra ciepta Di-
richleta wielowymiarowej kuli. Problem ten okazuje sie znacznie bardziej ztozony ze wzgledu
na bardziej réznorodne zaleznosci miedzy argumentami przestrzennymi x, y a brzegiem kuli.
Pomimo tego w kolejnym twierdzeniu, ktére jest gtéwnym wynikiem pracy [H3|, wyprowa-
dzone sa odpowiednie oszacowania dla kuli B = B(0,1) w dowolnym wymiarze.

Twierdzenie 7 (Theorem 1 w [H3]).
Dla dowolnego n > 1 oraz T > 0 mamy

a,T
pe(t,z,y) = h(t,z,y)p(t,z,y), (32)

gdzie |z|,ly| < 1, t < T, oraz

Wtz y) (1 A= Iﬂvl)t(1 - |y|)> n (1/\ (1 - Iw!)\w—yP) (1 AL Iy\ilw—yP) (33)

t
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Kilka komentarzy zanim przejdziemy do dowodu:

1. Pierwszy sktadnik w definicji czynnika h jest taki sam jak czynnik we wzorze (27).
Kluczowe jednak okazuje si¢ jeszcze dodatnie drugiego sktadnika.

2. Nie jest to oczywiste, ale w jednym wymiarze oszacowania (32) sg réwnowazne (31).
Aby sie przekona¢, mozna zauwazy¢, ze dla x i y bliskich siebie, pierwszy sktadnik (33)
jest dominujacy (poniewaz [(1—|z|)V (1—|y|)] Z |z —yl|), natomiast gdy z i y sa daleko
od siebie, dominuje drugi sktadnik.

3. Twierdzenie 7 moze by¢ czeSciowo traktowane jako uogélnienie Twierdzenia 1 dla pu =
(n—2)/2, poniewaz dla tych indekséw proces Bessela jest norma ruchu Browna i wtedy

pg(”ﬁ)/z)(t,x,y) = Jij=2 PB(t, 7, 2)do(2), gdzie o to miara sferyczna na 0B. Szacujac

te catke mozna wiec otrzymac oszacowania p(l(n_Q)/ 2) (t,z,y).

4. Oszacowania w Twierdzeniu 7 sa rozszerzone w pracy [57] poprzez jednostajne asymp-
totyki wlacznie z predkoscia zbieznosci w sytuacji gdy dp(%5%)/+/t zbiega do zera lub
nieskonczonosci.

5. Gestosé qp(t, x, z) rozktadu tacznego czasu i miejsca pierwszego wyjécia ruchu Browna
z kuli jest zadana przez pochodna normalna funkcji pp(t, z,y) w kierunku wewnetrz-
nym (patrz [33]). W konsekwencji Twierdzenie 7 prowadzi do ostrych dwustronnych
oszacowan funkcji qp(t, z, z). Rozszerza to oszacowania gestosci czasu pierwszego wyj-
Scia (bez zaleznosci od miejsca wyjscia) opisanych we Wniosku 4.
Wnhiosek 8 (Corollary 2 w [H3]).
Dla dowolnego T' > 0 zachodzi

’ 1— _ 2 1— _ 2
qB@,x,Z)‘Z( el | o <M< LIEEE ))W,x,z), ”

gdzie |x| <1, |z| =1 orazt <T.

Szkic dowodu Twierdzenia 7.
Zacznijmy od wprowadzenia dodatkowej notacji. Dla x € B — {0} przez H, oznaczamy
poltprzestrzen zawierajacg B i ktorej brzeg jest styczny do B w punkcie

T

||

A

x
|z

— |
\
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Oszacowania gorne.

Korzystajac z (3), (6) i (29) oraz réwnosci 0y, (z) = 1 — |z| dostajemy
patey) = [ p(t/202)pp(t/2 2, y)dz
B(0,1)

| /2, 2, (42,2, 9)dz
B(0,1)

/B(O ) (1 A —lz ‘) p(t/2,x, 2) <1 A t’y|> p(t/2,z,y)dz
N <1/\ t’ﬂ) (1/\_t|y‘> Anp(t/Q,ﬁ,Z)p(t/Q,z,y)dz

— <1/\1—t]:c|> (1/\ t|y‘>p(t,x,y),

co jest réwnowazne z (32), gdy 1 — |z| > € lub |z — y| > ¢ dla ustalonego ¢ > 0. Gdy
1 —|z|, |z — y| < e oraz zakladajac dodatkowo x € B(y/2|y|,1/2), wtedy zachodzi dg, (x) <
2(1 — |x|) i stad

N

A

Oy ()0
pe(t,z,y) < pm,(t,z,y) < (1 A W) p(t,z,y)

o (1 (D0 = o)

)p@,x,y) < 2t 2 y)plts o, y).

Pozostaje wiec do rozpatrzenia najtrudniejszy przypadek, kiedy to 1 — |z|, |z — y| < € oraz
x € B—B(y/lyl,1/2).

Zacznijmy od nieréwnosci, ktéra wynika bezposrednio z monotonicznosci (6)

PB (ta Z, y) < PH,nH, (t7 xz, y)

Niestety w literaturze nie ma wystarczajacych oszacowan gestosci pu,nm,(t,z,y), pomimo
tego, ze sa one jednoznaczne z oszacowaniami dwuwymiarowego stozka (wnetrza kata).
Oznaczmy przez o, , kat pomiedzy wektorami x i y. Stosujac bardzo ostroznie mocng wia-
snos¢ Markowa mozna otrzymac dla o, , < 7/2

pHmﬁHy(twr?y) < pHy(taxvy) _pHy(tw,fay)? (35)

gdzie

2 — ||
xr =

i

jest odbiciem punktu x wzgledem brzegu 0B kuli B. Jest to pewnego rodzaju wariacja zasady
odbicia. Jednym z waznych elementéw jest tutaj to, ze zalozenie x € B — B(y/|y|,1/2)
gwarantuje T € H,. Naste¢pnie kontynuujemy obliczenia otrzymujac

pHy <t7 z, y) - pHy (t7 jv y) = (a(t7 xz, y) + b(t7 xz, y))p(ta z, y)7
gdzie

alt, 2, ) = (1 — exp [~ CDO=pleosen) |} (1 _ g [ OolubOlrlcoses])

b(t, 2, y) = exp [~ 1eesazal (LD 0] (1 — xqp [ 2e0s0eaol=D 00D
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Szacujac pierwsza eksponente w definicji b(t, x, y) przez 1 oraz stosujac nieréwnosé 1 —e " &
1 Au, u> 0, dostajemy b(t,z,y) S 1A ((1—|z|)(1—ly|)/t), co generuje pierwszy sktadnik
w (33). Nastepnie, postugujac sie argumentami geometrycznymi, szacujemy

sin® oy,

1 —[z]cosagy = (1 = [z]) + || ~ |z -yl

1+ cosay,y

W konsekwencji

alt.z.y) < <1 A A=l —y12> (1 - \yr>|x—y|2) |

t t

co nalezato pokazac.

Oszacowania dolne.
Przy zatozeniu x € B((1 — r)y/|y|,r), dla ustalonego r € (0,1/2), mozna sie spodziewaé, ze
ps(t,z,y) =~ pu,(t,z,y) (oszacowanie gérne jest oczywiste ze wzgledu na (6)). Wynika to

z faktu, ze odlegloé¢ & od OB oraz OH, jest poréwnywalna, czyli o, () ~ 65(x).

Nie jest to jednak tatwe do pokazania. Dzigki mocnej wtasnos¢ Markowa mamy

pe(t,x,y) = pnu,(t,z,y) — R(t,z,y),

gdzie
t
R(t,x,y) = / /dB qB(s,x, 2)pg, (t — s, 2,y) do(z)ds.
o J:
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Pokazemy, ze R(t,x,y) jest istotnie mniejsze od pg(t,z,y), dzieki czemu bedziemy mogli
wykorzysta¢ wyprowadzone juz oszacowania gérne pg(t,x,y), ktére implikuja oszacowania
gorne we Wniosku 7. Mianowicie mamy

Rit,o,y) = /Ot /aB (1 —t|fv! Ll . 2 (1 AL leilx - Zl2>) p(s, 3, 2)

X (1 A W) p(t — s, z,y) do(z)ds.

Oszacowanie tej calki jest pracochtonne i zostato wykonane w dowodzie Proposition 3 w [H3].

Gléwnym krokiem bylo pokazanie, ze dla z € B (%ﬁ, 1—16) zachodzi

r t
R(t,z,y) S t,x, L AL N E——
Daje to nam poréwnywalnos¢ pp(t,z,y) z pu,(t, z,y) pod dodatkowym warunkiem, ze wy-
razenia |r — y|/v/t and d5(x)/+/t sa dostatecznie duze. Poprzez odpowiednia iteracje oraz
przy wykorzystaniu wyniku (27) pozwala to uzyskaé¢ (Proposition 4 w [H3])

(1= fzD (T = ly])

t

pB(t,(L‘,y) Z (1 A >p(t,l‘,y), (36>

dla dowolnego z € B(ﬁ, %), dp(z) = m\/t oraz t < ty, dla pewnych m,ty > 0. Ostatnim

krokiem jest odpowiednie skorzystanie z tozsamosci Chapmana-Kotmogorowa. Mianowicie

dla |z — y|/v/t > 4/m mamy
Bz mvE) € B, 2) N B 2)

oraz
Sp(2) =1— 2| ZVi+ |z —yl,  2»€B(EE mVY).

B3, m )
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Stad

pu(t,y) > [ Pu(t/2. 2, 2)ps(t/2, 2,y)dz

B((z+y)/2,mV/t)
dp(2)dp(2) 5 (y)d5(2)
= 1IN —" 1A =22 =27 t 27 ’ ¢ 2’ : d
/B((Hy)/zm\/i) ( t t p(t/2,2,2)p(t/2, z,y)dz

g (1  On(@)(t+ |z — y|2)> (1 ()t + | - y|2)>

t t

></ p(t/2,x,2)p(t/2, z,y)dz
B((z+y)/2,mV1) (t/ it/ )

2 h(t,z,y)p(t,z,y),

gdzie poréwnywalnosé ostatniej catki z p(t, z,y) jest osobno udowodniona w Lemma 1 w [H3].
Dla |z — y|/v/t < 4y/m mozna przesunaé obszar catkowania w powyzszych catkach o m+/t
do wnetrza kuli B. To konczy dowdd.

O

4.4.3 Jadro ciepta Dirichleta zbioréw wypuktych klasy C'!

W momencie gdy znamy juz oszacowania z Twierdzenia 7, kolejnym naturalnym krokiem sa
analogiczne badania dla zbioréw klasy C™!, ktérych wyniki sa zawarte w pracy [H4|. Zbiory
klasy C1! posiadaja wlasnoéé wewnetrznej i zewnetrznej kuli, co oznacza, ze dla dowolnego
punktu z z brzegu dD zbioru D istniejg dwie kule styczne do D w punkcie z takie, ze jedna
jest zawarta w D, a druga w jego dopetnieniu. Ponadto jesli D jest ograniczony, to istnieje
promien r > 0 taki, ze dla kazdego z € 0D kule w warunku maja promien przynajmniej r.
Klasg zbioréw z taka wlasnoscia bedziemy oznacza¢ przez by CH(R™).

Drugim zatozeniem, ktére bedziemy naktada¢ na zbiory, jest ich wypuktosé. Dzigki
temu zachowanie eksponencjalne jader ciepta bedzie takie samo jak globalnego jadra cie-
pta p(t,z,y). S. R. S. Varadhan pokazal (Corollary 4.7 w [64]), ze dla dowolnego obszaru D
zachodzi

. L
%1_{%15111 (pp(t,z,y)) = §dD(37v?/)’

gdzie dp(x,y) to infimum dtugosci wszystkich tukéw zawartych w D i taczacych punkty x i y.
Gdy D jest wklesty, wtedy istnieja z,y € D takie, ze dp(x,y) > |r — y| i w konsekwencji
e~ IpEV/4t «« o=lz=ul’/2t qla t odpowiednio malych. Mozna oczywiscie prébowaé otrzymac
oszacowania z wyrazeniem —d5(x,y)/2t w wyktadniku, ale jest to problem nieporéwnywalnie
bardziej zaawansowany i stanowi materiat raczej na przyszte badania, poniewaz spodziewany
jest dodatkowy czynnik eksponencjalny postaci ecl@y)t™/? zwigzany z hipoteza Buslaeva [12,
35].

Jednym z pytan, ktére sie nasuwa przy analizowaniu Twierdzenia 7 jest to, czy wyrazenie
|z — y|* pojawiajace si¢ w czynniku nieeksponencjalnym (33) jest zwiazane z wyktadnikiem
w czynniku eksponencjalnym e lz—ul? /2t, czy raczej z geometrig kuli. Mianowicie dla x,y
na (dla uproszczenia) brzegu dB jednostkowej kuli wyrazenie |z — y|? jest poréwnywalne
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z dwoma odleglosciami (patrz rysunek ponizej):

T+
di(x,y) 3:5B< 5 y> =1—\/1—i|x—y|2,

x+ x+
oo, ) =0, (52 = om, (T5L) = Ha — ol

2 2

Definicje pétprzestrzeni H, oraz odleglosci dy(z,y) i da(x,y) mozna tatwo rozszerzy¢ na
obszary klasy C1. Od teraz H, bedzie oznacza¢ dowolng polprzestrzen taka, ze D C H,
and 0p(z) = 0y, (). Taka polprzestrzen moze nie by¢ jedyna, ale miara Lebesgue’a punktéw
z taka niejednoznaczno$cig wynosi zero.

Pierwszym uzyskanym przeze mnie wynikiem w tym temacie sa oszacowania gérne zalezne
od odlegtosci typu dy(z,y).

Twierdzenie 9 (Theorem 3.2, Theorem 3.4 oraz Corollary 3.5 w [H4]).
Niech D C R™ bedzie obszarem klasy CYY, r > 0. Istnieje stata C = C(T,n,r) > 0 taka, ze

pD<t7xvy>
< Cplt.z,y) Kl A W) . (1 ACLAC) (1 . WN
< 4Cp(t, x,y) [(1 A W) + (1 A 5HI($)5IZI <x2y)> (1 N 5Hy(y)51:y <x2y>)] @)

gdzie x,y € D, t <T. Ponadto jesli Z(H,, H,) > 3, wtedy stala C jest absolutna.

Idea dowodu jest podobna jak ta w przypadku Twierdzenia 7, jednak poszczegdlne etapy
wymagaty wiecej wysitku ze wzgledu na ogdélnos¢ zbioru.

Posta¢ dolnych oszacowan jest podobna, jednak odlegto$é ds(x,y) zastapiona jest odle-
glodcia di(x,y).
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Twierdzenie 10 (Theorem 4.3 w [H4]).
Dla dowolnego obszaru klasy D € CH' oraz T > 0 istnieje stata C = C(n,r,T) taka, Ze

po(t, z,y)

> Cp(t, x,
p(t,2,y) . .

5 () (60 (542) + \/Z)) (1 o) (3 (45) + \/%)) |

(1 A ‘W) + (1 5 2o2¥on (#’)) (1 L (5‘”))] (38)

~ Cp(t,z,y) (1 A ; ;

Pierwszym i najwazniejszym krokiem dowodu jest pokazanie nieréwnosci pp(t,z,y) =
C (1 A M) p(t,z,y) w przypadku zbioru D = Jg 1, := B,(0, R) U ((0, L) x B,,_1(0, R))
(potowa "pigutki”) dla = (L — v/£,0,0,...,0), y1 < 0, gdzie C nie zalezy od R ani L.
Nastepnie uogdlniamy te nieréwno$é¢ na dowolny zbiér D € CH! dla dp(x) > t poprzez
wpisanie Jp w D w taki sposéb, aby d;, , () = dp(x). Na koniec korzystamy dwukrotnie
z tozsamosci Chapmana-Kolmogorowa i poprzez odpowiednie manipulacje otrzymujemy (38).

Z nieréwnosci (37) i (38) tatwo widaé, ze jesli dla danego obszaru D klasy C! istnieje
stata C' taka, ze 1 < dp, (L‘gy) /6p (L‘gy) < (' dla wszystkich x,y € D, wtedy oszacowania
w Twierdzeniach 9 i 10 sg poréwnywalne, co daje nam ostre dwustronne oszacowania. Nie-
stety taka stala nie musi istnie¢. Aby opisaé zbiory, dla ktorych wyprowadzimy dwustronne

ostre oszacowania, wprowadzimy nastepujace charakterystyki scisle wypuktych obszaréw D
klasy C*!

L )
QD = w,zengf,w;éz (us(wz-Z)’
Rp := min inf o (w;rz) inf sup Op (m)

w,2€0D,w#z § (w‘i‘z)’w,zeaD,w;&z = 0 W (m ’
op(F2)<1 Ho \ 72 p(F=)>1 6;?%);1 i, (m)

oraz odpowiadajace im rodziny zbioréw:

Sq = {D € C"'(R") : D jest scisle wypukly, Qp > 0},
Sp = {D € CH(R™) dla pewnego r > 0 : D jest $cisle wypukty, Rp > O}.

22



Warunek @Qp > 0 oznacza, ze dla dowolnych w, z € 0D odlegtosé od punktu “’T*Z do brzegu
0D jest poréwnywalna z jego odlegtoécia do P, oraz P,. JeSli Rp > 0, to warunek jest
stabszy o ile dp (“’T*Z) > 1, poniewaz wtedy wystarczy istnienie punktu na odcinku wz,
ktorego odlegtosé od 0D jest wigksza niz 1 oraz poréwnywalna z odlegtoscia od P,. Kilka

uwag:
1.0<@p <Rp <L

2. W definicji Qp oraz Rp punkty w i z sg brane jedynie z brzegu zbioru D, a nie z jego
wnetrza, co utatwia szacowanie tych charakterystyk.

3. Jesli D € Sg, wtedy D jest ograniczony (Lemma 5.2 w [H4]). Wprowadzenie charakte-
rystyki Rp wynika z potrzeby rozwazania zbioréw nieograniczonych.

4. W definicji Sg oraz Sk pojawia si¢ dodatkowy warunek $cistej wypuktosci. Okazuje
sie, ze w przeciwnym razie problem dwustronnych oszacowan mocno sie komplikuje
i ciezko opisa¢ je uniwersalnymi prawami. Zachecam czytelnika do analizy Przyktadu 3,
gdzie przedstawione jest nietypowe zachowanie jadra ciepta Dirichleta bardzo prostego
niescisle wypuktego zbioru.

5. Obie klasy 8¢ oraz 8p zawieraja wiele istotnych i nietrywialnych zbioréw (patrz przy-
ktady 1 oraz 2). Ponadto skonstruowanie obszaru $cisle wypuklego klasy CH, ktéry
nie nalezy do klasy S wydaje sie zadaniem bez tatwego rozwigzania.

Twierdzenie 11. Jesli D € 8¢, wtedy

pD(tv z, y)

" Ly a ) [(1 N (SD(x)éD(y)> . (1  9(@)dp ("’ﬁy)) (1 NGO (x;y))]

gt [(10 20 (10 0 ) (i )]

t
zachodzi dla x,y € D oraz 0 <t <T.

Okazuje sig, ze 8 jest wlasciwa podklasa obszaréw klasy Cb! dla ktérych oszacowania
z Twierdzenia 10 sa obustronnymi oszacowaniami.

Twierdzenie 12. Niech D bedzie Scisle wypuktym obszarem klasy C*' oraz T > 0. D € 8g
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

pD(ta z, y)

£ p(t,z,y) [(1 A ‘W) i (1 A op(z)op (T’)) (1 . 5p(y)dp (x;y))]

t t

zachodzi dla wszystkich v,y € D 10 <t <T.

Gdy ostabimy warunek @Qp > 0 do Rp > 0, wtedy dwustronne ostre oszacowania jadra
ciepta pp(t,x,y) maja taka postaé jak w Twierdzeniu 9, ktéra jednak juz niekoniecznie jest
poréwnywalna z ta z Twierdzenia 10.
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Twierdzenie 13. Jesli D € Sg, to
rT,Rp ) )
polt,z,y) "= p(t,z, y) [(1 A 5(33)3(‘”)) + <1 p 2112)0, (Y) <$>fo <y)> <1 5 0 8)0m, (2) (:”))]

t

zachodzi dla x,y € D, 0 <t < T, gdzie H,, H, sq dowolnymi pétprzestrzeniami takimi, ze
D c H,, Hy oraz 6p(x) = 0n, (), 0p(y) = 0m,(y).

Uwaga 14. Podobnie jak w (22) oraz we Wniosku 8, gestos¢ qp(t, x, y) czasu i miejsca pierw-
szego wyjscia ze zbioru jest skierowana do wewnatrz pochodna normalng funkcji pp(t, z,y)
i dzigki temu kazde oszacowanie jadra ciepta Dirichleta, oznaczone ponizej przez f(t,z,y),
mozna przeksztalcié¢ w oszacowanie funkcji ¢p(t, z,y) poprzez obliczenie granicy

o {2y
sy)—o  I(y)

Przyktadowo z Twierdzenia 13 mozemy wywnioskowaé, ze jesli D € 8Sgr, wtedy qp(t,z,y)
posiada ostre dwustronne oszacowania postaci

o P,y) Kl A 5(570)t5(y)> N (1 A 6Hw($)t5Hw (y)> (1 A 5Hy(y)ny (@)]

(5(1yi)—>0 i(y)
0w, ()0m, (y)>
t

_ p(t7x,y)1 lé(m) + (1 A S, (x)} 7

gdzie skorzystaliSmy z réwnosci §(y) = om, (y).

Przyktady

Pierwszy przyktad dotyczy wnetrza paraboloidy oraz jej uogélnien. Badanie obszaréw tego
typu sprawia wiele trudnosci, poniewaz ani nie sg ograniczone, ani ich dopetnienie nie jest
ograniczone. W pracy [30] znajduja sie oszacowania jadra ciepta Dirichleta z r6znymi statymi
w eksponentach, natomiast w pracach [2, 41] badany byl pierwszy czas wyjscia z tych zbioréw.

Przyktad 1 (Proposition 5.6. w [H4]).

Rozwazmy zbiér U = {z € R" : z, > al(xy,...,xp—1)P}, gdzie p > 2, n > 2 oraz a > 0.
Zachodzi U € 8i. W konsekwencji jadro ciepta py(t,x,y) posiada oszacowania opisane
w Twierdzeniu 13 ze statymi zaleznymi od n, T a, p.

Nastepnie rozwazymy ograniczone podzbiory R? z analitycznym brzegiem.

Przyktad 2 (Proposition 5.7. w [H4]).

Dla n = 2 klasa 8¢ zawiera $cisle wypukte obszary ograniczone z analitycznym brzegiem.
W konsekwencji jadro ciepta Dirichleta takich zbioréw posiada oszacowania zaroéwno z Twier-
dzenia 13 jak i z Twierdzenia 12.

Na koniec rozwazmy nastepujacy zbior
S = (Ba(=1,0), 1)) U ((=1,1) x (=1,1)) U (Bx((1,0),1)) C R?,

ktéry to jest po prostu kwadratem (—1,1) x (—1,1) z dwoma pétkolami dodanymi do jego
dwoéch przeciwlegtych bokéw. Znany jest pod nazwa stadion. Nastepny przyktad poka-
zuje, ze dla pewnego zakresu argumentéw jadro ciepta ps(t, x,y) nie spelia oszacowan ani
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z Twierdzenia 9, ani tych z Twierdzenia 10. Argumenty przestrzenne, dla ktorych pojawia sie
to zachowanie, potozone sg na przeciwleglych koncach 'ptaskiej’ czesci brzegu, co sugeruje,
ze niescista wypuktosé zbiorow rzeczywiscie sprawia, ze oszacowania wyprowadzone w tym
rozdziale nie sg spetione.

Przyktad 3 (Example 5.1 w [H4]).
Niech x,y € S beda takie, ze 1 < —1, 41 > 1, 29, y2 = 1 — 17, v > 0 oraz d5(x), ds(y) < t'17,
gdzie t < 1 (patrz rysunek ponizej).

Dla 0 < v <

ps(t, =, y) = p(t,z,y)

t t t
adlay> % zachodzi
ps(t,z,y) ~ p(t,x,y) [(1 A W) + (1 A W) (1 A W)] _
Niemniej jednak dla % <y < % dostajemy
psttay) ~ Wy ) (39)

podczas gdy

( - 55(93)53@)) . (1  Fs(@)ds (2”)) (1 \ Fs®)ds (2”)) _ ds(2)3s(y)

t t t t
6(z)(y) Or, ()0m, (y) O, (¥)0nm, (x)\ _ ds(x)ds(y) _  ds(x)ds(y)
o) ) ) i st
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4.5 Opis wkladu w prace

Ponizej opisuje moj wktad w powstanie artykutéw stanowiacych osiggnigcie.

[H1] Bytem pomystodawca oraz wykonawca dowodu gérnych oszacowan funkeji pg“ ) (t,z,y)
(Proposition 3.2 w pracy) oraz autorem gltéwnych krokéw w oszacowaniach dolnych
(Proposition 3.1), mianowicie w przypadku gdy x < 1/4 oraz p > —1/2. Moi wspétau-
torzy otrzymali wczesniej oszacowania pokrywajace cze$¢ wymienionych wynikow, ale
metody przez nich zaproponowane byly standardowe lub nie zostaty w pracy uzyte.

[H2] Praca samodzielna.

[H3] Gorne oszacowania zostaly udowodnione gltéwnie przeze mnie, poza nieréwnoscia (35)
((3.2) w [H3]), ktora i tak sam zaproponowatem. W przypadku dolnych oszacowan je-
stem autorem gtéwnych idei dowodowych oraz wykonatem wstepne obliczenia. Podczas
pracy nad gornymi oszacowaniami zaproponowatem koncowsq, prawidtows hipoteze.

[H4] Praca samodzielna.

4.6 Podsumowanie i znaczenie wynikéw

Moje osiagniecie moze by¢ ogdlnie okreslone jako wyprowadzenie ostrych oszacowan jader
ciepta Dirichleta oraz gestosci rozktadu czasu i miejsca pierwszego wyjscia z danego zbioru
dla ruchu Browna oraz procesu Bessela, ze specjalnym naciskiem na zachowanie eksponen-
cjalne. Procesy te sa ze sobg zwigzane poprzez fakt, ze norma ruchu Browna ma taki sam
rozktad jak proces Bessela z odpowiednim indeksem. Rozwazane przeze mnie funkcje sa
obiektami podstawowymi w swoich dziedzinach; petnig wazng role zaréwno w teorii proce-
sow stochastycznych, analizie matematycznej, jak i fizyce i sg obiektem badan nieprzerwanie
juz od dziesigtkéw lat. Pomimo tego otrzymane przeze mnie wyniki sa pierwsze w swoim
rodzaju. Doktadne oszacowania pozwalajg na lepsze zrozumienie zachowania badanych funk-
¢ji i na poréwnanie ich z globalnym jadrem ciepta oraz umozliwiajg dalsze badania np. nad
asymptotykami czy jadrami rezolwent. Ostre oszacowania byty juz znane w przypadku funk-
cji Greena i jader Poissona dla omawianych proceséw (patrz [29, 68]), a takze dla jader
ciepta Dirichleta duzej klasy proceséw Lévy’ego oraz Markowa (patrz m.in. [6, 7, 16, 31]),
gdzie jednakze nie wystepuje zachowanie eksponencjalne. Naturalnym wiec byto zmierzy¢ sie
z analogicznymi zagadnieniami w przypadku tak klasycznych proceséw jak ruch Browna czy
proces Bessela. Sukces przeprowadzonych badan moze zachecaé¢ do kontynuacji prac w tym
kierunku.

Osiagniecie tych wynikow byto mozliwe dzieki potaczeniu metod probabilistycznych oraz
analitycznych. Dodatkowo pojawito sie rowniez sporo argumentéw geometrycznych. Kom-
binacja ta wydaje sie niezwykle skuteczna wzgledem rozwazanych probleméw i powinna daé
sie zaadoptowaé¢ w przypadku innych dyfuzji czy zbioréw o mniej regularnym brzegu. Czes¢
metod z pracy [H3| zostala juz wykorzystana w artykule [54] do uzyskania jednostajnych
oszacowan funkcji Greena kuli w przestrzeni hiperboliczne;j.

Temat ktorego dotyczy osiagniecie, pomimo swojej dtugiej historii, wcigz nalezy do gtow-
nego nurtu badan w matematyce. Osiggniete w pracach rezultaty sg nie tylko wzmian-
kowane w innych pracach, ale takze stosowane czy rozszerzane przez innych matematy-
kéw. W szczegdlnosei oszacowania jadra ciepta Fouriera-Bessela z pracy [H1] zostaly uzyte
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do oszacowania gestosci rozktadu maksimum mostu Bessela [36], do udowodnienia ograni-
czono$ci operatora 7-Littlewooda-Paley’a-Steina [5] czy operatora maksymalnego zwiaza-
nego z rozwinieciem Fouriera-Bessela [40], a takze do pokazania jednostajnego ograniczenia
w normie L! pétgrupy zwiazanej z atomows przestrzenia Hardy’ego [11]. Oszacowania gesto-
Sci czasu pierwszego wyjscia z pracy [H2] pomogly autorowi [59] w obliczeniu asymptotycz-
nej predkosci wzrostu populacji oraz autorom [3] w ograniczeniu odlegtoéci miedzy procesem
Lévy’ego X typu cadlag na osrodkowej przestrzeni Banacha a pewna rodzing proceséw ad-
aptowalnych wzgledem filtracji generowanej przez X. Ponadto w pracy [4] wyprowadzone
zostaly nowe, niezalezne od indeksu ograniczenia momentéw pierwszego czasu wyjscia dla
procesu Bessela, podczas gdy wyniki pracy [H2] implikuja ograniczenia zalezne od indeksu.
W koricu artykut [H3] byt jedna z motywacji do badan, ktére zostaly zwiericzone praca [48].
Ostatni element osiagniecia - praca [H4] - nie byt jeszcze cytowany, ale zostal opublikowany
dopiero niedawno. Wydaje sie jednak najbardziej wartosciowym w osiggnigeciu, poniewaz
oszacowania w nim zawarte dotycza szerokiej klasy zbioréw, nie tracac przy tym na jakosci
i na przyktad obejmuja prace [H3| jako szczegdlny przypadek.

Podsumowujac, moje osiggniecie wnosi wktad w klasyczng teorie potencjatu poprzez osza-
cowania jader ciepta Dirichleta oraz gestosci rozktadu czasu i miejsca pierwszego wyjscia ze
zbiorow dla ruchu Browna i procesu Bessela, przyréwnujac je do globalnych jader ciepta.
Zagadnienia tego typu sg zwigzane miedzy innymi z wlasno$cig niewyczuwania brzegu wpro-
wadzong przez Marca Kaca w 1950 roku i moga by¢ rozumiane jako kontynuacja badan
w tym kierunku. Rozwinieta metodologia oparta na potaczeniu prawdopodobienstwa i ana-
lizy wydaje si¢ mie¢ zastosowania przy réznorodnych zatozeniach. Otrzymane wyniki zostaty
juz zauwazone i wykorzystane przez innych matematykéw. Ponadto méj wktad w artykuty
stanowigce osiagniecie jest w kazdym przypadku pelny lub dominujacy, co potwierdza moje
mozliwosci do prowadzenia samodzielnych badan.
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9 Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywno$cig naukowa
w wiecej niz jednej uczelni, w szczegdblnosci zagranicznej.

W trakcie mojej kariery odbytem 3 staze naukowe na Nanyang Technological University
(NTU) w Singapurze pod opieka prof. Nicolasa Privault. Mialy one miejsce w terminach
13.05-30.09.2015, 02.10.2017-18.02.2018 oraz 18.02.— 25.08.2019. Na pierwszy staz dostatem
sie poprzez aplikacje, dwa kolejne byly juz na zaproszenie. W szczegdlnoéci pomagatem
w pracach nad wnioskiem o grant, z ktorego finansowany byt moj trzeci pobyt. Stosunkowo
krotkie okresy trwania wynikajg jedynie ze wzgledéw prywatnych - duza odlegto$é¢ od Polski
oraz brak mozliwosci pracy mojej zony w swoim zawodzie w Singapurze - kraj ten znany jest
z bardzo ostrych przepisow.

W trakcie stazy badatem zagadnienia zwiazane z metoda Steina, przyblizaniem rozkta-
dem normalnym i ich zastosowaniem do graféw losowych. Singapur wydaje si¢ doskonatym
miejscem na zglebianie tej tematyki, gdyz uczen Charlesa Steina i jednocze$nie autor me-
tody Steina-Chena (wariacji metody Steina) Louis Chen jest Singapurczykiem i pracuje na
zaprzyjaznionym z NTU National University of Singapore. Pomimo iz byty do dla mnie nowe
tematy, wspotpraca z prof. Privault szybko nabrata tempa i jeszcze w roku 2015 ukoniczyliSmy
pierwsza wspdlng prace [50], opublikowana ostatecznie w roku 2018. Od tego czasu opubliko-
wali$my jeszcze trzy prace [51, 52, 53]. Jednym z wazniejszych owocdw naszej wspolpracy jest
rozwiazanie 30-sto letniego problemu zwiazanego z predkoscia zbieznosci znormalizowanego
rozkladu liczby kopii ustalonego grafu w modelu Erdésa-Rényi’ego G(n,p) grafu losowego
[51].

Cho¢ od ostatniego stazu minety 3 lata, jestedmy z prof. Privault w staltym kontakcie
i kontynuujemy wspotprace. W szczegdlnoéci odwiedzitem go w marcu 2022 roku na dwa
tygodnie oraz prowadzimy badania zwigzane z moim grantem.

6 Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz
popularyzujacych nauke lub sztuke.

Osiggniecia dydaktyczne:

o W przeciagu swojej pracy, czyli od roku 2010 (doktorat realizowalem w ramach pracy
na stanowisku asystenta) prowadzitem 116 kurséw - zaréwno ¢wiczenia (107), jak
i wyktady (13). Wiekszo$¢ z nich (111), co do$é typowe na Politechnice Wroctawskiej,
byto kursami ogélnouczelnianymi - prowadzone byty dla kierunkéw niematematycz-
nych na réznych wydziatach uczelni. Cztery z nich odbywaty si¢ w jezyku angielskim.
Ponadto dwunastokrotnie prowadzitlem kursy na kierunkach matematycznych, miano-
wicie Analize matematyczng 2 i 3, Wstep do rachunku prawdopodobienstwa, Rachunek
prawdopodobienstwa, Matematyke dyskretna oraz Wstep do logiki i teorii mnogosci.

Dodatkowo, w ramach zastepstw, prowadzitem takie przedmioty jak Statystyka czy
Wstep do Proceséw Stochastycznych. We wszelkich statystykach ujatem jedynie kursy,
ktorych bytem gtéwnym prowadzacym. Ponizej doktadne zestawienie.
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Wykaz kurséw ogoélnouczelnianych:

Kurs Cw. | Wykt.
Analiza matematyczna (1 lub 2)! | 47 4

Algebra z geometria analityczna 24 1
Matematyka dyskretna 22 1
Rachunek prawdopodobienstwa 1
Mathematics (w j.ang.) 1 1

Algebral (w j.ang.)

Wykaz kurséw na kierunkach matematycznych:

Kurs Cw. | Wykt.
Wstep do rachunku prawdopodobienstwa
Rachunek prawdopodobienstwa
Matematyka dyskretna

Wstep do logiki i teorii mnogosci
Analiza matematyczna M2

Analiza matematyczna M3

— = = =W
(N}

o Jestem opiekunem dwdéch kurséw na Wydziale Matematyki - Matematyki dyskretne;j
oraz (wspotopiekunem) Teorii graféw. Wiaze sie z tym m.in. opracowanie programu
oraz efektow ksztatcenia tych kurséw.

o Pehitem role promotora pomocniczego w przewodzie doktorskim doktora Kamila
Bogusa.

« Pod moja opieka tytut licencjata otrzymaty 3 osoby:
Jana Wilczynska (2019)
Klaudia Pytel (2020)
Barbara Maziarz (2021).

Osiggniecia organizacyjne:

o W roku 2019 razem z prof. K. Bogdanem, dr. hab. K. Kaleta oraz dr. hab. P. Szto-
nykiem zalozylem i dalej kieruje seminarium naukowym Grafy losowe i struktury
dyskretne. Celem seminarium jest rozszerzenie zainteresowan naukowych na uczelni
w kierunku matematyki dyskretnej, a w szczegdlnosci graféw losowych, ktére petnia
coraz wieksza role we wspotczesnej matematyce. Jedna z motywacji do zatozenia semi-
narium byty moje badania prowadzone nad grafami losowymi razem z prof. Nicolasem
Privaut.

o Dwukrotnie - w latach 2015 oraz 2019 bylem cztonkiem komitetu organizacyjnego
miedzynarodowej konferencji Probability and Analisys odbywajacej sie w Bedlewie.
W tegorecznej edycji naleze dodatkowo do komitety naukowego.

o« W latach 2011-2014 bytem cztonkiem Rady Wydzialu Podstawowych Probleméw
Techniki Politechniki Wroctawskiej. Od 2021 jestem cztonkiem Rady Wydzialu Mate-
matyki.

'W nazwach kurséw pojawialy sie drobne réznice, ale materiat byt bardzo podobny wiec podobne kursy
zostaly potraktowane zbiorczo
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o« W latach 2011-2014 pomagatem w organizacji finatléw krajowych eliminacji do
Miedzynarodowych Mistrzostw w Grach Matematycznych i Logicznych, ktére odbywaja
sie na Politechnice Wroctawskiej, a zwyciezcy biora udzial w miedzynarodowym finale
w Paryzu.

o W roku 2009 bytem wspotzatozycielem studenckiego Kota Naukowego Matema-
tyki, ktore preznie dziata az do dzisiaj.

Osiggniecia popularyzujagce nauke:

o W semestrach zimowych 2020/21 oraz 2021/22 prowadzitem autorski kurs w ramach
Studium Talent. Kursy tego typu sa przeznaczone dla licealistéw - maja ich zainte-
resowaé danym przedmiotem (w tym wypadku matematyka) na poziomie studenckim
oraz, poprzez egzamin koncowy, umozliwi¢ zdobycie dodatkowych punktéw w rekrutacji
na Politechnike Wroctawska.

e W dniu 9 pazdziernika 2021 wygtositem popularnonaukowy referat ”Grafo-mania”
w ramach ogélnopolskiego wydarzenia Noc innowacji.

e W dniach 25 oraz 28 kwietnia 2022 wyglositem dwa zdalne referaty dla licealistow
w ramach dolnoslaskiego Tygodnia matematyki organizowanego przez Politechnike Wro-
ctawska.

o W semestrze letnim roku szklonego 2021/22 prowadzitem kétko matematyczne a
Akademickim Liceum Ogodlnoksztalcacym we Wroctawiu.

o W roku szkolnym 2021/2022 opiekowalem sie uzdolnionym uczniem Akademic-
kiego Liceum Ogdlnoksztatcacego we Wroctawiu poprzez regularne spotkania i rozmowy
na najrozniejsze tematy matematyczne.

7 Inne wazne informacje dotyczace kariery zawodowej.

o W roku 2022 moj projekt Centralne twierdzenie graniczne dla ogélnych funkcjonatow

z zastosowaniami w grafach losowych otrzymal finansowanie od Narodowego Centrum
Nauki w ramach konkursu SONATA 17.

o W roku 2021 zostatem wybrany na dwuletnig kadencje¢ do Academia Iuvenum - no-
wego ciala na Politechnice Wroctawskiej zrzeszajacego 48 wybitnych mltodych (do 35
roku zycia) naukowcéw z uczelni. Celem Academii Tuvenum jest wsparcie wyrdznia-
jacych sie mtodych naukowcow oraz zmotywowanie do interdyscyplinarnej wymiany
intelektualnej.

o W latach 2014, 2017 oraz 2021 otrzymywatlem Nagrody Rektora Politechniki Wro-
ctawskiej za wybitny wktad w rozwdj uczelni

o W roku 2010 zdobytem IIl-cig nagrode w XLIV ogélnopolskim Konkursie PTM na
najlepsza prace studencka z teorii prawdopodobienstwa i zastosowan matematyki

o W semestrze zimowym 2018-19 otrzymywatem dotacje celowa z MNiSW dla mtodych
naukowcow.
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