1

PODPIS ZAUFANY

KAROL MATEUSZ
SZCZYPKOWSKI

Aut Oreferat % 21.04.2024 09:48:02 [GMT+2] ‘

Imie i nazwisko.

Karol Szczypkowski

2010

2014

Posiadane dyplomy, stopnie naukowe lub artystyczne — z po-
daniem podmiotu nadajgcego stopien, roku ich uzyskania oraz
tytulu rozprawy doktorskiej.

dyplom magistra inzyniera matematyki,

Instytut Matematyki i Informatyki

Wydziat Podstawowych Probleméw Techniki

Politechnika Wroctawska

Tytut pracy: Time-dependent gradient perturbations of transition densities of stable
processes

Promotor: dr hab. Tomasz Jakubowski, prof. PWr.

dyplom doktora nauk matematycznych,

Instytut Matematyki i Informatyki

Wydzial Podstawowych Problemoéow Techniki

Politechnika Wroctawska

Tytut rozprawy: Procesy stochastyczne z dryfem

Promotor: prof. dr hab. Krzysztof Bogdan

Promotor pomocniczy: dr hab. Tomasz Jakubowski, prof. PWr

Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach na-
ukowych lub artystycznych.

20102017 Politechnika Wroctawska

Stanowisko: Asystent

od 2017 Politechnika Wroctawska

Stanowisko: Adiunkt

2014-2017 Universitat Bielefeld, Niemcy

Stanowisko: Postdoc

Dokument podpisany elektronicznie
podpisem zaufanym



4 Omoéwienie osiggnieé, o ktérych mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2
Ustawy.
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Niesymetryczne nielokalne operatory typu Lévy’ego.

Lista publikacji sktadajacych sie na osiggniecie naukowe:

[H5] J. Minecki, K. Szczypkowski
Non-symmetric Lévy-type operators
Math. Nachr. DOI: 10.1002/mana.202300150

[H4] K. Szczypkowski
Fundamental solution for super-critical non-symmetric Lévy-type operators
Adv. Differential Equations 29 (5/6), 291-338, 2024.

[H3] T. Grzywny, K. Szczypkowski
Estimates of heat kernels of non-symmetric Lévy processes
Forum Math. 33 no. 5, 1207-1236, 2021.

[H2] T. Grzywny, K. Szczypkowski
Lévy processes: concentration function and heat kernel bounds
Bernoulli 26(4), 3191-3223, 2020.

[H1] T. Grzywny, K. Szczypkowski
Heat kernels of non-symmetric Levy-type operators
J. Differential Equations 267 (10), 2019.

4.1 Wstep

Matematyka odgrywa bardzo wazng role w opisywaniu rozmaitych zjawisk fizycznych, bio-
logicznych, ekonomicznych oraz spotecznych. Dostarcza ona precyzyjnego jezyka, czesto ta-
czacego analize z probabilistyke, w ktérym pojawiaja sie pojecia takie jak proces stocha-
styczny, generator infinitezymalny, pélgrupa oraz gesto$é przejscia (jadro ciepta). Proces
stochastyczny reprezentuje poszczegdlne realizacje zjawiska na pewnej przestrzeni probabili-
stycznej, podczas gdy generator stuzy jako narzedzie analityczne, opisujace $rednie zmiany
w nieskonczenie matych przedziatach czasu. Pétgrupa ma za zadanie uchwyci¢ ogolne, usred-
nione zachowanie procesu, natomiast jadro ciepta oferuje bardziej szczegdétowy niz pdtgrupa
wglad w proces. Zwiazek miedzy generatorem a jadrem ciepta polega na tym, ze to ostatnie
jest (w odpowiednim sensie) rozwigzaniem fundamentalnym réwnania ciepta (parabolicznego
réwnania rézniczkowego czastkowego) opartego na tym generatorze.

Przyktadem wartym uwagi jest tu proces Wienera (znany réwniez jako ruch Browna),
ktory przedstawia ciggly ruch czasteczki. Jest on generowany przez operator Laplace’a, a
odpowiadajgca mu pdigrupa dana jest jawnie przez jadro Gaussa-Weierstrassa, ktére jest
rozwigzaniem fundamentalnym klasycznego réwnania ciepta dyu = Awu. Ten model sigga
poczatkéw XX wieku i jest zwigzany z takimi nazwiskami jak L. Bachelier, A. Einstein i M.
Smoluchowski.



Zaréwno w ubiegltym wieku, jak i w ostatnich latach wiele wysitku wlozono we wpro-
wadzanie i proby zrozumienia réznorodnych uogoélnien powyzszego modelu. Poniewaz moga
by¢ one realizowane w wielu kierunkach, motywacja do wybranego przez nas podejscia be-
dzie twierdzenie Courrege’a-Waldenfels’a, ktore mowi, ze generator infinitezymalny pétgrupy
fellerowskiej z dostatecznie bogata dziedzing jest operatorem typu Lévy’ego, patrz [8, The-
orem 2.21], [30, Theorem 4.5.21]. Jednakze konstrukcja pétgrupy na podstawie danego ope-
ratora typu Lévy’ego ze wspdtczynnikami, ktore nie sg stale, jest wymagajacym zadaniem, a
zbadanie jej jadra ciepla jeszcze trudniejszym, patrz [8, Chapter 3]. Operator £ nazywany
operatorem typu Lévy’ego, jesli jest okreslony na funkcjach gtadkich o zwartym noséniku i
dany jest dla nich nastepujacym wzorem:

02 f

ZLf(x) =c(@)f(z) +bx) V(@) + > az‘j(x)m(l’)

+ /Rd (f(w +z) — f(x) — 1< (2, Vf(x)>>N(m,dz) .

c(x), b(z), a;j(x) sa pewnymi funkcjami, a N(z,dz) jest miara intensywnosci. Pézniej be-
dziemy je nazywaé¢ wspotczynnikami. Musza one spetnia¢ pewne naturalne warunki. Ponadto
(A, N,b) z macierza A = [a;j] bedziemy nazywaé trojka generujaca. Wspdtezynniki modelujg
zachowanie czastki w punkcie . Na przyklad wektor b(z) definiuje dryf, podczas gdy N(z, B)
jest intensywnoscia skokéw z  do zbioru z + B C R?. Powiemy, ze wspétezynniki sg stale,
jedli ¢(x) = ¢, b(x) = b, a;5(z) = a;; 1 N(z,dz) = N(dz).

Naszym celem jest wyznaczenie warunkéw naktadanych na wspotezynniki operatora, ktore
wystarczg do tego, aby miat on rozszerzenie do generatora potgrupy fellerowskiej. Ponadto
warunki te powinny umozliwi¢ analize odpowiadajacego mu jadra ciepta. Gtéwna uwage
skupimy na czesci nielokalnej (catkowej) operatora, réwnoczesénie dbajac o to, aby klasa roz-
wazanych operatoréw byta dostatecznie bogata. W naszych badaniach termin niesymetryczny
odnosi sie do faktu, ze ze wzgledu na strukture rozwazanych przez nas operatoréw, niezaleznie
od symetrii lub braku symetrii miary N (z, dz) dla ustalonego =, moga one nie mie¢ rozszerzen
samosprzezonych. Dlatego podejscie oparte o formy Dirichleta [23] nie ma tutaj zastosowania.
Jednoczesnie zwracamy szczegblng uwage na to, w jaki sposéb brak symetrii miary N(z,dz)
wptywa na nasze wyniki, poniewaz zazwyczaj powoduje on dodatkowe trudnosci. Zauwazamy
rowniez, ze istniejg metody oparte o rachunek symboliczny, ale zazwyczaj wymagaja one du-
zej regularnosci wspolezynnikéw [29]. Jest to ograniczenie, ktérego nie chcemy wprowadzaé.

Nasz plan dzialania jest nastepujacy. Najpierw badamy operatory Lévy’ego, czyli te o
stalych wspotezynnikach. Ten krok mozna uznaé za odrebny temat z wtasng motywacja, ttem
historycznym oraz obszerna literatura i jako taki jest tematem prac [H2] i [H3]. Uzyskane
wyniki wykraczaja znacznie poza funkcje pomocnicze stuzace do osiagniecia gtownego celu.
W pracy [H2], dla ogélnych operatoréw Lévy’ego, przeprowadzona jest doglebna analiza w
celu zrozumienia roli nastepujacego oszacowania na gtéownej przekatne;j:

Sélﬂg)dp(t, x) <c {h’l(l/t)}_d,

gdzie h jest funkcja koncentracji (nazywana takze funkcja Pruitta), wraz z jego konsekwen-
cjami dla dosé delikatnych dolnych oszacowan p(t, z). Doktadniej, dotycza one dolnych osza-
cowani p(t, z + O) na przekatnej lub w jej poblizu, gdzie © € R? jest pewnym przesunieciem.
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Zagadnienie to jest dalej badane w kontekscie dynamicznego rozktadu procesu poprzez pro-
cedure wycinania czesci matych skokéw, ktora przy odpowiednich dodatkowych zatozeniach
moze prowadzi¢ do precyzyjnej lokalizacji ©. Nastepnie w pracy [H3] skupiamy sie gtéwnie na
czysto nielokalnym przypadku (a;; = 0) i rozwazamy, miedzy innymi, bardzo niesymetryczne
miary N(dz) pod katem dolnych i gbérnych oszacowan jadra ciepta poza przekatna.

Przypadek jednowymiarowy jest szczegdlny z uwagi na prostsza geometrie, co pozwala
uwzglednia¢ miary N(dz), charakteryzujace si¢ catkowicie r6znym zachowaniem na ujemne;
i dodatniej potprostej. Posréd wynikéw obejmujacych dowolne wymiary znajduje sie naste-
pujace gorne oszacowanie jadra ciepta i jego pochodnych:

|@w p(t, T + tb[h71(1/t)]>| <c [h_l(l/t)} Tt(I) ,

ktore jest prawdziwe, gdy N(dz) jest poréwnywalna z izotropowa miara unimodalna v(z)dz
oraz jest spelniony pewien warunek stabego dolnego skalowania. Te nieréwnosci stanowig
podstawe do analizy operatoréw o zmiennych wspotczynnikach. Tutaj YT, jest tzw. funkcjg
ograniczajgcg, wyrazong jawnie przez h oraz jej wariant oznaczany przez K, natomiast b, jest
pewnym wektorem w R?. Typowym przykladem v jest tutaj izotropowa a-stabilna miara
Lévy’ego, tj. v(2) = caalz|7%7%, gdzie a € (0,2). W tym przypadku

— o . —d/o t
10, p(t, & + thp-1(1yen)| < ™ V* min {t Y ’|x|d+a}'

Po poczatkowej fazie, w pracach [H1], [H4] i [H5] analizowane jest obiecujace, cho¢ tech-
nicznie wymagajace podejécie oparte na tzw. metodzie parametrysy (Levi’ego), dostosowanej
do pojawiajacych sie przeszkod i wykorzystanej do badania operatoréw o zmiennych wspot-
czynnikach. Doktadniej, rozwazamy operatory postaci:

e f(@) = [ (Fla+2) = f(@) = L (2 V@)l 2) I (2) dz, (1)
L5 f(x) = / (f(x+2) = f(@)n(e, 2)J(2) dz, (2)
- = / [z +2) + fla —2) — 2f (2))r(z, 2) ] (2) d= (3)

Bedziemy zawsze zakladaé, ze k(x,z) jest $cisle dodatnia, ograniczona i hélderowsko cia-
glta wzgledem x, podczas gdy J(z)dz jest poréwnywalna z izotropowa, unimodalna miara
v(z)dz i warunek stabego dolnego skalowania jest spelniony. Dodatkowe ograniczenia moga
sie pojawi¢ w zaleznosci od doktadnego kontekstu. Mimo to klasa rozwazanych operato-
row bedzie szeroka i znaczaco powiekszy niektére klasy omawiane wcezesniej w literaturze,
na przyklad w [10,32,36]. Z uwagi na duze zainteresowanie tematem operatoréw o zmien-
nych wspotezynnikach, istnieje wiele ciekawych wynikow, ktére obejmujg inne klasy ope-
ratorow, takze w kontekscie stochastycznych réownan rézniczkowych. Niektore z nich maja
niepuste przeciecia z omawianymi tutaj. Dla przyktadu wymienimy kilka takich artyku-
tow: [7,12,35,39,41,47,48,50,51,54]. W pracach [H1|, [H4] i [H5] poruszane sa nastepujace
kwestie: istnienie i jednoznaczno$¢ (stabego lub punktowego) rozwiazania fundamentalnego
p*(t, z,y) réwnania
Owu(t,x) = LEu(t, x),

jego oszacowania, regularnosé¢ (patrz takze [59]) oraz inne whasnosci jakosciowe, a takze wta-
snosci odpowiadajacych mu pétgrup i ich generatoréw w réznych przestrzeniach funkcji. W

4



pracy [H5] proponujemy takze ogdlne funkcjonalno-analityczne podejécie do metody Levi’ego,
aby utatwi¢ przyszte zastosowania tej techniki.

Biorac pod uwage twierdzenie Courrege’a-Waldenfelsa, gtownym obiektem naszych zainte-
resowan jest operator (1). Jesli miara jest symetryczna, tj. k(z, z) = k(x, —2) 1 J(z) = J(—=2),
moze on by¢ wyrazony jako (3), co pozwala usunaé¢ sktadnik pierwszego rzedu z f i utatwia sy-
tuacje. Operator (2) rozwazamy przy zalozeniach, ktére gwarantuja, ze |, |z|x(x, 2)J(2)dz <
oo, wige (1) i (2) réznia sig operatorem pierwszego rzedu (), 25(z, 2)J(2),dz) -V f(x), zna-
nym jako kompensator, por. (4) z r = 0.

Na koniec oméwimy naiwne podejscie, ktore jako pierwsze przychodzitoby do glowy, czyli
zapisanie operatora £ w (1) nastepujaco:

e (@) = [ (fla+2) = (@) = Lajer o, V@) () d2

+ /Rd(f(x 2) = f(2) = Liper (2 V(@) k(2 2) — €] J(2) dz
=ec-Lf(x)+ L7 f(x),

gdzie L jest operatorem o stalych wspoélczynnikach. Stad £ moze by¢ traktowany jako
zaburzenie £. Jednakze £"~° nie moze by¢ uznany za mafg perturbacje £, poniewaz zazwyczaj
sa one tego samego (rézniczkowego) rzedu.

Inny rozklad operatora (1) bedzie przydatny podczas radzenia sobie z brakiem symetrii,
zwlaszcza w [H4] 1 [H5], dlar > 0

o f @) = [, (Fa+2) = £@) = Lajer (2 V(@) (o, 2 (2) d
(L2 (e = 1) e, 20 () d2) - D5 (a)

co interpretujemy jako rozbicie na wiodgcg cze$é nielokalng oraz cze$¢ wewngtrz dryfowq o
wspoOtczynniku

(4)

R SO NAR R i

W zwiazku z powyzszym artykuty [H1]-[H5] stanowia spdjny i znaczacy wktad w teori¢ nie-
symetrycznych operatorow typu Lévy’ego. Bardziej szczegotowa dyskusja na temat wynikow
jest przeprowadzona w podrozdziatach Rozdziatow 4.2 i 4.3.

4.2 Operatory Lévy’ego

Procesy Lévy’ego stanowia bogata klase modeli stochastyczych, ktére sa szeroko stosowane
i w wielu aspektach dobrze zbadane [1,57]. Wyniki prac [H2], [H3] postuza naszym celom
zwigzanym z operatorami o zmiennych wspétczynnikach, ale sa takze niezaleznie wazne dla
teorii proceséw Lévy’ego. Niech d € N oraz Y = (V})i»0 bedzie procesem Lévy’ego w RY.
Przypomnijmy, ze istnieje jednoznaczne przyporzadkowanie miedzy procesami Lévy’ego w R?
a stabo cigglymi pétgrupami splotowymi miar prawdopodobienstwa (F;)¢o na R%. Splotowa
struktura pozwala na wykorzystanie transformaty Fouriera do badania Y. Formuta Lévy’ego-
Chinczyna méwi, ze wyktadnik charakterystyczny W dla Y, zdefiniowany przez

R
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jest rowny

W(w) = (@, Az) =i (2,0) - [

o (ei<x’z> —1—1i(z,2) ]1|Z‘<1) N(dz),

gdzie A jest symetryczng, nieujemnie okre$long macierza, b € R? a N(dz) jest miarg
Lévy’ego, tzn. miarg spetniajaca

N({0}) =0, /Rdu A 2PN (dz) < 0.

Generatorem procesu Lévy’ego jest operator typu Lévy’ego o statych wspotezynnikach, gdzie
c =0, A=la;] oraz b i N sa jak wyzej. Skupimy si¢ na istnieniu i oszacowaniach jadra
ciepla, tzn. pochodnej Radona-Nikodyma dla P,(dz). W tym celu, dla r > 0, wykorzystamy

K

hr) =2 Al + [ (1 A ) N(dz)

72

oraz

K(r) = r 2| Al + 2 /| _ PN ().
x|<r

—tU(z —tRe[¥(z)]

Funkcja h nazywana jest funkcjq koncentracji. Zauwazmy, ze |e | =e zatem
jesli e~ jest bezwzglednie catkowalna, to mozemy uzyé odwrotnej transformaty Fouriera,
by wyrazié¢ gestos¢ przejscia nastepujgco:

p(t,z) = (27r)’d/d e 1@ ) gy
R

Czes¢ rzeczywista W to Re[V(z)] = (x, Az) + [ga (1 —cos (z, z) )N(dz). Rozwazmy jej ciagta,
radialng i niemalejacag majorante

U*(r) = sup Re[¥(z)], r>0.

|z[<r
Wiadomo, ze (patrz [25, Lemma 4])

1

S (U < W) < 2801/r).

Zatem h mozna uwazaé za prostsza wersje W*. W naszych rozwazaniach bedziemy uzywali
roéwniez efektywnego dryfu, ktéry jest suma dryfu zewnetrznego i wewnetrznego, por. z (5),

b, =b+ /Rd Z (]l‘z|<r — ]1|Z‘<1> N(dz) .
W calym rozdziale zakladamy, ze h(0") = oco.

4.2.1 Artykul [H2]

Przypomnijmy nastepujacy fakt dotyczacy $redniego czasu wyjscia z kuli o promieniu r > 0
przez scentrowany proces Lévy’ego (patrz [56]): istnieje stala ¢ > 0, ktora zalezy tylko od
wymiaru d i taka, ze

¢ t/h(r) <E[S(r)] < ¢/h(r), r>0,



gdzie S(r) = inf{t: |Y; — tb,| > r}. Zatem h wykrywa szybkos¢ rozprzestrzeniania sie pro-
cesu w przestrzeni. Zauwazmy takze, ze gestosci przejécia procesu Wienera i izotropowych
proceséw a-stabilnych [9] speliaja

sup p(t, o) < c[h ™ (1/8)] 77, (6)
z€R4
co oznacza kontrole jadra ciepta przez h.

Prawdziwos$¢ nieréwnosci (6) dla danego procesu Lévy’ego jest gtéwnym tematem naszych
badan. W tym kontekscie sukcesywnie wskazujemy kolejne réwnowazne opisy (6), ktére sa
wyrazone poprzez warunki dotyczace gestosci przejscia p, wyktadnika charakterystycznego
U oraz funkcji U*, h i K. Wiele z tych opiséw pochodzi z literatury, gdzie stanowia punkt
wyjécia do dalszych badan konkretnych podklas procesow Lévy’ego. Dlatego tez uzyskane
przez nas réwnowaznosci nie tylko utatwiaja zrozumienie (6), ale takze wyjasniaja istniejace
wyniki oraz umozliwiaja znaczne ograniczenie zaltozen, patrz [33,34,37,60].

Cho¢ oba wspomniane powyzszej przyktady sa rotacyjnie niezmienniczymi (stad syme-
trycznymi), unimodalnymi procesami Lévy’ego, to ani rotacyjna niezmienniczo$¢ (ani tez
symetria), ani unimodalno$é nie sa konieczne dla (6). Wiadomo takze, ze nie sa one wy-
starczajace. Takie procesy mozna znalez¢ w [26]. Innym bezposrednim przyktadem moze by¢
proces Y; = (X, X2, X[®) w R?, gdzie X, X2, X% g3 niezaleznymi, jednowymiarowymi
i symetrycznymi procesami stabilnymi z 0 < oy < ap < ag < 2.

Rownowazne warunki

Rozwazmy osiem warunkéw (C1) — (C8), ktore sa powszechne w literaturze: dla (C2)
oraz (C5) patrz [33,58,60], dla (C3) zobacz [4], a dla (C4) i (CT7) patrz [37, 38]. Kolejno
w Proposition 3.6, Corollary 3.8, Corollary 3.9, Lemma 3.11 artykulu [H2] dowodzimy, ze
nastepujace warunki sg rownowazne:

(C1) Gestosé p(t,x) zmiennej Y; istnieje oraz sa takie stale 77 € (0,00], ¢; > 0, ze dla
wszystkich ¢ < T}

—d
sup p(t,x) < o1 [ (1))
r€R4
(C2) Istnieja Ts € (0, 00], c2 > 0 takie, ze dla wszystkich ¢ < T
/ et Re[Y(2)] 1, < ¢y [h—l(l/t)} _d‘
Rd

(C3) Istnieja T3 € (0, 0], c3 € (0,1] oraz a3 € (0, 2] takie, ze dla wszystkich |x| > 1/T3

c3 U (|z]) < Re[¥(2)] oraz U*(Ar) = AU (r), A>1,r>1/T;.

(C4) Istnieja Ty € (0,00], ¢4 € [1,00) takie, ze dla wszystkich |z| > 1/T}
U (lz|) < ¢y ((x,Ax) + /|< et | (z, 2) |2N(dz)> :
x,z)|<

(C5) Istnieje T5 € (0, 0] takie, ze dla pewnego (kazdego) m € N jest taka stata c5 > 0, ze
dla wszystkich t < T}

/ et dy < o [ (1/1)]
R

—d—m
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(C6) Gestosé p(t,z) zmiennej Y; istnieje oraz sa takie state Ty € (0, 00], ¢ € [1,00), ze dla
kazdego t < Ty istnieje |z;| < cgh™(1/t), ze dla kazdego |y| < (1/ce)h~1(1/t)

p(t,y + @ + thpp-11/0y) = (1/cs) su%p(t, x).
z€R

(C7) Gestosé p(t,x) zmiennej Y; istnieje oraz sg takie state Tr € (0,00], ¢7 € [1,00), ze dla
wszystkich ¢ < T%

e [ty < sup p(t, ) < ()™

(C8) Istnieja Ty € (0,00], cg € [1,00) oraz ag € (0,2] takie, ze dla kazdego rzutu II; na
jednowymiarowa podprzestrzenn R? mamy

h(r) < cg hi(r) oraz h(r) < cg X®h(Ar), A< 1,r<Tg,
gdzie h; odpowiada zrzutowanemu procesowi Lévy’ego II;Y.

W wynikach badZz w dowodach podajemy bezposrednig zaleznosé¢ miedzy parametrami w
powyzszych warunkach. (C1) to oczywiscie to samo co (6). Zauwazmy, ze (C5) jest rozsze-
rzeniem (C2), co oznacza, ze kontrola jadra ciepta zapewnia oszacowania dla wszystkich jego
pochodnych przestrzennych. Warunek (C8) jest formalizacja nastepujacego opisu (6):

Proces Lévy’ego w R? ma gestosé przejscia p(t, z) spetniajgcq (6) dla wszystkich t € (0,1]
1 pewnej statej ¢ > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy jego sSrednie rozprzestrzenianie sie okreslone
przez h(r) spetnia pewien warunek stabego skalowania w zerze oraz kazdy rzut procesu na
jednowymiarowq podprzestrzer R? lokalnie rozprzestrzenia sie w ten sam sposéb co oryginalny
proces, ponadto ta porownywalnosé powinna byc jednostajna wzgledem wyboru rzutu.

Ponadto (C6) i (C7) zawieraja informacje o dolnym oszacowaniu jadra ciepta. W [H2, Lemma 3.7]
pokazujemy, ze nastepujaca wlasnoéé¢ wynika z (C1) — (C8):

(Im) Gesto$é p(t,x) zmiennej Y; istnieje oraz sa takie state T € (0,00], ¢ € [1,00), ze dla
kazdego t < T istnieje |z;| < ch™'(1/t), ze dla wszystkich |y| < (1/c)h~(1/t)

p(t, Y+ x: + tb[h—l(l/t)]) Z (1/0) {h_l(l/tﬂ_d

Jednakze takie dolne oszacowania nadal nie sa wystarczajace dla niektérych zastosowan,
poniewaz warto$¢ ¢ moze by¢ duza i trudno kontrolowa¢ enigmatyczne przesuniecia z;. By
moéce poprawié ten wynik, bedziemy korzysta¢ z pewnego szczegdlnego rozktadu procesu.

Zanim przejdziemy dalej, zauwazmy, ze jesli d = 1 lub jesli proces jest rotacyjnie nie-
zmienniczy, to warunki (C1) — (C8) znacznie si¢ upraszczaja, patrz [H2, Remark 3.2 i 3.3].
W rzeczywistosci potrzebujemy mniej niz niezmienniczno$ci.

Lemat 1 (Lemma 3.5 w [H2]). Jesli A = 0, N(dz) ~ Ny(dz) oraz b € R?, gdzie Ny jest
rotacyjnie niezmiennicza, to (Cl) — (C8) sq¢ rédwnowazne istnieniu oy, € (0,2], Cy € [1,00)
oraz 0y, € (0,00] takich, Ze prawdziwy jest nastepujocy warunek:

(A1) Dla wszystkich A < 1 orazr < 6

h(r) < CRA“*h(Ar).
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Ponadto T3 = 0;, oraz as = «y,.

Wiecej réwnowaznych z (Al) warunkéw mozna znalezé w [H2, Lemma 2.3]. Na przyktad
jednym z nich jest

(A4) Istnieje stala ¢ > 0 taka, ze dla wszystkich r < 6,

h(r) < cK(r).

W rozdziale 3.2 pracy [H2] rozwazamy podobne réwnowaznosci dla warunkow (D1)—(D4),
gdzie t € (T, 00) dla pewnego T' > 0.

Rozbicie procesu

Niech Y bedzie procesem Lévy’ego w R? o trdjce generujacej (0, N, b) i zatézmy, ze warunek
(C3) zachodzi. Naszym celem jest roztozenie procesu Y na procesy Z'* i Z2* w taki sposéb,
aby mozna bylo je wykorzysta¢ do badania gestosci. Pomyst ten jest czesciowo zaczerpniety
z [55]. Wprowadzmy pomocnicza miare Lévy’ego v, ktora dla pewnego a; € (0, 1] spetnia

ay v(dr) < N(dz)
oraz dla pewnego ay € [1,00) i wszystkich || > 1/T}
Re[¥(z)] < as Re[V,(x)] .
Tutaj ¥, odpowiada procesowi o trdjce (0, v,0). Podobnie piszemy h,. Dla A > 0 rozwazmy
nastepujace miary Lévy’ego:
aq

Nia(dr) i= N(dz) = Svlp,(dr),  Naa(da) := %uy&(dx) .

Niech Z'* oraz Z2* beda procesami Lévy’ego odpowiednio o tréjkach (0, Ny, b) i (0, No.y,0).
Analogicznie piszemy Wy, hiy, pry, b2 oraz Way, hay, pax, b>*. Po kilku lematach opi-
sujgcych Z'* oraz Z2* zostajg one polagczone, by uzyskaé oszacowania jadra ciepta procesu
Y. W celu sformutowania tego wyniku, dla danych T' € (0, 0], a,r > 0, rozwazamy rodzine

nieskonczenie podzielnych miar probabilistycznych
X(T,a,r) := {u: p jest rozktadem (Z>* — tb3*) /A +y dla
pewnej A :=ah,'(1/t) < T i pewnego |y| < r}.
Twierdzenie 2 (Proposition 4.4 w [H2]). Niech ag, c,, oraz A bedq jak w [H2, Lemma 4.2].
Ustalmy 61,05 > 0 oraz rg = 146, +60y. Dla wszystkicht < 1/h,(T3/ag) oraz |z| < 61k, (1/t)

Ptz + ©4) > 1/(dwq) [aohy (1/0)] " inf  u(B,,),

neX(T3,a0,7m0)
jesli tylko ©, € R? spetnia [thy — O] < Ou) dla X < Ts.

Poréwnujac z (Im), Twierdzenie 2 sugeruje jawne przesuniecie w przestrzeni i daje mozliwosé
jego wyboru w pewnej klasie. Z drugiej strony, wcigz pozostawia kluczowe pytanie o dodat-
ni08¢ inf ex(7y,a0.m0) #(Be,, ) bez odpowiedzi. Rodzina X jest dalej badana w kilku ostatnich
lematach rozdziatu 4 pracy [H2|, a do pytania o dodatnio$¢ wracamy w rozdziale 5.
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Oszacowania dolne

W rozdziale 5 pracy [H2] prezentujemy dwa gtéwne rezultaty, ktére dotycza dolnych oszaco-
wan jadra ciepta, a ich dowody wykorzystuja Twierdzenie 2. Sg to [H2, Theorem 5.2 i 5.3]. W
[H2, Theorem 5.3] wymagamy, aby warunek (C3) byt spetniony z a3 > 1. Ponizej formutujemy
wynik [H2, Theorem 5.2], ktéry wykorzystuje symetryczna miare Lévy’ego vs(dx). Zalozenia i
teza sa wyrazone za pomoca Vs i hg, ktére odpowiadaja trdjce (0, vs, 0). Rezultat ten rozszerza
czesciowo [33, Theorem 2] oraz, w naszym kontekscie, poprawia [38, Theorem 2.3], [37, The-
orem 1]. Podkre$lmy, ze miara N(dx) w Twierdzeniu 3 nie musi by¢ symetryczna.

Twierdzenie 3 (Theorem 5.2 w [H2]). Zatdzmy, ze (C3) zachodzi oraz A = 0. Przypusémy,
zZe istniejg ay € (0, 1] takie, ze
ay vs(dr) < N(dz)

oraz ag € [1,00) takie, ze dla kazdego |x| > 1/T3
Re[U(z)] < az Re[¥y(z)].

Wtedy dla dowolnych T, 0 > 0 istnieje taka stala ¢ = ¢(d, as, c3, T3, a1, az, v, T,0) > 0, Ze dla
wszystkich 0 <t < T oraz |z| < 0h 1 (1/t)

_ _ —d
Pt @+ thyr 1) = € [0 (1/1)]

Jesli Ty = oo, to mozemy wzigé¢ T' =00 z ¢ > 0.

4.2.2 Artykul [H3]

W tym artykule réwniez badamy jadra ciepta i skupiamy si¢ na gérnych i dolnych oszacowa-
niach poza przekatna. Oszacowania gérne uzyskujemy przy zatozeniach dotyczacych gérnych
ograniczenn na miare N(dz). W [H3, Theorem 2.1] rozpatrujemy przypadek d-wymiarowy,
gdzie poprawiamy [33, Theorem 3| uwzgledniajac wyniki z [H2] i $ledzac state, co nie zo-
stato jasno przedstawione w [33]. Przypadek jednowymiarowy jest rozwazany w rozdziale 3
pracy [H3|, gdzie, na przyktad w [H3, Proposition 3.1 i Theorem 3.3], zalozenia stawiane
sg tylko na zachowanie miary Lévy’ego na dodatniej pétprostej. Takie podejscie pozwala na
badanie N(dz), ktére maja rézne wlasnosci na potprostej dodatniej i ujemnej. Rozdziat 4 w
[H3] poswiecony jest oszacowaniom dolnym, gdzie jako zalozenia wykorzystujemy podobne
ograniczenia na miare N(dxr). W R? maja one posta¢ N(dz) > f(|z|)dx dla |z| > ro, a w
R stosujemy wersje jednostronna N(dx) > fi(x)dz dla z > ry. Stopniowo dodajemy kolejne
zatozenia, aby poprawic¢ jakos¢ dolnych oszacowan, gdzie — jak poprzednio — mamy do czy-
nienia z ogélnie nieznanymi przesunieciami. Na przyktad w [H3, Proposition 4.4] zaktadamy
(C3) a w dowodzie istotnie korzystamy z (Im). W konicu w [H3, Theorem 4.6 i 4.7] zalozenia
maja podobna forme do tych z [H2, Theorem 5.2 i 5.3], gdzie prowadzity do dolnych osza-
cowan na przekatnej lub w jej poblizu. W dowodzie [H3, Theorem 4.6] wykorzystujemy [H2,
Theorem 5.2|, czyli Twierdzenia 3, jako jeden z kluczowych skladnikéw. To samo dotyczy
[H3, Theorem 4.7] i [H2, Theorem 5.3].

Twierdzenie 4 (Theorem 4.6 w [H3]). Zaldzmy, ze (C3) zachodzi, A = 0 oraz miara Lévy’ego

N(dx) spelnia
N(dz) = f(|z[)dz
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gdzie f: (0,00) — [0,00) jest funkcjg niemalejgcg. Przypuscimy, Ze istniejg ay € (0, 1] takie,
ze

ay vs(dr) < N(dz),
oraz as € [1,00) takie, ze dla kazdego |x| > 1/T;

Re[¥(x)] < as Re[¥,(z)].

Tutaj vs(dx) jest symetryczng miarg Lévy’ego, V() oraz hy(r) odpowiadajg trdjce (0, vs,0).
Wtedy dla dowolnych T, 01,05 > 0 istnieje taka stala ¢ = ¢(d, as, 03,T3,a1,a2,VS,T, 01,05) €
(0,1], ze dla wszystkich 0 <t < T, |y| < 61h; (1/t) oraz |z| = O30 (1/1)

p(t$+y+tb (I/t)>étf(|m|).
Jesli Ty = oo, to mozemy wzigé¢ T' =00 z ¢ > 0.

W rozdziale 5 pracy [H3] skupiamy si¢ na procesie Lévy'ego Y w R? o trdjce (A, N,b),
gdzie A =0, b € R%, a N(dx) jest poréwnywalna z izotropows, unimodalng miara Lévy’ego
vo(|z|)dz. Przypomnijmy, ze wtedy (C3) upraszcza si¢ do (Al) lub réwnowaznie do (A4).
Wykorzystujemy [H3, Theorem 2.1], aby udowodni¢ gérne oszacowania sformutowane w [H3,
Theorem 5.2|, ktére razem z [H3, Proposition 5.4] stanowia punkt wyjscia w analizie ope-
ratorow ze zmiennymi wspotczynnikami. Otrzymujemy réwniez dolne oszacowania, taczac
Twierdzenia 3 i 4, patrz [H3, Remark 5.7]. Ponizej prezentujemy twierdzenie, ktére jest kon-
sekwencja wynikéw rozdziatu 5 w artykule [H3].

Twierdzenie 5 (Theorem 1.1 w [H3]). Niech A =0, b € R? oraz N(dz) = n(z)dz bedzie
miarg Lévy’ego spelniajacg n(x) ~ g(|x|) dla niemalejgcej funkcji g: [0,00) — [0, 00]. Dia
danego T € (0, 00| nastepujgce warunki sg réwnowazne:
(a) Istnieje c € [1,00) takie, ze dla wszystkich r < T
h(r) < cK(r).

(b) Istnieje ¢ > 0 takie, Ze dla wszystkicht <T

/ Rl < [h—l(l/t)}_d
R

(¢) Dla kazdego € Ng istnieje ¢ € [1,00) takie, ze dla wszystkich 0 <t < T, z € R?

0. ptta-t iyl < e 0] (g I

oraz

p(t, @+ thy-11/0) = 1<[h1(1/t)]d/\ tn(a:)).

Ponadto istniejg ¢ € [1,00), R € (0, 00] takie, ze dla wszystkich |z| < R

K () _

2 S en(x)

wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnych 8 € [0,2), ¢ € (0,1] mamy c\*Pg(\r) < g(r), A < 1,
r < R.
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Rozdzial ten zakonczymy przyktadem, dla ktérego Twierdzenie 5 nie moze by¢ uzyte
(jesli tylko c_ # ¢4 ponizej), ale maja zastosowanie jednowymiarowe twierdzenia z [H3].
Niech d = 1 i rozwazmy proces Lévy o trdjce (A, N,b), gdzie A =0, b € R oraz

N(dx) = n(x)dx, n(x) ~ |x| 17 (6_0* o1 e + €7 |x|]l,;>0)
za€ (0,2)1ic_,cp > 0. Wtedy dla kazdego T > 0

p(t @+ thupu-raye) = (£ Atn(a))

na (0,7) x R, patrz Example 6.5 w rozdziale 6 pracy [H3].
4.3 Operatory typu Lévy’ego

Metoda parametrysy

Jak juz zapowiedziano, gtéwnym narzedziem, ktérego uzyjemy, jest metoda parametrysy,
zaproponowana przez Levi’ego [52], Hadamarda [28], Gevery’ego [24] dla operatoréw réznicz-
kowych, a p6zniej rozszerzona przez Fellera [21] i Dressela [14]. Zainteresowanego czytelnika
odsytamy takze do klasycznych monografii Friedmana [22] oraz Eidelmana [18]. Operatory
nielokalne byty p6zniej analizowane przez Drin’a [15], Drin’a, Eidelmana [16], Kochubei’a [43]
oraz Kolokoltsova [45], zobacz takze monografie Eidelmana, Ivasyshina, Kochubei'a [19].
Ostatnio metoda ta zostala uzyta do operatoréw nielokalnych przez Xie, Zhanga [61], Kno-
pova, Kulika [39], Bogdana, Knopova, Sztonyka [7], Kithn [47], Knopova, Kulika, Schil-
linga [41], Chena, Zhanga [10, 12], Kima, Songa, Vondraceka [36], Kima, Lee [35]. Byta
ona rowniez wykorzystana w analizie stochastycznych réwnan rézniczkowych przez Kohatsu-
Hige, Li [44], Knopova, Kulika [40], Kulika [51], Kulczyckiego, Ryznara [49], Kulczyckiego,
Ryznara, Sztonyka [50], Kulczyckiego, Kulika, Ryznara [48], Menozziego, Zhanga [54]. Do-
datkowo odsytamy czytelnika do monografii autorstwa Knopovej, Kochubeia, Kulika [42],
Chena, Zhanga [11] oraz Kithn [46].

Pierwotng rola metody parametrysy jest dostarczenie kandydata na rozwigzanie funda-
mentalne (jadro catkowe pétgrupy). Kazde uzycie tej metody niesie ze soba rézne trudnosci
techniczne, ktore trzeba pokonad, a zaleza one od klasy wspotezynnikéw, ktére sg brane pod
uwage. Wiekszos¢ zastosowan wiaze sie z charakterystycznym wzorcem: rozktad kandydata
na przyblizenie rzedu zerowego i reszte. W artykutach [H1] i [H4], zgodnie z punktowa wersja
metody, przewidujemy, ze

t
Pt a,y) = p™ (e, y) + / (= s, 2)q(s, 2, y) dzds
0 JR

gdzie q(t, z,y) rozwigzuje réwnanie
t
at.y) = wltey)+ [ [ aoft—s,2.2)(s2,p) dads

oraz qo(t,r,y) = (Lff — Lﬁy)pﬁy (t,z,y). Tutaj p™ jest jadrem ciepta operatora Lévy’ego
L% otrzymanego z L% przez zamrozenie wspotezynnikéw: £,(z) = k(w, ). Alternatywnie,
q moze by¢ zdefiniowane jako szereg

Q(t7x7y> = QO(talHZD + Z qn(tv'ray) )

n=1
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gdzie dlan > 1
t x y / qu S,.T,Z)qn_1<S,Z,y) dZdS
R

W rozdziale 3 pracy [H5|, zainspirowani praca [41], przedstawiamy ogélne funkcjonalno-
analityczne podejscie do metody parametrysy, a mianowicie do konstrukcji rodziny opera-
toréw P;: t € (0,1] dla ustalonego wyboru operatora przyblizenia rzedu zerowego PP oraz
operatora bledu QY. W literaturze istnieje wiele dowodéw na to, ze elastyczno$é w wyborze
przyblizenia rzedu zerowego jest kluczowa. Bedziemy uzywaé przestrzeni rzeczywistych funk-
cji borelowskich By(R?) wyposazonej w norme supremum || f||o. Dla ¢ € (0, 1] rozwazamy
dwa operatory liniowe

PY: By(RY) — By(RY),
QY: By(RY) — By(RY).

Badamy obiekt postaci

t
Pif = P+ [ PLLQuf ds.

gdzie

Quf = QU+ Qrf
n=1
oraz

Qif= [ [ Q... QLfdsi...ds,

0<s1<...<sp <t

Rozwijamy tak sformutowane ogdlne podejécie operatorowe i omawiamy konsekwencje, gdy
mamy do czynienia z operatorami catkowymi. W zastosowaniach w pracy [H5| rozwazamy
klasyczny wybor PP przez zamrazanie wspétczynnikéw na koricu: dlat > 0, x,y € R? bierzemy

ﬁw (

Pt a,y) = p™(ty — @),

pﬂ(taxyy) ::pﬁy(taxay)7
q(](tax7y) = _(8t - ’CJJ)pO(t?x)y)

oraz

PRf(@) = [ polta.y) f(y) dy.
Qf(@) = [ aolt,9)f(y) dy.

Zdefiniowanie operatorowych ram istotnych dla zastosowan

Zasadniczym elementem tej czesci badan jest stworzenie ram do analizy operatoréw (1)—(3),
ktére budujemy na wynikach pracy [H3|. Nie wymagamy, aby operatory mialy jakakolwiek
jednorodnosé, w przeciwienstwie do Eidelmana, Ivasyshina, Kochubeia [19]. Nie musza tez by¢
stabilne, na przyktad w odréznieniu od operatoréw z pracy Knopovej, Kulika, Schillinga [41].
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Niech d € N oraz v : [0,00) — [0, oo] bedzie funkcja nierosnaca (v # 0) spelniajaca

LA La) vllalyde < oo. (7)

R

Rozwazamy J : R? — [0, oo] takie, ze dla pewnej stalej ¢, € [1, 00) oraz wszystkich x € R?
¢ w(jz]) < J(@) < ¢ v(al). (8)

Przypusémy dalej, ze x: R? x R? — (0,00) jest taka, ze dla pewnej stalej ¢, € [1,00) i
wszystkich z, z € R?

6 < Ale.2) < (9)

oraz dla pewnej 3 € (0,1] i wszystkich z,y, z € R?
k(2 2) — Ky, 2)| < e lz—y|”. (10)

Ponadto dla r > 0 niech

KN

h(r) == /R (1 A ‘;) v(|z|)dz | K(r) = 7“_2/ 2|2 v(|z|)da .

lz|<r

Bedziemy korzysta¢ z dwoch waznych warunkéw na h. Pierwszy, i kluczowy, to warunek
stabego dolnego skalowania w zerze: istnieja state ay, € (0,2] 1 Cy € [1,00) takie, ze

h(r) < Cp A**h(Ar), A€ (0,1]. (11)
Drugi warunek to warunek stabego gérnego skalowania w zerze: istnieja state f, € (0,2] i

e, € (0, 1] takie, ze
h(r) = ey N’ h(Xr),  A\re(0,1]. (12)

Zatozenia i operatory

Dla przejrzystosci dyskusji, w ponizszej tabeli prezentujemy nazwy zestawéw warunkow uzy-
wanych jako zalozenia w artykutach [H1|, [H4] i [H5]. Sa one precyzyjnie okreslone w odpo-
wiednich definicjach w dalszej czesci opisu.

’ Artykut \ Zaltozenia \ Definicje ponizej
[H1] (P1), (P2), (P3) Def. 6
[H4] (Q1), (Q2) Def. 14
[H5] (A), (A Def. 21

Operator, ktéry rozwazamy w ramach kazdego zatozenia przedstawiony jest w kolejnej tabeli.
W przypadku zbioréw warunkéw (A) i (A*) uwzgledniony jest takze zewnetrzny dryf.

’ Operator \ Zatozenia ‘

(1) | (PD), (QL), (Q2), (A), (A7)
(2) (P2)
(3) (P3)
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Rzad operatora

Operatory (1)—(3) sa operatorami pseudo-rézniczkowymi, ktérych rzad (rézniczkowy) moze
nie by¢ dany przez liczbe. Bedziemy natomiast identyfikowa¢ oszacowania na rzad za pomoca
(11) lub (12). Powiemy, ze wiodaca czes$¢ nielokalna operatora ma rzad co najmniej oy, jesli
(11) jest spelnione. Podobnie rzad wiodacej czesci nielokalnej operatora wynosi co najwyzej
Br, jesli (12) jest spetnione. Zauwazmy, ze jesli (11) jest spetnione dla a5 = «, to zachodzi
dla kazdego 0 < aj, < a.

W poréwnaniu z operatorem rézniczkowym rzedu pierwszego, ktory w naszych rozwaza-
niach moze wynikaé¢ z zewnetrznego lub wewnetrznego dryfu, wyrézniamy trzy scenariusze:
jesli a, > 1, to mowimy, ze jest to przypadek podkrytyczny; jesli najwicksza mozliwg warto-
Scig jest ay, = 1, to méwimy o przypadku krytycznym; w przeciwnym razie, czyli gdy mozliwe
jest tylko przyjecie 0 < oy < 1, méwimy o przypadku nadkrytycznym. Dla izotropowej miary
a-stabilnej mamy «j, = 55, = « € (0,2). Istnieja przyklady, takie ze

(i) rzad jest nieco powyzej jedynki, poniewaz (11) jest spelnione z ay, = 1, ale nie zachodzi
z zadna oy, > 1, jednoczesnie (12) jest spetnione dla kazdej 55, > 1, ale nie z 5, = 1;

(ii) rzad jest mieco ponizej jedynki, poniewaz (11) jest spetnione dla kazdej ay, < 1, ale nie
z ap, = 1, rébwnoczesnie (12) nie zachodzi dla zadnej 8, < 1, ale jest spetnione z (), = 1;

(iii) rzad oscyluje wokdt jedynki, poniewaz (11) jest spelione z «y, = 3/4, ale nie zachodzi
dla zadnej oy, > 3/4, jednoczesnie (12) jest spetione z (), = 5/4, ale nie zachodzi dla
zadnej [, < 5/4.

Zatem (i) jest przypadkiem krytycznym, natomiast zaréwno (ii), jak i (iii) sa nadkrytyczne.
Sprawdzmy, w jaki sposob rzad wplywa na wiedze na temat kompensatora. Wiadomo
ogblnie, patrz [H2, Lemma 2.9], ze (11) z ay, > 1 (przypadek podkrytyczny lub krytyczny)
implikuje
/ |z|v(2) dz = o0,
|z|<1

jednak w przypadku nadkrytycznym mozemy mieé¢
/ |z|v(z) dz < o0 albo / |z|lv(z) dz = 0.
lz|<1 |z]<1
Jesli (12) zachodzi z B, < 1, wtedy [, [2[v(2) dz < oo.

Ewolucja zatozen

Zaktadajac (P3) zajmujemy sie przypadkiem symetrycznym, tzn. k(z, z) = k(z,—2) 1 J(z) =
J(—2), gdy rzad operatora jest Sciste dodatni (a, > 0). Jak juz wspomniano we wstepie,
badamy wtedy operator (3), ktéry jest zsymetryzowana wersja (1). Biorac pod uwage wzor
(4), warto zauwazy¢, ze symetria sprawia, iz dla 7 > 01 z € R mamy

& =0. (13)

We wszystkich pozostatych przypadkach dopuszczamy, aby odwzorowanie z — k(z, 2)J(z)
byto niesymetryczne. Zakladajac (P1) rozwazamy operator (1) o rzedzie $cisle wiekszym niz
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jeden (ay, > 1), jest to przypadek podkrytyczny. Zwr6émy uwage, ze zgodnie z (7)—(10) w
przypadkach symetrycznym oraz podkrytycznym dla r € (0,1], z,y € R? mamy

Gl <erh(r), IG5 — ¢ <cle—ylra(r), (14)

patrz (13) oraz [H4, Fact 1.1]. Nieréwnosci te moga by¢ postrzegane jako dominacja wiodacej
czesci nielokalnej nad wewnetrznym dryfem. Ogoélnie biorac, w przypadku krytycznym lub
nadkrytycznym nieréwnosci (14) nie zachodza, a gdy sa prawdziwe, oznaczaja wystepowanie
pewnych kasowann w calce definiujacej wewnetrzny dryf. Mimo to w [H4] uzywamy (14),
patrz (25) i (26), jako cze$¢ naszych zatozen. Jak wyjasniono w [H4, Remark 2.1], konstrukcja
kandydata na rozwigzanie fundamentalne przy uzyciu metody parametrysy jest wykonywana
przy nastepujacym zalozeniu:

(Q0):  (7)—(11) zachodza, a4, € (0, 1]; (25) oraz (26) zachodza;

co obejmuje wszystkie przypadki, wlacznie z nadkrytycznym. Ze wzgledu na monotonicznosé
(11) wzgledem a4, w (QO0) dopuszezamy w istocie a € (0, 2]. Jak juz wiemy, jesli oy, > 1, to
(25) i (26) sa naturalnie spelnione. Aby uzyska¢ dalsze wyniki, w (Q1) dodatkowo wyma-
gamy, zeby rzad byt co najmniej jeden («y, > 1), obejmujac przypadek krytyczny z kontrola
wewnetrznego dryfu okre§lona przez (25) i (26). Poniewaz skupiamy sie na przypadku nie-
symetrycznym, zauwazamy, ze dla danego profilu v spelniajacego (7) nie jest trudno znalezé
J(2) i k(z, 2) takie, ze (8)—(10) zachodza oraz dla r € (0, 1], z € R? mamy

e[l <] (15)
r<|z]<1

dla pewnego ¢ > 0. Z tego powodu w przyktadach zazwyczaj poréwnujemy nasze warunki
dotyczace wewnetrznego dryfu z lewa strong powyzej nierownosci. Zobacz takze Przyktady 17
i 18 oraz Fakt 19 w Rozdziale 4.3.2.

Operator (2) jest omawiany w ramach (P2), gdzie zaktada sie, ze 0 < oy, < B, < 1. W po-
réwnaniu z operatorem (1) skonczony kompensator jest sztucznie usuwany. W rozdziale 4.3.2
wyjasniamy, ze operatory (1) i (2) sa naturalnie powiazane poprzez nieréwnosci (14), czyli
de facto (25) i (26), ktore sa wcielone w warunki definiujace (Q2).

Oczywistym jest, ze powyzsze zalozenia (nie méwimy tu o (Q0)) nie pozwalaja na opera-
tory z niesymetryczna miara i o rzedzie nieco ponizej jedynki lub wahajace sie wokét jedynki.
Nawet dla operatoréw o rzedzie nieco powyzej jedynki wymagaja one wystarczajacych kaso-
wan. Z tego wlasnie powodu w (A) i (A*) proponujemy dalsze ostabienie warunkéw dotycza-
cych rzedu i kasowan, co obejmuje (Q0). Wiecej szczegbétéw podanych jest w Rozdziale 4.3.3.

Silna symetria

Podkreslmy, ze zakres wynikéw osiggalnych przy uzyciu metody parametrysy zalezy od wta-
Sciwosci jadra ciepla, ktére (w odpowiednim sensie) zwiazane jest z operatorem o statych
wspotezynnikach. Majac to na wzgledzie, zauwazmy, ze jesli p jest jadrem ciepta izotropo-
wego procesu a-stabilnego, to

t
|V.p(t, )] < cmin {t_(dH)/o‘ } , (16)

’ |x|d+1+a

patrz [5, Lemma 5]. Wiadomo takze, ze to oszacowanie nie jest ogélnie prawdziwe w naszym
kontekscie, patrz [17]. Dla operatoréw o statych wspétezynnikach mamy jedynie dostep do
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stabszego oszacowania bez dodatkowego zaniku wzgledem zmiennej przestrzennej,

IV.p(t,z)] < et/ min {t—d/a, |:1:|Z+a } .

W szczegdlnosci ma to wpltyw na zakres parametrow naszych modeli, dla ktérych jesteSmy
w stanie udowodnié¢ istnienie i gérne oszacowania gradientu rozwigzania fundamentalnego
V.p"(t,z,y), ktore zwiazane sa z warunkiem 1 — oy, < 8 A ay,, patrz Twierdzenie 8 punkt (6)
lub (Q2) oraz [H4, Theorem 2.2 (6)]. W pracy [53] dla J(2) = |z|797® warunek ten jest jasno
objasniony, patrz Remark 2.1 tamze, i zastgpiony stabszym warunkiem 1 — oy, < (3, ale kosz-
tem dodatkowych zatozen na wspoétezynnik k(z, z) wymagajacych silnych wlasnosci symetrii
wzgledem z. Poniewaz gradient wystepuje w sposob jawny w definicji (1), warunki dotyczace
istnienia Vp" wptyna na wyniki, gdy mowa o punktowym rozwiazaniu fundamentalnym. Ten
problem nie pojawia sie, gdy analizujemy ktérykolwiek z operatoréw (2) lub (3).

4.3.1 Artykul [H1]

Motywacja do powstania tego artykutu byta cheé¢ rozszerzenia i wzmocnienia wynikéw za-
wartych w [10] oraz [36] na szersza klase operatoréw. Ponadto w duzej mierze pokryjemy
wyniki pracy [32], z wyjatkiem jednego przypadku, ktéry badamy w [H4], patrz takze [12]
i [39]. Nasze uogélnienia nie wynikaja wylacznie i bezposrednio z wykorzystania rezultatow
pracy [H3], ale takze z poprawy lub optymalizacji wielu krokéw podczas realizowania metody
parametrysy. Ponizej sprecyzowane sa zestawy warunkéw uzywane w [H1].

Definicja 6. Definiujemy nastepujace trzy zbiory warunkéw:

(P1):  (7)—(11) zachodzg oraz 1 < ay, < 2;

(P2):  (7)-(12) zachodza oraz 0 < oy, < By < 1;

(P3):  (7)—(11) zachodza, J jest symteryczna oraz k(z,z) = k(z, —2), ¥,z € R%
(

)
7)
Powiemy, ze (P) zachodzi jesli przynajmniej jeden ze zbioréw warunkéw (P1), (P2) lub (P3)

jest spetiony.

Przez L£%°f oznaczamy wyrazenie (1), (2) lub (3) z J(z) zastapionym przez J.(z) :=
J(2)125e, € € [0,1]. Operatory te beda uzywane (w silnym lub stabym sensie) tylko wtedy,
gdy beda dobrze okreslone zgodnie z nastepujacymi definicjami. Niech f: RY — R funkcja
borelowsko mierzalna.

Silny operator
Operator £ f jest dobrze okreslony jesli definiujaca go catka jest zbiezna bezwzglednie,
a w przypadku (P1) gradient V f(z) istnieje dla kazdego = € R<.

Staby operator
Operator £5°" f jest dobrze okreslony jedli ponizsza granica istnicje dla kazdego = € R?

L0 F(2) = lim L% f(z),
e—07T
gdzie dla € € (0, 1] (silne) operatory L f sa dobrze okreslone.

Operator £ jest rozszerzeniem operatora £ = L%, co oznacza, ze jesli L7 f jest dobrze
okredlony, wtedy to samo jest prawda dla £ f i mamy £ f = L% f. Dlatego chcemy
udowodnié istnienie rozwigzania réwnania 9, = £* oraz jednoznacznoéé dla 9, = Lm0
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Twierdzenie 7 (Theorem 1.1 w [H1]). Zalozmy, ze (P) zachodzi. Istnieje doktadnie jedna
funkcja p*(t,z,y) na (0,00) x R x R? taka, Ze spetnione sq nastepujoce warunki:

(i) Dla wszystkicht >0, z,y € R, x £y
O (t,w,y) = L5 pt(t, ,y). (17)
(ii) Funkcja p*(t,z,y) jest tgcznie ciggta na (0,00) x R x RY oraz dla kazdej f € C°(R?)

lim sup
t—0t z€R4

L Pt 0) ) dy = ()] =0, (18)

(iii) Dla dowolnych 0 < ty < T istniejg ¢ > 0 oraz fo € LY (RY) takie, ze dla wszystkich
te (t()?T]; x,y € R
p"(t, 2, y)| < cfolz —y) (19)

oraz
Ltz y)l <e,  ee(0,1]. (20)

W przypadku (P1) dodatkowo:
(iv) Dla kazdego t > 0 istnieje ¢ > 0 taka, Ze dla wszystkich z,y € R?

[Vap"™(t, 2, y)| < c. (21)

Dowodzimy réwniez wielu wtasnosci jakosciowych funkeji p*(t, z,y). By je zaprezentowad,
wykorzystamy funkcje ograniczajgcq zdefiniowang dla t > 01z € R? przez

i) = (1o FED). 22)

Twierdzenie 8 (Theorem 1.2 w [H1]). Zaldimy, Ze (P) zachodzi. Nastepujgce stwierdzenia
sq¢ prawdziwe.

(1) (Nieujemnosé) Funkcja p*(t,z,y) jest nieujemna na (0,00) x R x RZ.

(2) (Zachowanie masy) Dla wszystkich t > 0, v € R?
/Rd Ptz y)dy =1.
(3) (Réwnosé Chapmana-Kolmogorova) Dla wszystkich s,t > 0, x,y € R?
/]Rd pr(t,x, 2)pt (s, z,y)dz = p " (t + s, 2,9) .

(4) (Oszacowanie gorne) Dla kazdego T > 0 istnieje ¢ > 0 takie, Ze dla wszystkicht € (0,T],
z,y € R?
Pt @, y) < cYoly — ).

(5) (Ulamkowa pochodna) Dla kazdego T > 0 istnieje ¢ > 0 takie, ze dla wszystkich t €
0,7, z,y € RY

|Loept(tz,y)| S ' Yy —2),  e€0,1].
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(6) (Gradient) Jesli 1 — o, < B A oy, to dla kazdego T > 0 istnieje ¢ > 0 takie, Ze dla
wszystkich t € (0,T)], z,y € RY

Vap™(t o) < e[ ' (1/8)] " Ty ).

(7) (Cigglosé) Funkcja LEp®(t,x,y) jest fgcznie ciggla na (0,00) x R? x RY,
(8) (Mocny operator) Dla wszystkich t > 0, x,y € R?

Op™(t,x,y) = Ly p"(t, 2, y) .

(9) (Ciggtosé holderowska) Dla dowolnych T > 0, v € [0,1] N[0, ap,) istnieje ¢ > 0 takie,
ze dla wszystkich t € (0,T) oraz x, 2,y € R?

(2 y) — (e y)| < ez — 2P ALY [T A/D] T (Tuly — 2) + Toly — 7).

(10) (Cigglosé hélderowska) Dla dowolnych T > 0, v € [0,8) N[0, ay), istnieje ¢ > 0 takie,
ze dla wszystkich t € (0,T] oraz z,y,y € R?

K K — -
"t 2,y) = (82, 9) < elly — '[P A D) [ /)] (Tuly — ) + Toly — o).
State w (4)—(6) mogq byé wybrane tak, aby zalezaly tylko od d,c;, Ko, k1, ke, B, an, Chy b, T
(oraz B, cn w przypadku (P2)). Podobnie dla (9) oraz (10), ale z dodatkowq zaleznoscig od .

Holderowska ciagtosé wzlgedem x zostata doglebniej zbadana i poprawiona w [59]. Ana-
lizujemy rowniez pétgrupe. Dla ¢ > 0 definiujemy

Prf@) = [ ey f)dy, @R,

gdy tylko catka istnieje w sensie Lebesgue’a. Dodefiniujemy takze Pj jako operator identycz-
nosciowy.

Twierdzenie 9 (Theorem 1.3 w [H1]). Zaldimy, Ze (P) zachodzi. Nastepujgce stwierdzenia
sq¢ prawdziwe.

(1) (PF)i=o jest analityczng, dodatniq, mocno cigglq pélgrupg kontrakcji na (Co(R9), || - [|oo)-
(2) (PF)io jest analityczng, mocno ciggla pétgrupa na kazdym (LP(RY), |- |,), p € [1, 00).
(3) Niech (A%, D(A®)) bedzie generatorem (Pf)i=o na (Co(R%), || - ||oo). Wtedy

(a) CZ(RY) C D(A") oraz A® = L na CZ(RY),
(b) (A%, D(A")) jest domknieciem (L, C2(RY)),
(c) funkcja x v~ p*(t,x,y) nalezy do D(A®) dla wszystkich t > 0, y € R? oraz

Appt(tay) = LipT(t o y) = 0p"(tz,y),  w€RY.
(4) Niech (A®, D(A®)) bedzie generatorem (Pf)iso na (LP(RY), || - |l,), p € [1,00). Wtedy
(a) C2(RY) C D(A") oraz A® = L na C*(RY),
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(b) (A", D(A")) jest domknieciem (L%, C(R%)),

(¢) funkcja x — p*(t,z,y) nalezy do D(A*) dla wszystkich t > 0, y € RY oraz naste-
pujgca réwnosé zachodzi w LP(RY):

‘Aﬁpﬁ(ta Y y) = Lﬁp’%t? ) y) = atpﬁ(ta ) y) .
Podajemy takze dolne oszacowania na jadro ciepta p*(t, z,y).

Twierdzenie 10 (Theorem 1.4 w [H1]). Zaldzmy, ze (P) zachodzi. Nastepujgce stwierdzenia
sq¢ prawdziwe.

(i) Istniejg To = To(d,v,0,k9,8) > 0 oraz ¢ = c(d,v,0) > 0 takie, Ze dla wszystkich
t € (0,Tpy), v,y € R4

pE(t e, y) = e (/0] v (e —y)). (23)

(ii) Jesli dodatkowo v jest dodatnia, to dla kazdego T > 0 istnieje ¢ = c¢(d, T, v, 0, k2, 3) >0
taka, Ze (23) zachodzi dla wszystkich t € (0,T] oraz z,y € RY.

(iii) Jesli dodatkowo istniejg 3 € [0,2) oraz ¢ > 0 takie, e A Pu(\r) < v(r), A< 1, r >0,
to dla kaidego T > 0 istnieje ¢ = c(d,T,v,0, ks, 3,¢,3) > 0 taki, ze dla wszystkich

t € (0,T] oraz x,y € R?
pi(t,z,y) = Ty —x) . (24)

W dyskusji ponizej odniesiemy si¢ do nastepujacego przyktadu.

Przyklad 11. Nasze wyniki moga by¢ zastosowane, jedli (8) zachodzi z v(r) = r~¢[log(1 +
ro/2)]72, gdzie a € (0,2). W istocie, warunki (11) i (12) sa spelnione z oy, = 3, = «, patrz
[H3, Example 6.3]. Ponadto zalozenia Twierdzenia 10(iii) réwniez sa spelnione. Podkreslmy,
ze taki profil ¥ nie ma skonczonego logarytmicznego momentu w nieskonczonosci, tzn.

/Rd In (1 + ]2|2) v(|z])dz = 0o

Przedyskutujemy teraz nasze zatozenia w kontekscie literatury z uwzglednieniem dwdéch
wybranych aspektow: dopuszczalnych miar Lévy’ego i warunku symetrii.

Najpierw skupimy sie na miarze Lévy’ego J(z)dz. Zwrdcimy uwage na trzy artykuly
[10,36,39], z ktérych dwa, w wybranym kontekscie, znajduja sie na przeciwnych biegunach. W
pracy [10] autorzy koncentruja uwage na izotropowym procesie a-stabilnym J(z) = |z|~¢"¢,
a € (0,2) i podaja miedzy innymi jawne oszacowania rozwiazania fundamentalnego. W [39]
rozwazane sg znacznie bardziej ogélne, niekoniecznie absolutnie cigglte miary Lévy’ego, ale
oszacowania sg podane w do$¢ uwiklanej formie ztozonych jader. Praca [36] znajduje sie po-
miedzy tymi skrajnosciami. Autorzy [36] kontynuuja podejscie z [10] i rozwazaja J(z) poréw-
nywalne z miara Lévy’ego j(|z|) podporzadkowanego ruchu Browna. Zamiast tego, my uzy-
wamy (8), co oznacza poréwnywalno$é¢ J(z) z izotropowa unimodalng miarg Lévy’ego v(|z])
i pozwala na istotnie wieksza klase tych miar. W szczegdlnosci, mozemy rozwaza¢ miary o
zwartym no$niku. Biorac to pod uwage, palsuje to nas pomiedzy [36] a [39].

Kolejnym zatozeniem dotyczacym miary Lévy’ego jest stabe skalowanie (11), ktére jest
naturalnym uogdlnieniem whasnosci skalowania izotropowego procesu a-stabilnego [10] i jest
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obecne w [36] oraz [39]. Dokladniej, warunek [36, (1.4)] jest rownowazny z (11) zgodnie z [H1,
(85)] i (86)], natomiast gdy zalozymy (8), to warunek [39, Al] tez jest réwnowazny z (11).
To ostatnie jest konsekwencjg réwnowaznosci warunkéw (C3) i (C4) w [H2, Theorem 3.1],
(A1) i (A3) w [H2, Lemma 2.3] oraz [H1, (85)]. Innymi stowy, nasze zatozenia pokrywaja si¢
tutaj z zalozeniami z [39] ograniczonymi do absolutnie ciagtych miar Lévy’ego spelniajacych
(8). W rzeczywistosci w (P2) potrzebujemy réwniez dodatkowego stabego skalowania (12),
ale ten przypadek nie jest przedmiotem zadnej z prac [10, 36, 39].

Co wiecej, w poréwnaniu z [36] unikamy dwéch dodatkowych technicznych zatozen [36,
(1.5) i (1.9)] dotyczacych zachowania miary Lévy’ego w nieskoriczonosci. Uzyskujemy to
poprzez wybér formy funkeji ograniczajacej Yy(x), wsparty wynikami z [H3|, oraz odpo-
wiednie sformutowanie zasady maksimum w [H1, Theorem 4.1]. Zauwazamy na przyktad, ze
miara Lévy’ego w Przykladzie 17, ktora jest dopuszczona przez nasze zalozenia, nie spel-
nia [36, (1.5)], patrz [H1, (85) i Lemat 6.2], wiec twiedzenie z artykutu [36] nie moga by¢
zastosowane w tym przypadku.

Zalozenia (9) i (10) dotyczace funkeji k(z, z) sa powszechne. W obu pracach [10] i [36]
wymagany jest réwniez warunek symetrii, ktéry obejmujemy w ramach (P3). W przypadkach
(P1) i (P2) warunek symetrii jest nie jest zakladany, dlatego wybér operatora musi by¢
bardziej uwazny. W [32] i [12] autorzy badaja przypadki niesymetryczne dla J(z) = |z| 747
i rozwazaja nastepujacy operator:

(a) (1) jesli a € (1,2);
(b) (1) jedli « = 11i (13) zachodzi dla wszystkich r > 0, x € R%
(c) (2) jesli a € (0,1).

Przypadki (a) i (c) sa objete przez (P1) i (P2). Przypadek (b) wraz z rozszerzeniami jest
przedmiotem pracy [H4]. W [39], oprécz przypadku symetrycznego, réwniez (a) i (P1) sa
uwzglednione w dyskusji wraz z holderowsko cigglym sktadnikiem pierwszego rzedu.

Na zakonczenie skoncentrujemy si¢ na omdwieniu jako$ciowych ulepszen, ktore osiagamy
nawet w sytuacjach rozwazanych w [10] i [36]. Po pierwsze, w Twierdzeniu 7 znacznie uprasz-
czamy sformutowanie jednoznacznosci p*. W Twierdzeniu 8 rozszerzamy zakres a4, i 3, dla
ktérych istnieje gradient Vp~, dowodzimy taczna ciagtosé L"p™ i holderowska ciagltosé wzgle-
dem drugiej wspotrzednej przestrzennej p®. W Twierdzeniu 9 przeprowadzamy bardziej szcze-
gotowa analize potgrupy PJ i jej generatora na réznych przestrzeniach. W konsekwencji, w
czesci (8) Twierdzenia 8 mamy, ze p'(t,x,y) rozwiazuje réwnanie 9, = L5 (i 9, = L0
dla wszystkich ¢ > 0, z,y € R?, bez ograniczenia z # y (por. [10, (1.7)], [36, (1.10)]). O ile
nam wiadomo, istnienie rozwiagzania réwnania z silnym operatorem L jest zupelnie nowym
wynikiem, a wymaga przeprowadzenia wielu dodatkowych technicznych krokdw.

Podsumowujac, catkowicie uogdlniamy wyniki z [10] i [36], ograniczajac bardzo ogdélne
zatozenia z [39] do miar Lévy’ego spemiajacych (8) (przypadek (P2) nie jest rozwazany
w [39]). Ponadto wzmacniamy pewne wyniki nawet, gdy J(z)dz jest izotropowa miara -
stabilng [10] i proponujemy nowe wyniki. Rozszerzamy takze kluczowe czesci [32] i [12] dla
przypadku niesymetrycznego (wylaczajac niesymetrie z o« = 1, zaleznosé od czasu i maty dryf
Kato). Naszym wktadem jest to, ze przy stosunkowo stabych zalozeniach i z satysfakcjonujaca
ogoblnoscia, ktora pozwala na niesymetryczne miary Lévy’ego, uzyskujemy jawne wyniki, ktére
sg wlasciwym rozszerzeniem przypadku a-stabilnego.

Aby rozpoczgé procedure konstruowania rozwigzania fundamentalnego dla operatora typu
Lévy’ego, konieczna jest odpowiednia wiedza na temat rozwigzania dla operatora z zamrozo-
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nymi wspotczynnikami, co prowadzi z powrotem do przypadku Lévy’ego. W naszej sytuacji
korzystamy z wynikéw pracy [H3]. Ponizsze twierdzenie wynika z wariantu Twierdzenia 5,
patrz [H3, Theorem 5.4].

Twierdzenie 12. Zatézmy (P). Dla dowolnych T >0, € N istnieje stata ¢ = c(d, T, ,0)
taka, Ze dla wszystkich t € (0,T), x,y,w € R?

0,0 (t,p) | < e[ 1/0] Ty - 2).

Tutaj o to zestaw parametrow, ktory sie nie zmienia po ustaleniu naszych zalozen, co zapew-
nia, ze powyzsze oszacowania s jednostajne wzgledem w € R,

Kolejnym waznym sktadnikiem wstepnych rozwazan sg tzw. nieréwnosci splotowe, uzy-
wane do radzenia sobie z wielokrotnymi catkami, ktore pojawiaja siec w konstrukcji. W przy-
padku rozktadu a-stabilnego mozna je znalez¢ na przykltad w [43, Lemma 5]. W [H1, Lemma
5.17] proponujemy ulepszona wersje zainspirowana [36, Lemma 2.6] z wieksza liczba para-
metréw oraz dla funkcji pg zdefiniowanej za pomoca funkcji ograniczajacej. Mianowicie dla

7B eR
_ v _
Pt ) = [ (/)] (Jel? A L)t ()
Na przyktad dla odpowiednio dobranych parametréw mamy
1 0 B 1-n B
/ /]Rd pqql( S5, & —z ) HPWZ(SVZ) dzds
—n—0 B B
S Ct2 ! (’031+72+7L1 + pE]YlJr'Yernz + p"/f+’¥2+m1 + p711+72+m2) (t7 LU) :

Metoda parametrysy polega réwniez na wykorzystaniu regularnosci wspotczynnikéw. Oto
typowy przyktad: zauwazmy, ze

/ V™ (t,z,y)dy = 0.
]Rd

Jesli po prostu skorzystamy z Twierdzenia 12 i faktu, ze funkcja ograniczajaca caltkuje sie do
stalej, otrzymamy (zauwazmy, ze ponizej mamy £, i catkujemy wzgledem dy)

/Rd V.p™(t, z,y)|dy < c [hil(l/t)}il |

ale korzystajac z regularnosci wspétezynnika w pierwszej nieréwnosci, patrz [H1, Theorem 2.11],
dostajemy

[Vt = | [ (Ve (tmy) - I ) @) di
<e [ vty ) = ()l [ /0] Yoy = 2)dy
<e[n /] [y = ol ADYuly — ) dy
<c [h—l(l/t)}_l% .
W Rozdziale 3.3 analizujemy ¢, (¢, 2) = [y fpa p™(t —s,2,2)q(s, 2, y)dzds, co stanowi najbar-

dziej techniczng czes¢, a wprowadzone przez nas w tym miejscu ulepszenia maja wptyw na
koncowe wyniki. Jednym z nich jest nastepujacy lemat.
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Lemat 13. Niech 51 € (0,8] N (0, a4). Dla kazdego T > 0 istnieje stata ¢ = c(d, T, 0, ks, 1)
taka, ze dla wszystkich t € (0,T), x,y € R?

Lo
Lokl

Tutaj 6% (¢, z,y; 2) jest jednym z nastepujacych wyrazen:

ds k(z,w)J(w)dw < cpd(t,x —y),

) % (t — s, 2, z;w)q(s, 2, y) dz
R

ds k(z,w)J(w)dwdy < ct™! {h’l(l/t)}ﬁl :

) 8% (t — s,, z;w)q(s, 2, y) dz
R

O (8,3, 2) o= P (tw + 2,) — p™ (6 2,y) — Lpzjar (2, Vap™ (L 2,y))
5§(t,$,y, Z) = pﬁ(ta T+ Z?Z/) - pﬁ(ta xay) )

1
53-?5(7571,’ Y; Z) = i(pﬁ(ta T+ Z7y) +pﬁ(t7$ -z, y) - 2pﬁ(t7 x,y))

odpowiednio dla (P1), (P2), (P3).

4.3.2 Artykul [H4]

Ten artykut stanowi dobrze uzasadniong kontynuacje badan przeprowadzonych w [H1]. Po-
prawiamy i rozszerzamy wyniki z [32], a takze czes¢ wynikéw z [12] i [39]. Gléwnym osiagnie-
ciem w pracy [H4] jest rozpoznanie i wykorzystanie w zalozeniach nieréwnosci (25) i (26),
ktére zawsze zachodza w przypadkach symetrycznym i podkrytycznym. Odpowiadamy tym
samym na pytanie o naturalne warunki dla krytycznych operatoréw niesymetrycznych, ktére
prowadza do silnych wynikéw, podobnych do tych w [H1], oraz zapewniajacych komplek-
sowa analize operatora, rozwigzania fundamentalnego dla odpowiadajacego réwnania para-
bolicznego i zwiazanej pétgrupy. Sukces naszego podejscia, opartego na (25) i (26), sugeruje,
ze takze w innych badaniach i kontekstach, gdzie odpowiednik réwnosci (13) odgrywa role
(patrz [13, (1.13)]), ostabienie zatozent do odpowiednich wersji (25) i (26) powinno by¢ moz-
liwe. Zatozmy, ze istniejg stalte k3, kg > 0 takie, ze

seul@ /T<|Z<1 zk(z,2)J(2)dz| < Kkarh(r), r € (0,1], (25)
/T‘<z|<1 z [R(I, z) — k(y, Z)}J(z)dz < Kyl — y|5rh(7“) , r e (0,1]. (26)

Oczywiscie sa to szacowania na |(*| oraz |(F — (Y|, patrz (14).
Definicja 14. Definiujemy nastepujace dwa zbiory warunkéw:

(Q1): (7)—(11) zachodza, ay, = 1; (25) oraz (26) zachodza;
(Q2): (7)-(12) zachodza, 0 < ay, < B, < L oraz 1 —ay, < BAay; (25) oraz (26) zachodza.

Ostateczne wyniki artykutu [H4] maja dokladnie taki sam charakter jak w [H1], dlatego w
tym zakresie odsytamy czytelnika bezposrednio do [H4, Theorems 2.1-2.4]. Pod wzgledem do-
wodéw, juz w czesci wstepnej, w rozdziatach 4 1 5 pracy [H4], zasadniczo uwzgledniamy (25)
i(26), co rozni sie od [H1]. Na przyktad w [H1] przy zalozeniu (P1) uzyskanie Twierdzenia 12
odbywa sie przy pomocy [H3, Proposition 5.4(i)], natomiast tutaj, aby otrzymaé¢ poczatkowe
oszacowania gorne [H4, Proposition 4.1], korzystamy z [H3, Proposition 5.4(ii)], patrz réwniez
[H4, Lemma 4.2]. Dostrzegamy réwniez wptyw wewnetrznego dryfu i faktu, ze rzad operatora
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nie musi by¢ Sciste wiekszy niz jeden, np. poréwnaj [H4, Proposition 4.6] z jego odpowied-
nikiem w [H1, Theorem 2.9] lub [H4, (5.3)] z [H1, Theorem 2.11|, gdzie oszacowania sa w
istocie rézne. Niektore kroki muszg byé¢ dodatkowo podzielone na dwie odrebne fazy: jedna,
aby uzasadni¢ uzycie twierdzenia Fubiniego w pdzniejszym etapie, i druga, aby wykorzystac
kasowania i uzyskac¢ doktadne oszacowania. Ponizej jako przyktad prezentujemy fragmenty z
[H4, Lemma 5.6] i [H4, Lemma 5.7]. Bardziej techniczne wyniki z podobnym podziatem to
[H4, Lemma 6.8 1 6.9] z jednej strony - dla twierdzenia Fubiniego, a [H4, Lemma 6.11, Corol-
lary 6.12 i Lemma 6.13] z drugiej - dla oszacowan. Patrz réwniez komentarze poprzedzajace
[H4, Lemma 6.8].

Lemat 15 (Lemma 5.6 w [H4|). Zaldzimy (QO0). Niech 5 € [0, 5]N[0, ). Dla kazdego T > 0
nierownosc
J.

zachodzi dla wszystkich t € (0,T], x € R? 2

™ (t,z,y; 2) dy’ J(2)dz < cd(t)t™? [h_l(l/t)}ﬁl

R4

(a) 9(t) =1n (24 [h-1(1/1)] ") jesli an = 1,
(b) 9(t) =t [ 1 (1/t)]7" jesli (12) jest spelnione dla 0 < ay < By < 1.

Lemat 16 (Lemma 5.7 w [H4|). Zalozmy (QO). Niech 51 € [0, 5]N[0, ap,). Dia kazdego T > 0
istnieje stata ¢ taka, ze dla wszystkich t € (0,T], x € R?

_ _ B
’/Rd‘f’“pﬁy(tmy) dy’ <a [T/

Zwr6éémy w tym miejscu uwage, ze musimy kontrolowac¢ jak state zaleza od poczatkowych
parametrow naszego modelu, poniewaz jest to niezbedne podczas wykonywania konstrukeji i
znajdowania kluczowych wtasnosci rozwigzania fundamentalnego.

Jak juz wczesniej zapowiedziano, analizujac przyktady, poréwnamy (25) i (26) z lewa
strong nieréwnosci (15). Przypomnijmy ponownie, ze (13) bylo zalozone w przypadku niesy-
metrycznym w [32] i [12] dla v(r) = r~471. Jak zobaczymy w Przykladzie 17, zalozenie, ze
zachodza nieréwnodci (25) 1 (26), jest mniej restrykcyjne.

Przyklad 17 (Example 1 w [H4]). Niech v(r) = r=%"1. Wtedy (11) oraz (12) zachodzi z
ayp = B, = 1. Poniewaz h(r) = r~'h(1), nieréwnosci (25) i (26) przyjmuja postaé

sup / zk(x,2)J(z)dz| < ¢, r e (0,1],
zeRd |/ r<]2]<1
/ 2 [K(I, z) — k(y, z)}](z)dz <z —yl?, r e (0,1].
r<|z|<1

Zatem, jesli J(z) oraz k(z, z) sa takie, ze (8), (9), (10) oraz powyzsze nieréwnosci zachodza,
to zalozenie (Q1) jest spelnione. Zauwazmy tez, ze

[ Jlotlzds = clog(1/r)

W ramach naszych zatozen mozemy rozpatrywac¢ inne ciekawe operatory.

24



Przyktad 18 (Example 2 w [H4]). Niech v(r) = r=4tlog(2 + 1/r). Wtedy (11) zachodzi
z ap = 1, nie zachodzi dla zadnej oy, > 1. Ponadto (12) jest spelnione dla kazdej 55, > 1,
ale nie z 3, = 1. Tutaj v(r) jest poréwnywalne z r~?h(r), zobacz [H1, Lemma 5.3 oraz 5.4].
Zatem (25) oraz (26) pozwalaja odpowiednio na logarytmiczny wzrost gdy r — 0:

sup / zk(x,2)J(2)dz| < clog(2 + 1/r), r e (0,1],
zeR? [Jr<|z[<1
/ . z {f@(x,z) - /{(y,z)}J(z)dz <z —ylPlog(2 4+ 1/r), r e (0,1].
r<|z|<1

Dlatego, jesli J(z) oraz r(x, z) sa takie, ze (8), (9), (10) oraz powyzsze nieréwnosci zachodza,
to zatozenie (Q1) jest spetnione. W tym przyktadzie, dla matych r,

/ . |z|v(|z])dz  jest poréwnywalne z [log(2+1/r)]*.
r<|z|<1

Nastepny fakt pokazuje, w jaki sposéb regularno$é¢ wspotezynnika wzgledem z w poblizu
zera moze prowadzi¢ do (25) i (26). Jest to uogdlnienie [H5, Fact 2.9].

Fakt 19. Zatoimy, ze (7)—(10) zachodzq oraz J(z) = J(—z) dla wszystkich |z| < 1. Przypu-
§émy, ze (11) zachodzi z ay, > 1 oraz

R(z,2) = k(x, 2) — Kk(z, —2)
jest takie, Ze dla pewnych c € (0,00), n € (0,1] oraz wszystkich x,y € R?, |z| < 1
|R(z, 2)] < ez, |R(x, 2) = R(y, 2)| < clz —y|7)z]".
Wtedy zalozenie (Q1) jest spetnione.

Weryfikacja i znaczenie (25) i (26) redukuja sie do jednego tylko catkowania, jesli operator
rozwazany w naszym przypadku spetnia warunek 0 < ap < 6, < 1.

Fakt 20. Zalozmy, ze (7)—(12) zachodzq oraz 0 < ap < [, < 1. Wtedy (25) oraz (26)
zachodzq wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich x € RY

/|Z<1 zk(x,2)J(2)dz=10. (27)

Wynika z tego, ze (25) i (26) — nietrywialne dla przypadku krytycznego — dla operatoréw
o rzedzie ograniczonym z gory przez liczbe $cisSle mniejsza niz jeden powoduja, ze opera-
tor (1) przyjmuje posta¢ operatora (2). Dzieje sie tak, poniewaz kompensator jest dobrze
zdefiniowany i réwny zero.

4.3.3 Artykul [H5]
W tym artykule rozwazamy
£f() =ba) V@) + [ (Flat2) = 1) = Tar (2,91 ) slw ) Iz, (29)

Podobnie jak wczes$niej, najbardziej interesuje nas sytuacja, w ktorej odwzorowanie dane
z — k(x,2)J(z) jest niesymetryczne. Jednym z powodéw do przeprowadzenia tych badan
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byt fakt, ze — pomimo duzego zaangazowania sit w prace nad operatorami nielokalnymi i
dynamicznie rosngcej literatury — nastepujaca wazna rodzina operatoréw wcigz nie byta w
pelni objeta istniejacymi wynikami. Niech b = 0 oraz J(z) = |2|7% w (28), czyli

K(z, 2)

of@) = [, (J6+2) = @) = e (2 V1)) T (20)

i przyjmijmy jedynie, ze spetnione sa warunki (9) i (10). Nalezy zwrdcié¢ uwage, ze dostepne
w [12,32,41] lub [H4] twierdzenia wymagaja dodatkowych zalozen dotyczacych wspétezynnika
K, co wyklucza niektére naturalne przyktady. Wyniki pracy [H5] eliminuja te ograniczenia
i konstruujemy oraz szacujemy poétgrupe (P)i~o0, zobacz Przyktad 26. Oczywiscie pozwa-
laja one rowniez na zbadanie innych interesujacych operatoréw. Podkreslmy tez, ze ogdlna
funkcjonalno-analityczna metoda opracowana w rozdziale 3 pracy [H5] powinna moéc byé
zastosowana do innych przyblizen rzedu zerowego P [51], cho¢ juz dla wyboru PP wyni-
kajacego z tzw. zamrazania wspotczynnikéw na koricu otrzymujemy nowe wyniki dla miar
niesymetrycznych.

Teraz sformutujemy warunki, ktére zostang uzyte w zalozeniach. Niech b: R? — R?. Dla
r € RYir > 0 definiujemy efektywny dryf wzorem

b= b(r) + /Rd 2 (]l|z|<r - ]l‘z|<1) k(x, z)J(2)dz.
Rozwazmy istnienie stalej o € (0, 1] takiej, ze dla wszystkich z € R?
%) < corh(r),  re(0,1]. (30)
Nastepnie niech Ny € N, €; € (0, 1] oraz s; € (0,1] beda takie, ze
No
BB <Y o —ylo (), -yl <17 e (0,1, (31)
j=1
Alternatywnie do (31) rozwazamy
No
b7 — Y| <o Y (Jo—y|9 A1) h(r), r,y e RY re(0,1]. (31%)

Jj=1

Zauwazmy, ze nieréwno$¢ (30) z b = 01 o = 1 prowadzi do (25). Podobnie (31*) dla
b=01is; =1 sprowadza si¢ do (26). Bez odnoszenia si¢ do konkretnych wynikéw, nasze
zalozenia sa mniej ograniczajace niz w [H1] i [H4]. W szczegdlnosci obejmuja one (QO), patrz
[H5, Remark 2.2(iv)]. Bardziej szczegétowa dyskusja jest przeprowadzona w [H5, Remarks
2.1,2.212.3|.

Definicja 21. Definiujemy nastepujace dwa zbiory warunkéw:
(A): (7)-(11) zachodza; (30) i (31) zachodza z

Vv ap A (o€;) +s;,—1>0 oraz, ap+0—1>0.
7=1,...,No

(A"): (7)—(11) zachodza; (30) i (31*) zachodza z

v ap A (0€;) +s;,—1>0.

j=1,....No
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Aby przedstawi¢ gtéwne wyniki, postuzymy sie pojeciem jadra.
Definicja 22. Powiemy, Ze p jgdrem na czasoprzestrzeni, jesli dla dowolnych (s, z) € R x R?
oraz dowolnego ograniczonego przedziatu I C R odwzorowanie
Evr— p(s,z, F)
jest (skoniczong) miarg znakowang na B([ x RY) — o-ciato zbioréw borelowskich dla I x R¢.

Najpierw pokazemy jednoznacznosé rozwigzania fundamentalnego dla réwnania Oyu =
Lu, gdzie L jest podany przez (28).

Twierdzenie 23 (Theorem 2.4 w [H5]). Zatéimy (A) lub (A*). Niech (s,r) € R x R? bedzie
ustalone. Przypusémy, zZe i oraz je sq¢ jedrami na czasoprzestrzeni takimi, Ze dla kaZdego

¢ € C=(R x RY)

// pi(s, x,dudz) |0y ¢(u, z) + L,p(u, 2)| = —¢(s, ), j=1,2.

(5,00) xR
Wtedy dla kazdego ograniczonego przedziatu I C (s,00) i kazdego zbioru E € B(I x R?) mamy
pi(s,z, B) = po(s,z, E) .
W drugim wyniku rozstrzygamy kwesti¢ istnienia rozwigzania.

Twierdzenie 24 (Theorem 2.5 w [H5]). Zalozmy (A) lub (A*). Istnieje jadro p na czaso-
przestrzeni takie, ze dla wszystkich (s,z) € R x R? oraz ¢ € C°(R x R?)

// (s, 2, dudz) {(’L d(u, 2) + L.o(u, 2)| = —¢(s,x).

(s,00) xRR?

Ponadto istnieje borelowska funkcja p: (0,00) x R x R — R taka, ze dla kazdego ograniczo-
nego przedziatu I C (s,00) i kazdego zbioru E € B(I x RY) mamy

w(s,z, E) //p —s,x,2)dzdu.

Nastepnie w [H5, Theorem 2. 6] analizujemy zwigzana z p pétgrupe i jej generator. W [H5,
Theorem 4.26] wyznaczamy dtPt f = AP, f i podajemy kilka reprezentacji tej pochodnej.
Dwie z nich wyrazone sa za pomoca operatora £, patrz [H5, Theorem 4.23, Corollary 4.25 i
(70)]. W [H5, Theorem 2.7] przy dodatkowych zatozeniach podajemy gérne oszacowania dla
p(t, z,y).

Ponizej podamy dwa bardzo konkretne przyktady. Powéd, dla ktérego zatozenie (A*) jest
spelnione w tych przyktadach ma charakter ogdlny, przedstawiony w nastepujacym fakcie,
por. [H5, Remark 2.3(b)(ii)].

Fakt 25. Zalozmy, ze (7)—(11) sq spetnione i b= 0. Jesli oy, € (0,1) mozna wybraé dowolnie
blisko 1, to warunek (A¥) jest spetniony.
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Przyklad 26 (Example 1 w [H5]). Niech d = 1, J(z) = v(|z]) = |2|7%. Wtedy h(r) =
r~'h(1), zatem (11) oraz (12) zachodza z aj, = By = 1. Przypusécimy, ze b = 0 i s(z, 2) =
a(x)k(z), gdzie

3

1
a(@) =1+ Vzlp + Lo, k(z) = 51(—00,0) + 51[0,00) .

Wtedy (A*) jest spelnione z uwagi na Fakt 25 lub bezposrednio przez spostrzezenie, ze dla
kazdego o, s € (0, 1) istnieje ¢ > 0 takie, ze dla wszystkich r € (0, 1]

67| = la(z)[log(1/r) < er®h(r),

by — bY| = |a(z) — aly)|log(1/r) < c(lz —y|Y/> A1) r*h(r)

wiec mozna je dobraé¢ tak, aby (o/2) + s — 1 > 0. Zatem dla powyzszych wspdtezynnikéw
operatora (28) mozemy zastosowaé Twierdzenia 23 oraz 24. Nastepnie [H5, Theorem 2.7] daje

t
plt,z,y) <c(+t" Yy —z|Y2 A1) [t A
(2y) S 8y =2 A ) A e oa P

dla wszystkich ¢t € (0,1/h(1)], z,y € R. Dokladne oszacowania p wciaz nie sa znane.

Drugi konkretny przyktad to szczegélny przypadek [H5, Example 5], gdzie dla matych r
/ |z|v(|z])dz  jest poréwnywalne z  log[log(2 + 1/7)],
r<|z|<1

co pokazuje najgorszy mozliwy wzrost realizujacy (15). W Przykladzie 27 pokazujemy, ze
kasowania moga poprawi¢ parametry w (A*), nawet jesli miara jest niesymetryczna. W tym
szezegdlnym przypadku beda one dawaé (30) i (31*) z 0 = Ny = 1 oraz ¢ = 3, s = 1.
Innymi stowy, bedziemy mieli (25) i (26). Jednakze, poniewaz rzad operatora bedzie nieco
(logarytmicznie) ponizej jedynki, zadne z zatozen rozwazanych w [H1] czy [H4] nie bedzie
spetnione. Jednoczes$nie, poniewaz

/ |z|v(z)dz = o0,
|z]<1

pomimo b = 0 i lim, o+ [b*| = 0 (kasowania), nie mozemy pisa¢ ani uzywaé¢ (27) w celu
catkowitego usuniecia kompensatora. Cho¢ mogliby$my traktowaé operator (28) jako (2) w
ich stabych wersjach (jako wartosci gtéwne calek), nie mozemy tego zrobi¢ w silnym sensie,
bo (2) nie jest dobrze okreslony.

Przyktad 27 (Example 2 w [H5]). Niech d = 1 oraz J(2) = v(|z|) = |z|2p(|2]), gdzie

;, r<1/2,
log(1/r)

o(r) = 1
Tog(2)’ r>1/2.

Wtedy h(r) jest poréwnywalne z r~'p(r) dla r € (0,1]. Zatem (11) zachodzi dla kazdej
ap < 1, ale nie z o, = 1. Ponadto (12) jest spelnione z 5, = 1, ale nie zachodzi z zadna
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Br < 1. Zalézmy, ze b = 0 oraz k(x, z) = a(x)k(z), gdzie dla pewnych statych ¢ > 0, 5 € (0, 1]
oraz wszystkich x,y,z € R

0<c!<alr)<c<oo, la(z) — a(y)| < |z —y|?,
1 = (272n’ 272n+1]7
k(z) =14+ <k, z € [-27 27—l n=12...
0 poza,

oraz

_log(1+1/(2n—1))
~ log(1+1/(2n))

Wtedy (7)-(11) zachodza oraz dla r € (0,1/2] mamy

1/2 1 c
/7” (k:(z) a k;(—z)) zlog(z) dZ’ S log(1/r) "

W konsekwencji, dla r € (0, 1] oraz z,y € R

‘/7<z|<1 o k(Z)J<Z)dZ

|b7] < cp(r) < erh(r),

by — bY| = la(z) — a(y)| (r) < c(lz = y|"? A1) rh(r).

Podsumowujac, (A*) jest spelione z 0 = Ny = 1 oraz ¢, = 3, s; = 1. Co wiecej, z [H5,
Corollary 2.8] oraz [H1, Corollary 5.10], dla wszystkich t € (0,1/h(1)], z,y € R

p(taxay) < CTt(y - .CE) .

W [H5, Example 3] pokazujemy, ze korzystanie z sumy po prawej stronie wyrazen (31)
oraz (31*) zapewnia elastycznos¢, ktéra moze by¢ kluczowa podczas weryfikacji warunkéw
na parametry w (A) lub (A*).

W ostatnim przyktadzie proponujemy inny interesujacy operator, ktéry moze byé roz-
wazany, aby poddaé¢ nasze zatozenia i wyniki prébie. Pomyst konstruowania oscylujacych
symboli (w naszym kontekscie zwiazanych i poréwnywalnych z funkcja h) mozna odnalezé
w [20, Example 1.1.15].

Przyktad 28 (Example 7 w [H5]). Niech v(|z|) = |2|741p(|2]), gdzie

oy o e l(2k+ D) (2],
T a/@k+ DI e [(2k 20D (2k + 1))

oraz ¢, = ((2k)!)~V2. Kladziemy ¢(r) = 0 dla > 1. Wtedy h(r) jest poréwnywalne z
r~Yo(r) dla r € (0,1]. Mamy réwniez, ze (11) jest spetnione z oy, = 3/4, ale nie zachodzi
dla zadnej ap, > 3/4, jednoczesnie (12) jest spelione z 5, = 5/4, ale nie zachodzi dla
zadnej [, < 5/4. Rzad odpowiadajacego operatora waha sie od 3/4 do 5/4. Co ciekawe, tutaj
liminf, .o+ ¢(r) =0 i limsup,_,o+ ¢(r) = oco.
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Przypomnijmy, ze w artykule [H5] omawiamy konstrukcje parametrysy w ogdlnym funkcjo-
nalno-analitycznym kontekscie, opartym o zalozenia (S1) oraz (S2) i o hipotezy (HO) — (H4).
W rozdziale 3.1 pracy [H5], po skonstruowaniu niezbednych obiektéw, podajemy nastepu-
jacy lemat, ktory umozliwia dalsza analize tzw. przyblizonego rozwigzania. Dla 7 € [0,1]
definiujemy

Q= {(t,e) eR*: te[r,1], e>0 oraz t+e<1}.

Lemat 29. Zalézmy (S1) oraz (S2). Przypuscimy, ze (HO) — (H4) zachodzq. Wtedu dla kazdej
I € Co(R?) ponizsze odwzorowania sq jednostajnie cigglte w (Co(RY), || - ||oo):

1. t— PPf na [0,1],

2. (t,e) — fy PY,.. Qsf ds na Q.

8. t— QVf na [r,1] dla kazdego T € (0, 1],

4. (te)— [ Q.. Qsfds na Q1 dla kaidego T € (0,1],
5. (t,e) — PYQif na [1,1] x [0,1] dla kazdego T € (0,1].

Nastepnie korzystamy z dwéch kolejnych hipotez (H5) i (H6) w celu systematycznego udo-
wodnienia wlasnosci skonstruowanych obiektéw, ktére sg sformutowane w (CoJ1)—(ColJ5).
Przyblizone rozwiazanie jest rowniez wykorzystane do udowodnienia jednoznaczno$ci sta-
bego rozwigzania fundamentalnego, unikajac w ten sposéb probleméw zwigzanych z brakiem
regularnosci, zobacz rozdzial 4.5 w [H5].

W naszych zastosowaniach ogélnego podejécia nie mozemy uniknaé¢ wewnetrznego dryfu,
ktéry pojawia sie juz w poczatkowym oszacowaniu, patrz [H5, Lemma C.1],

10,p™ (t, 2, y)| < ¢ Iy (y — 2 — b)) .

Potrzebujemy réwniez nowych nieréwnosci splotowych. Na przyktad dla odpowiednio dobra-
nych parametréw, patrz [H5, Lemma B.7],

t —
10, 78 10 778
/0 /Rd(t =) THUNt —s,x,2) s P H 2 (s, 2,y)dzds

< Ct2—01—92 (E[O

(70 T 751
Y1t+y2+ni + H"/1+”/2+n2 + H“/1+72+m1 + H’y1+’yz+m2> (t7 Z, y) ’

gdzie

Pta,y) = /] (ly — 2 A1) ET(y — @ — 1h],),
Pta,y) =[] (Jy — 2P A1)t oy — 2 — thY,) -
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4.4

Opis wktadu w publikacje

Ponizej opisuje moj wktad w powstanie artykutéw stanowiacych osiggnigcie.

[H5]

[H4]
[H3]

[H2]

[H1]

Zaproponowatem koncepcje badawcza pracy. Jestem autorem dowodéw lub pelitem
aktywna role w dowodzeniu wiekszosci wynikéw, nakierowujac wspotautora, ktéry jest
doktorantem - wiele z nich byto omawianych ze szczegdétami podczas wspolnych spotkan
na Zoomie w trakcie tzw. lock-down’u zwigzanego z pandemia Covid-19.

Praca samodzielna.

Méj wktad dotyczy gléwnie rozdziatu 4 (dolne oszacowania) i rozdzialu 5 (gérne osza-
cowania wykorzystane do badania operatoréw o zmiennych wspodtczynnikach).

Méj wktad dotyczy gtéwnie wynikéw w rozdziatach 415 (o dekompozycji i dolnych osza-~
cowaniach). Wspétautor zaproponowal dowody réwnowaznosci (rozdziat 3). Wszystkie
wyniki byty przedmiotem wspdélnych inspirujacych rozméw.

Jestem autorem wigkszosci dowodéw pracy, w szczegdlnosci, kluczowych zmian w kro-
kach pomocniczych, ktore doprowadzity do wzmocnienia koncowych wynikéw. Wspot-
autor uczestniczyt gtéwnie w dowodach dolnych oszacowan (rozdzial 4.4).
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9 Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywno$cig naukowa
w wiecej niz jednej uczelni, w szczegdblnosci zagranicznej.

Obok badan, ktérych wyniki sktadaja sie na osiggniecie, prowadzitem tez inne, ktérych pierw-
sze wyniki pojawity sie w pracy [6] i ktére kontynuowatem w latach 2014-2017 podczas pobytu
na Universitat Bielefeld. Dotyczyty one zaburzen schrodingerowskich jader ciepta, z pewnym
naciskiem na zaburzenia jadro Gaussa-Weierstrassa. W efekcie powstaty prace [2], [27], [3]
afiliowane do Universitiat Bielefeld, a pézniej réwniez praca [31] napisana na Politechnice
Wroctawskiej. Tematyka ta zwigzana jest z nierownosciami 3G i 4G dla jader ciepta i ich
wplywem na istnienie zwyklych oraz ostrych oszacowan (gaussowskich) rozwiazan fundamen-
talnych rownan parabolicznych du = Lu + Vu, gdzie V' jest potencjatem. Gdy L = A, to
powszechnie znany jest zwiazek miedzy potencjatami V' z klasy Kato i zwyktymi oszacowa-
niami gaussowskimi. Z tego powodu w pracy [27] zostaly bardzo doktadnie zbadane klasy
Kato dla wszystkich proceséw Lévy’ego. W pracach [3], [31] wykazano podobne zwiazki mie-
dzy globalnymi i lokalnymi w czasie ostrymi oszacowaniami gaussowskimi a odpowiednio
zdefiniowanymi klasami potencjatéw V. Nielokalne operatory L byly badane w [2].

Podczas mojego pobytu w Bielefeld powstaly takze wazne fragmenty prac [H1], [H2] oraz
[H3], co zosatlo ujete w tych pracach przez wskazanie finansowania przez German Science
Foundation (SFB 701).

6 Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz
popularyzujacych nauke lub sztuke.

Osiggniecia dydaktyczne:

o Od momentu zatrudnienia, tzn. od 2010 roku (pracowatem nad materiatem do rozprawy
doktorskiej bedac asystentem), poprowadzitem ponad sto kurséw (lacznie éwiczn i wy-
ktad6w)

— kursy ogdélnouczelniane:
Matematyka (studia magisterskie), Analiza matematyczna 1 oraz 2, Algebra (r6zne
wersje), Mathematical analysis I (po Angielsku), Math - Analysis 1 (po Angielsku);

— kursy na kierunkach matematycznych:
Analiza rzeczywista i zespolona (studia magisterskie), Analiza funkcjonalna, Ana-
liza funkcjonalna i topologia (studia magisterskie), Réwnania rézniczkowe zwy-
czajne, Analiza matematyczna M1, Analiza matematyczna M2, Wstep do logiki i
teorii zbioréw, Uczenie maszynowe (laboratoria).

o Prowadzitem ¢wiczenia podczas do kursu podczas Potential Theory Workshop: Intersec-
tions in Harmonic Analysis, Partial Differential Equations and Probability, Guanajuato,
Meksyk, X 2023

o Jestem promotorem pomocniczym doktoratu Jakuba Mineckiego.
« Bytem promotorem pomocniczym doktoratu fukasza Lezaja (2021).

e Bylem promotorem pracy licencjackiej Witolda Barcza (2022).
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o Bylem promotorem pracy magisterskiej Jakuba Mineckiego (2020).
Osiaggniecia organizacyjne:

o W czerwcu 2020 roku, wspdlnie z Damirem Kinzebulatovem (Laval University), zato-
zytem i nadal prowadze seminarium Non-local operators, probability and sin-
gularities. W roku 2022 dotaczyl do nas Stéphan Menozzi (Université d’Evry Val
d’Essonne). Seminarium ma zasieg miedzynarodowy, a w jego ramach odbyto sie juz
okoto 90 wyktadow, z ktérych wigkszosé zostala zarejestrowana w formie nagrania wi-
deo, co stanowi duzag warto$é¢ edukacyjna i dokumentalng. Spotkania seminarium wciaz
odbywaja sie regularnie pozwalajac na utrzymanie naukowych kontaktow spotecznosci
zajmujacej sie operatorami nielokalnymi. Strona seminarium:
https:/ /researchseminars.org/seminar /NonLocalOperators

o Bytem czlonkiem komitetu organizacyjnego nastepujacych konferencji miedzynarodo-
wych: Probability and Analysis (Bedlewo 2017), Joint meeting of UMI-SIMAI-PTM
(Wroctaw 2018), Nonlocal Operators and Markov Processes III (Bedlewo 2023), Proba-
bility and Analysis (Bedlewo 2024).

o W latach 2012-2015 bytem cztonkiem Rady Wydziatu Podstawowych Probleméw Tech-
niki Politechniki Wroctawskiej.

o W roku 2014 pomagalem w organizacji odbywajacych sie we Wroctawiu finatéw krajo-
wych eliminacji do Miedzynarodowych Mistrzostw w Grach Matematycznych i Logicz-
nych, ktérych zwyciezcy biorg udzial w miedzynarodowym finale w Paryzu.

o W roku 2009 bytem wspétzatozycielem dziatajacego do dzisiaj studenckiego Kola na-
ukowego matematyki Politechniki Wroctawskiej.

Osiggniecia popularyzujace nauke:

o W roku 2023 wygtositem referat podczas Pojedynkow Matematycznych, corocznych za-
wodach organizowanych przez Kolo naukowe matematyki Politechniki Wroctawskie;j.

o W dniach 4.12.2023 oraz 18.12.2023 poprowadzitem wyktady w Liceum Ogo6lnoksztal-
cacym nr 7 we Wroctawiu w ramach wspotpracy miedzy liceami a Politechnika Wro-
ctawska.

Inne wazne informacje dotyczace kariery zawodowej.

o W latach 2019 oraz 2021 otrzymalem Nagrody Rektora Politechniki Wroctawskiej za
wybitny wktad w rozwéj uczelni.

o W semestrze zimowym 2018-19 otrzymatem dotacje od Ministerstwa Nauki i Szkolnic-
twa Wyzszego dla mtodych naukowcéw na realizacje zadan badawczych.

o W roku 2010 zdobytem I-sza nagrode w XLIV ogoélnopolskim Konkursie PTM na naj-
lepsza prace studencks z teorii prawdopodobienstwa i zastosowan matematyki.

o W roku akademickim 2009-10 otrzymywatem stypendium Ministra Nauki i Szkolnictwa
Wyzszego za osiagniecia w nauce.

33



Bibliografia

1]

2]

O. E. Barndorff-Nielsen, T. Mikosch, and S. I. Resnick, editors. Lévy processes. Birkhéuser
Boston, Inc., Boston, MA, 2001. Theory and applications.

K. Bogdan, Y. Butko, and K. Szczypkowski. Majorization, 4G theorem and Schrédinger per-
turbations. J. Evol. Equ., 16(2):241-260, 2016.

K. Bogdan, J. Dziubanski, and K. Szczypkowski. Sharp Gaussian estimates for heat kernels of
Schrodinger operators. Integral Equations Operator Theory, 91(1):Paper No. 3, 20, 2019.

K. Bogdan, T. Grzywny, and M. Ryznar. Density and tails of unimodal convolution semigroups.
J. Funct. Anal., 266(6):3543-3571, 2014.

K. Bogdan and T. Jakubowski. Estimates of heat kernel of fractional Laplacian perturbed by
gradient operators. Comm. Math. Phys., 271(1):179-198, 2007.

K. Bogdan and K. Szczypkowski. Gaussian estimates for Schréodinger perturbations. Studia
Math., 221(2):151-173, 2014.

K. Bogdan, P. Sztonyk, and V. Knopova. Heat kernel of anisotropic nonlocal operators. Doc.
Math., 25:1-54, 2020.

B. Bottcher, R. Schilling, and J. Wang. Lévy matters. 11, volume 2099 of Lecture Notes in
Mathematics. Springer, Cham, 2013. Lévy-type processes: construction, approximation and
sample path properties, With a short biography of Paul Lévy by Jean Jacod, Lévy Matters.

A. V. Chechkin, V. Y. Gonchar, J. Klafter, and R. Metzler. Fundamentals of Lévy flight
processes. In Coffey, WT and Kalmykov, YP, editor, Fractals, diffusion, and relaxation in

disordered complex systems, Part B, volume 133 of Advances in Chemical Physics, pages 439—
496. 2006.

7Z.-Q. Chen and X. Zhang. Heat kernels and analyticity of non-symmetric jump diffusion
semigroups. Probab. Theory Related Fields, 165(1-2):267-312, 2016.

7.-Q. Chen and X. Zhang. Heat kernels for non-symmetric non-local operators. In Recent
developments in nonlocal theory, pages 24-51. De Gruyter, Berlin, 2018.

Z.-Q. Chen and X. Zhang. Heat kernels for time-dependent non-symmetric stable-like operators.
J. Math. Anal. Appl., 465(1):1-21, 2018.

Z.-Q. Chen and X. Zhang. Heat kernels for time-dependent non-symmetric mixed Lévy-type
operators. J. Funct. Anal., 285(2):Paper No. 109947, 58, 2023.

F. G. Dressel. The fundamental solution of the parabolic equation. Duke Math. J., 7:186-203,
1940.

J. M. Drin. A fundamental solution of the Cauchy problem for a class of parabolic pseudodif-
ferential equations. Dokl. Akad. Nauk Ukrain. SSR Ser. A, (3):198-203, 284, 1977.

J. M. Drin and S. D. Eidelman. Construction and investigation of classical fundamental solu-
tions to the Cauchy problem of uniformly parabolic pseudodifferential equations. Mat. Issled.,
(63):18-33, 180181, 1981. Boundary value problems for partial differential equations.

K. Du and X. Zhang. Optimal gradient estimates of heat kernels of stable-like operators. Proc.
Amer. Math. Soc., 147(8):3559-3565, 2019.

34



18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

33]

[34]

[35]

S. D. Eidelman. Parabolic systems. North-Holland Publishing Co., Amsterdam-London;
Wolters-Noordhoff Publishing, Groningen, 1969. Translated from the Russian by Scripta Tech-
nica, London.

S. D. Eidelman, S. D. Ivasyshen, and A. N. Kochubei. Analytic methods in the theory of
differential and pseudo-differential equations of parabolic type, volume 152 of Operator Theory:
Advances and Applications. Birkhduser Verlag, Basel, 2004.

W. Farkas, N. Jacob, and R. L. Schilling. Function spaces related to continuous negative
definite functions: -Bessel potential spaces. Dissertationes Math. (Rozprawy Mat.), 393:62,
2001.

W. Feller. Zur Theorie der stochastischen Prozesse. (Existenz- und Eindeutigkeitssétze). Math.
Ann., 113:113-160, 1936.

A. Friedman. Partial differential equations of parabolic type. Prentice-Hall, Inc., Englewood
Cliffs, N.J., 1964.

M. Fukushima, Y. Oshima, and M. Takeda. Dirichlet forms and symmetric Markov processes,
volume 19 of De Gruyter Studies in Mathematics. Walter de Gruyter & Co., Berlin, extended
edition, 2011.

M. Gevrey. Sur les équations aux dérivées partielles du type parabolique. C. R. Acad. Sci.,
Paris, 152:428-431, 1911.

T. Grzywny. On Harnack inequality and Holder regularity for isotropic unimodal Lévy proces-
ses. Potential Anal., 41(1):1-29, 2014.

T. Grzywny, M. Ryznar, and B. Trojan. Asymptotic behaviour and estimates of slowly varying
convolution semigroups. Int. Math. Res. Not. IMRN, (23):7193-7258, 2019.

T. Grzywny and K. Szczypkowski. Kato classes for Lévy processes. Potential Anal., 47(3):245—
276, 2017.

J. Hadamard. Sur la solution fondamentale des équations aux dérivées partielles du type
parabolique. C. R. Acad. Sci., Paris, 152:1148-1149, 1911.

W. Hoh. A symbolic calculus for pseudo-differential operators generating Feller semigroups.
Osaka J. Math., 35(4):789-820, 1998.

N. Jacob. Pseudo differential operators and Markov processes. Vol. I. Imperial College Press,
London, 2001. Fourier analysis and semigroups.

T. Jakubowski and K. Szczypkowski. Sharp and plain estimates for Schrodinger perturbation
of Gaussian kernel. Journal d’Analyse Mathématique, 2023, DOI: 10.1007/s11854-023-0299-7.

P. Jin. Heat kernel estimates for non-symmetric stable-like processes. preprint 2017,
arXiv:1709.02836.

K. Kaleta and P. Sztonyk. Estimates of transition densities and their derivatives for jump Lévy
processes. J. Math. Anal. Appl., 431(1):260-282, 2015.

K. Kaleta and P. Sztonyk. Small-time sharp bounds for kernels of convolution semigroups. J.
Anal. Math., 132:355-394, 2017.

P. Kim and J. Lee. Heat kernels of non-symmetric jump processes with exponentially decaying
jumping kernel. Stochastic Process. Appl., 129(6):2130-2173, 2019.

35



[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

P. Kim, R. Song, and Z. Vondracek. Heat Kernels of Non-symmetric Jump Processes: Beyond
the Stable Case. Potential Anal., 49(1):37-90, 2018.

V. Knopova. Compound kernel estimates for the transition probability density of a Lévy
process in R"™. Teor. Imovir. Mat. Stat., (89):51-63, 2013.

V. Knopova and A. Kulik. Intrinsic small time estimates for distribution densities of Lévy
processes. Random Oper. Stoch. Equ., 21(4):321-344, 2013.

V. Knopova and A. Kulik. Intrinsic compound kernel estimates for the transition probability
density of Lévy-type processes and their applications. Probab. Math. Statist., 37(1):53-100,
2017.

V. Knopova and A. Kulik. Parametrix construction of the transition probability density of
the solution to an SDE driven by a-stable noise. Ann. Inst. Henri Poincaré Probab. Stat.,
54(1):100-140, 2018.

V. Knopova, A. Kulik, and R. L. Schilling. Construction and heat kernel estimates of general
stable-like Markov processes. Dissertationes Math., 569:1-86, 2021.

V. P. Knopova, A. N. Kochubei, and A. M. Kulik. Parametrix methods for equations with
fractional Laplacians. In Handbook of fractional calculus with applications. Vol. 2, pages 267—
297. De Gruyter, Berlin, 2019.

A. N. Kochubei. Parabolic pseudodifferential equations, hypersingular integrals and Markov
processes. Izv. Akad. Nauk SSSR Ser. Mat., 52(5):909-934, 1118, 1988.

A. Kohatsu-Higa and L. Li. Regularity of the density of a stable-like driven SDE with Holder
continuous coefficients. Stoch. Anal. Appl., 34(6):979-1024, 2016.

V. Kolokoltsov. Symmetric stable laws and stable-like jump-diffusions. Proc. London Math.
Soc. (8), 80(3):725-768, 2000.

F. Kihn. Lévy matters. VI, volume 2187 of Lecture Notes in Mathematics. Springer, Cham,
2017. Lévy-type processes: moments, construction and heat kernel estimates, With a short
biography of Paul Lévy by Jean Jacod, Lévy Matters.

F. Kithn. Transition probabilities of Lévy-type processes: parametrix construction. Math.
Nachr., 292(2):358-376, 2019.

T. Kulezycki, A. Kulik, and M. Ryznar. On weak solution of SDE driven by inhomogeneous
singular Lévy noise. Trans. Amer. Math. Soc., 375(7):4567-4618, 2022.

T. Kulczycki and M. Ryznar. Semigroup properties of solutions of SDEs driven by Lévy
processes with independent coordinates. Stochastic Process. Appl., 130(12):7185-7217, 2020.

T. Kulczycki, M. Ryznar, and P. Sztonyk. Strong feller property for SDEs driven by multipli-
cative cylindrical stable noise. Potential Anal., 55(1):75-126, 2021.

A. M. Kulik. On weak uniqueness and distributional properties of a solution to an SDE with
a-stable noise. Stochastic Process. Appl., 129(2):473-506, 2019.

E. E. Levi. Sulle equazioni lineari totalmente ellittiche alle derivate parziali. Rend. Circ. Mat.
Palermo, 24:275-317, 1907.

W. Liu, R. Song, and L. Xie. Gradient estimates for the fundamental solution of Lévy type
operator. Adv. Nonlinear Anal., 9(1):1453-1462, 2020.

36



[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

S. Menozzi and X. Zhang. Heat kernel of supercritical nonlocal operators with unbounded
drifts. J. Fc. polytech. Math., 9:537-579, 2022.

J. Picard. Density in small time for Levy processes. ESAIM Probab. Statist., 1:357-389,
1995/97.

W. E. Pruitt. The growth of random walks and Lévy processes. Ann. Probab., 9(6):948-956,
1981.

K.-i. Sato. Lévy processes and infinitely divisible distributions, volume 68 of Cambridge Studies
in Advanced Mathematics. Cambridge University Press, Cambridge, 2013. Translated from the
1990 Japanese original, Revised edition of the 1999 English translation.

R. L. Schilling, P. Sztonyk, and J. Wang. Coupling property and gradient estimates of Lévy
processes via the symbol. Bernoulli, 18(4):1128-1149, 2012.

K. Szczypkowski. Regularity of fundamental solutions for Lévy-type operators. Bull. Pol.
Acad. Sci. Math., 71(2):169-191, 2023.

P. Sztonyk. Estimates of densities for Lévy processes with lower intensity of large jumps. Math.
Nachr., 290(1):120-141, 2017.

L. Xie and X. Zhang. Heat kernel estimates for critical fractional diffusion operators. Studia
Math., 224(3):221-263, 2014.

37



		2024-04-21T09:48:02+0200
	KAROL MATEUSZ SZCZYPKOWSKI
	Opatrzono pieczęcią ministra właściwego do spraw informatyzacji w imieniu: KAROL MATEUSZ SZCZYPKOWSKI, PESEL: 86101611491, PZ ID: KAROL_SZCZYPKOWSKI_1313




