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(c) Omoéwienie celu naukowego /artystycznego ww. pracy/prac i osiagnietych wynikow:

Procesy Lévy’ego, procesy gaussowskie oraz ich uogélnienia rozwazane w ramach przedstawionego
osiggniecia naukowego stanowig klase proceséw stochastycznych wazng dla rachunku prawdopodo-
bienistwa, statystyki matematycznej i ich zastosowan. Procesy te znane sg juz od wielu lat, jednak
badaniem i uogélnianiem tych klas proceséw zajmuje sie wcigz wielu znakomitych naukowcow. Do-
datkowo znajdujg one zastosowanie w nowych zagadnieniach praktycznych.

W szcezegolnosei wérod procesow gaussowskich mozemy wymienié tutaj proces Wienera (zwany
ruchem Browna) [1], utamkowy ruch Browna 2|, a wsrod proceséw Lévy’ego procesy a—stabilne [3]
oraz ich temperowane odpowiedniki [4]. Literatura po$wiecona reprezentantom tych klas procesow
jest bardzo obszerna, wspomnijmy tutaj jedynie kilka przykladow zastosowan w finansach [5], fizyce
[6], biologii |7] czy chocby elektrotechnice [8]. Szczegbtowa analiza probabilistyczna tych klas proce-
sow prowadzi nie tylko do glebszego zrozumienia ich wtasnosci, ale réwniez do opracowania bardziej
efektywnych metod estymacji czy choé¢by rozszerzenia spektrum zastosowan i uogélnien poprzez od-
krycia nowych charakterystyk, ktére odpowiadaja zaobserwowanym zachowaniom w eksperymentach
do$wiadczalnych.

Wyréznionym osiagnieciem, ktore stanowi podstawe do wszczecia postepowania habilitacyjnego
jest cykl 11 prac, w ktorych analizuje sie wlasnosci probabilistyczne, czesto odwotujac sie réwniez
do teorii rownari rézniczkowych z pochodng dowolnego rzedu, proceséw stochastycznych opartych
o rozktady gaussowskie, a-stabilne i temperowane a-stabilne. Waznym elementem wspomnianego
cyklu sa réwniez rozszerzenia i uogoélnienia znanych proceséw oraz zastosowania ich do modelowania
zjawisk rzeczywistych. Prace te tgcza sie i przeplataja na wielu réznych ptaszezyznach i w wielu
kontekstach, jednak ich wspélnym mianownikiem jest opis wlasnosci probabilistycznych ze szczegol-
nym uwzglednieniem miar zaleznosci takich jak kowariancja czy kodyferencja (w przypadku procesow
z nieskoniczonym drugim momentem) oraz wyznaczenie uogolnionych rownan rézniczkowych, ktore
spelnia gestosé prawdopodobienistwa analizowanego procesu.

Gloéwnym celem osiagniecia naukowego bylo wyznaczenie jawnych charakterystyk takich jak np.
funkcja charakterystyczna, czy wlasnosci trajektorii dla analizowanych proceséw stochastycznych.
Skupiono sie réwniez na wyznaczeniu miar zaleznosci, a takze znaleziono postacie uogoélnionych réw-
nan rézniczkowych, ktore spetnia funkcja gestosci prawdopodobienistwa.
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W cyklu prac analizujemy procesy, w ktérych fizyczny czas zostaje zamieniony na pewien $cisle
rosnacy proces stochastyczny. Nasza analiza przebiega wedtug pewnego schematu i ma forme konkret-
nego programu badari, mianowicie zaczynamy od proceséw o rosnacych trajektoriach, nastepnie prze-
chodzimy do konkretnych proceséw o wartosciach w calym zbiorze liczb rzeczywistych (mozemy tu-
taj mysle¢ o uogolnieniach ruchu Browna), a koniczymy analiza procesu Ornsteina-Uhlenbecka (OU).
W szeregu artykutéw naukowych konstruujemy nowe procesy stochastyczne wzgledem proceséw a-
stabilnych, temperowanych a-stabilnych oraz procesow gaussowskich ze szczegdlnym uwzglednieniem
utamkowego ruchu Browna n-tego rzedu. W pracach koncentrujemy sie réwniez na wyznaczeniu pod-
stawowych wlasnosci, ktore w szczegdlnosci moga by¢ pomocne w estymacji i dopasowaniu nowych
rozktadow do danych empirycznych. Wszystkie analizowane rodzaje proceséw lacza nietrywialne
wlasnosci, jak np. dtugo- i krotko-zasiegowe korelacje 9], potegowe badz wyktadniczo-potegowe za-
chowanie ogona dystrybuanty [3], czy choéby ich szerokie zastosowanie w opisie proceséw anomalne;
dyfuzji [6]. Ten ostatni watek byt gtownym przedmiotem zainteresowania habilitanta we wczesniej-
szych badaniach, stad dalsza kontynuacja badan w tym kierunku. W omawianych zagadnieniach
opisujemy wtasnosci i konstruujemy uogoélnienia wspomnianych klas procesow poprzez zastosowanie
metody subordynacji, czyli zamiany fizycznego czasu procesu na odpowiedni nieujemny i rosnacy
(zwykle $cisle rosnacy) proces stochastyczny zwany subordynatorem [10]. Mimo iz to podejicie jest
znane od wielu lat [11], obecnie obserwujemy wzmozone zainteresowanie tym sposobem konstrukcji
proceséw stochastycznych (np. w kontekscie procesow tzw. anomalnej dyfuzji [6]).

W dalszej czesci autoreferatu w sposob usystematyzowany opiszemy wyniki sktadajace sie na osia-
gniecie naukowe. Wskazemy zwiazek naszych wynikoéw z istniejaca wiedza oraz ich mozliwosci apli-
kacyjne. Autoreferat zakoriczymy omowieniem artykutow, ktore nie zostaty wlaczone do osiggniecia
oraz informacjami o wykazywaniu sie istotna dziatalnoscia naukowa i o osiagnieciach dydaktycznych.
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1 Wstep

Opis wielu zjawisk rzeczywistych wymaga czesto elastycznosci i odpowiedniego dostosowania
aparatu matematycznego, aby moéc odwzorowaé¢ zachowania i wlasnosci proceséw zachodzacych w
naturze. Jednak uogolnienia i rozwdj coraz to nowych modeli i podejéé to nie tylko wplyw aktualnych
potrzeb, ale czesto okazuje sie, ze wyprowadzone kiedys$ formutly znajduja zastosowanie obecnie do
opisu wielu zjawisk badz moga by¢ wykorzystane do lepszego zrozumienia wspotczesnych technik.
Jako przyktady mozna tutaj wymieni¢ rachunek rozniczkowy z pochodna dowolnego rzedu (z ang.
fractional calculus) [12], czy wartosci Shapleya pojecie znane z teorii gier obecnie wykorzystywane
do wyjasniania skomplikowanych modeli uczenia maszynowego [13].

Przedmiotem osiggniecia naukowego jest analiza wlasnosci i konstrukcja nowych proceséw opar-
tych o procesy a-stabilne, temperowane a-stabilne, a takze procesy gaussowskie ze szczegdlnym
uwzglednieniem utamkowego ruchu Browna oraz utamkowego ruchu Browna n-tego rzedu. W szcze-
gbélnosci wyznaczamy jawne reprezentacje miar zaleznosci analizowanych proceséw takich jak auto-
kowariancja czy autokodyferencja (dla proceséw o nieskoriczonej wariancji). Dodatkowo wyznaczamy
postacie uogdlnionych réwnan rézniczkowych, jakie spetnia gestosé prawdopodobienistwa wybranych
proceséw. Pozwala to na potgczenie teorii prawdopodobienistwa i teorii rownari rézniczkowych. Prace
te moga stanowié cykl ukierunkowany na rozwijanie pewnych specyficznych metod, gdyz mozemy
uporzadkowaé je od analizy procesow stochastycznych o rosnacych ($cisle rosnacych) trajektoriach
do badania wtasnosci proceséw o wartosciach w caltym zbiorze liczb rzeczywistych i bedacych w
szczegblnosdcl rozwiazaniem stochastycznego rownania roézniczkowego procesu OU. Prace starano sie
pogrupowa¢ w mniejsze bloki wedtug problematyki, a nie wedtug chronologii powstawania badz po-
chodzenia przedstawianych w nich rezultatow.

W pracach [H1-H3| rozwazamy uogoélnione procesy Mittaga-Lefflera (ML), ktore konstruujemy na
trzy rozne sposoby oraz analizujemy ich wtasnosci probabilistyczne. Prace [H1, H2| taczy podejscie
subordynacyjne. Proces ML byl juz rozwazany we wcze$niejszych opracowaniach, gdzie cho¢by w
[14] pokazano, ze rozktady typu ML sa nieskoriczenie podzielne, a w [15] podano rozktady prawdopo-
dobieristwa i postaé¢ gestosci miary Lévy’ego takiego procesu. Jednak kluczowe jest zaobserwowanie,
ze taki proces moze zostaé¢ otrzymany poprzez subordynacje a-stabilnego subordynatora procesem
gamma. Ta obserwacja pozwala nam kolejno na wprowadzenie temperowanego a-stabilnego procesu
ML (TMLLP) stosujac jako zewnetrzny proces temperowany a-stabilny |[H1|, pézniej rozszerzenie
tych rezultatéw poprzez zastosowanie jako proces zewnetrzny dowolnego nieskoriczenie podzielnego
subordynatora [H2|, a na koricu wprowadzenie nowego procesu poprzez modyfikacje jego gestosci
miary Lévy’ego wykorzystujac uogolniona funkcje ML (zwana rowniez funkcja Prabhakara) [H3|. Ta
ostatnia metoda pozwala nam réwniez na konstrukcje nowych klas subordynatoréw, a samo podejscie
zostalo pozniej wykorzystane w publikacji [P18§].

Kolejne prace z cyklu rozwijaja sie w dwoch nurtach. W pracach [H4-H6| badamy wlasnosci proce-
sow subordynowanych procesem gamma, jak to miato miejsce w przypadku procesu ML, natomiast
prace |[H7-H11] to rozwazania nad wlasnosciami, ze szczegolnym uwzglednieniem miar zaleznosci,
procesow OU wzgledem dwustronnego temperowanego procesu a-stabilnego [H7|, gamma subordy-
nowanych procesow OU wzgledem procesu Wienera i procesu a-stabilnego [H8| oraz subordynowa-
nego procesu a-stabilnego [H10-H11] i ruchu Browna [H9|. Miary zaleznosci, jakimi si¢ postugujemy
to w przypadku proceséw o skoriczonej wariancji to kowariancja natomiast w przeciwnym przypad-
ku bazujemy na kodyferencji [16]. Badania zapoczatkowane w pracach [H10-H11| dla procesu OU
(szczegdlny przypadek procesu CARMA) zostaly pozniej rozszerzone np. w [17].

Proces gamma jako subordynator zostal réwniez wykorzystany w przypadku dwoch rozszerzen
utamkowego ruchu Browna. Punktem wyjscia jest praca [18], w ktorej autorzy rozwazaja utamkowy



proces Laplace’a. Zmotywowani tym przyktadem uogélniamy te wyniki w dwoch kierunkach, miano-
wicie badamy wtasnosci subordynowanego ruchu Browna n-tego rzedu [H4|, utamkowego a-stabilnego
procesu Lévy’ego [H5| oraz przypadku specjalnego, czyli procesu a-stabilnego [H6].

Podsumowujac ponizej prezentujemy najwazniejsze rezultaty uzyskane w pracach wchodzacych
w sktad osiagniecia naukowego.

e W pracy [H1| konstruujemy uogélniony temperowany a-stabilny proces Lévy’ego typu ML wy-
korzystujac podejscie subordynacyjne. Nastepnie podajemy szereg wlasnosci takiego procesu.

e Praca [H2| kontynuuje podejscie subordynacyjne do konstrukeji, tym razem uogoblnionego pro-
cesu typu ML, w ktérym procesem zewnetrznym jest dowolny nieskonczenie podzielny i $cisle
rosnacy subordynator. Podajemy szereg wlasnodci takiego procesu, m.in. jawna posta¢ mo-
mentow, autokorelacji oraz formute uogoélnionego rownania rézniczkowego opisujacego gestosé
prawdopodobienstwa takiego procesu w punkcie ¢ > 0.

e W artykule [H3| prezentujemy inne podejscie do konstrukeji procesow typu ML, tym razem
definiujemy taki proces poprzez specjalng postaé jego miary Lévy’ego, ktérg reprezentujemy
poprzez funkcje Prabhakara (funkcje ML z trzema parametrami). Podajemy wlasnosci takiego
procesu, w szczegolnosci jego funkcje charakterystyczna oraz znajdujemy jego reprezentacje sub-
ordynacyjna dajac tym samym poczatek badaniom nad uogélnionymi procesami a-stabilnymi

P18].

e W pracy [H4| rozszerzamy definicje utamkowego procesu Laplace’a zdefiniowanego poprzez sub-
ordynacje utamkowego procesu Browna subordynatorem gamma, wprowadzajac jako proces
zewnetrzny utamkowy ruch Browna n-tego rzedu. Otrzymujemy serie wynikéw charakteryzuja-
cych nowy proces, wspomnijmy tutaj o jego momentach, funkcji kowariancji czy odpowiednim
réwnaniu rézniczkowym opisujacym jego gestosé.

e Artykul [H5|] omawia kolejne rozszerzenie utamkowego procesu Laplace’a poprzez zastosowa-
nie jako procesu zewnetrznego utamkowego procesu a-stabilnego. Ze wzgledu na to, iz proces
zewnetrzny ma nieskoriczone momenty, réwniez proces subordynowany charakteryzuje sie ta
wlasnoscia, zatem nie mozemy opisa¢ jego momentéw. Otrzymujemy jednak szereg rezultatow
podajacych postaé¢ funkcji charakterystycznej oraz alternatywnej miary zaleznosci, kodyferencji
dla tak zdefiniowanego procesu.

e W [H6|] omawiamy wlasnosci subordynowanego procesu a-stabilnego (za subordynator przyj-
mujemy tutaj proces temperowany a-stabilny). Podajemy m.in. posta¢ rownania rézniczkowego
jakie spelnia gestosé prawdopodobienistwa takiego procesu.

e Rezultaty pracy [H7| skoncentrowane sa na analizie procesu OU wzgledem dwustronnego pro-
cesu temperowanego a-stabilnego, gléwnymi wynikami pracy sa jawne reprezentacje funkcji
charakterystycznej takiego procesu, ktoére uzyskujemy na dwa sposoby.

e W artykule [H8] podajemy szereg wlasnosci proceséw OU wzgledem procesu Wienera i procesu
a-stabilnego subordynowanych procesem gamma. W szczegdlnodci wyznaczamy jawne repre-
zentacje na funkcje autokowariancji (w przypadku gaussowskim).

e W pracy [H9| zajmujemy si¢ analiza procesu OU wzgledem procesu Wienera, ktérego czas
fizyczny zostaje zamieniony na proces odwrotny do nieskoriczenie podzielnego subordynatora.
Glowny wynik pracy to analiza zaleznosci dla takiego procesu.

e Wyniki pracy [H10] to dalsze rozwiniecie pracy [H8|, w ktorej wyznaczamy kodyferencje dla
procesu OU (jego stacjonarnej wersji, w pracy nazywamy ten proces procesem CAR(1) z ang.
continuous autoregression) wzgledem procesu a-stabilnego. Czas w tym przypadku modelowany
jest odwrotnym a-stabilnym subordynatorem. Pokazujemy zgodno$¢ naszych teoretycznych
wynikéw z symulacjami numerycznymi.



o W [H11] (rozszerzajac [H10]) podajemy jawna reprezentacje kodyferencji (alternatywnej dla ko-
wariancji miary zaleznosci) dla subordynowanego procesu OU wzgledem procesu a-stabilnego.
Tym razem subordynator to proces odwrotny do nieskonczenie podzielnego subordynatora.
Dyskutujemy réwniez mozliwoéci zastosowail naszego procesu.

W pierwszej czesci rozprawy przedstawimy podstawowe definicje i wzory, ktore byly wyko-
rzystywane w omawianych pracach, a takze zwiazek naszych wynikéow z istniejaca wiedzg. Bardziej
kompletne opracowania mozna znalezé m.in. w ksiazkach [10, 3, 9, 19]|. Autoreferat zakonczymy
omoéwieniem prac, ktore nie zostaly wlaczone do osiagniecia oraz przedstawieniem informacji o wy-
kazywaniu si¢ przez habilitanta istotna aktywnoscia naukowa i jego osiagnieciach dydaktycznych.

2 Podstawowe pojecia i definicje

We wstepie podamy definicje gtéwnych klas proceséw rozwazanych w catej rozprawie i poja-
wiajacych sie w omawianych artykutach. W kazdym kolejnym rozdziale bedziemy uszczegotawiaé
prezentowane zagadnienia oraz wprowadza¢ nowe definicje w razie potrzeby.

Wszystkie wyniki rozprawy dotycza wlasnosci procesow a-stabilnych [3|, procesow temperowa-
nych a-stabilnych [4], utamkowego ruchu Browna oraz jego uogolnieni. Ponadto, konstruujemy procesy
OU wzgledem wspomnianych klas procesow. Rozwazamy réwniez procesy, w ktorych czas fizyczny
zostaje zamieniony na rosnacy (niezalezny od procesu zewnetrznego) subordynator badz odwrotny
subordynator.

Bardziej szczegélowo mozemy powiedzie¢, ze dla pewnego procesu stochastycznego (X (1)), i
pewnego niezaleznego od niego procesu (S(t)),s, 0 rosnacych i nieujemnych trajektoriach, anali-
zujemy proces subordynowany (czesto w literaturze méwi sie o takich procesach jako procesach
podporzadkowanych w rozprawie jednak bedziemy trzymac sie terminologii subordynowane), czyli
(X(S(t)));>0- Zacznijmy wiec od wprowadzenia definicji subordynatora oraz kilku jego szczegdlnych
przypadkow.

Definicja 2.1 ([10]). Jednowymiarowy proces Lévy’ego (S(t)),s, nazywamy subordynatorem, gdy
e S(t) > 0 z prawdopodobieristwem 1 dla kazdego t > 0,
e S(t1) < S(t2) z prawdopodobienstwem 1, gdy t; < ts.

Transformata Laplace’a (TL) subordynatora (S(t)),, ma postac
E(e M) = e7t¥), (2.0.1)

gdzie U(u) jest wykladnikiem (Laplace’a) subordynatora. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie
120, 10].

Twierdzenie 2.1 ([10]). (i) Jesli ¥ jest wyktadnikiem subordynatora (S(t)),~,, to istnieje jed-
noznacznie zdefiniowana para nieujemnych liczb rzeczywistych (a,b) oraz jednoznacznie zdefi-
niowana miara (zwana miarg Lévy’ego) v na (0,00) o wtasnosci [;°(1 Ax)v(dx) < oo takie, ze
dla kazdego & > 0 zachodzi

V() =a+ bE + /000(1 — e ") y(dw). (2.0.2)

(11) Kazda funkcja VU, ktéra moze zostaé przedstawiona w formie (2.0.2) jest wyktadnikiem trans-
formaty Laplace’a pewnego subordynatora.

Wprowadzmy réwniez definicje odwrotnego subordynatora.



Definicja 2.2. Niech (S(t))tzo bedzie subordynatorem. Odwrotnym subordynatorem nazywamy pro-
ces (U(1))>o #definiowany nastepujaco

U(t) =1inf{r > 0: 5(7) > t}. (2.0.3)

Proces (U(t)),s, nazywany jest w literaturze czasem pierwszego przejscia procesu (S(7)) . W
teorii prawdopodobienstwa odwrotne subordynatory znalazlty wiele zastosowan, warto wspomnie¢
miedzy innymi ich zwiazek z czasami lokalnymi pewnych proceséw markowskich [20] czy z teoria
odnowy [21].

W rozprawie bedziemy rozwazac¢ dos¢ ogolna reprezentacje subordynatora z dowolng miarg Lévy’ego
(zob. (2.0.1)) spelniajaca jednak pewne techniczne warunki zapewniajace nam np. wlasnosé $cisle
rosnacych trajektorii. Gtéwnie jednak bedziemy postugiwac sie trzema klasami subordynatoréw i pro-
cesoOw do nich odwrotnych, beda to subordynatory a-stabilne, temperowane a-stabilne oraz gamma.
Zdefiniowaé¢ mozemy je poprzez ich TL.

Definicja 2.3. Proces (Sa(T)),so, gdzie 0 < o < 1, nazywamy a-stabilnym subordynatorem, gdy
Sa(7) ma TL postaci -
E [e#$(0] = €™, k> 0. (2.0.4)

Definicja 2.4. Proces (Saa(T)), s, gdzie 0 < o < 1, X > 0, nazywamy temperowanym o-stabilnym
subordynatorem, gdy S, ,(7) ma TL postaci

E [e#5ar(D] = er (023§ > (2.0.5)

Definicja 2.5. Proces (G 5(7))
Gy p(1) ma TL postaci

Lso0 9dzie B> 0, A > 0, nazywamy subordynatorem gamma, gdy

—kGrp(t)) — A o ,
E (e *s0) = o5 k2o (2.0.6)

W pracach [H1-H2| rozwazamy subordynacje procesem gamma, stosujac kolejno jako proces ze-
wnetrzny temperowany a-stabilny subordynator i uogélniajac dalej na dowolny subordynator z TL
(2.0.1). Definiujemy w ten sposob i badamy wlasnosci nowych proceséw, ktore stanowia uogolnienie
znanego procesu Lévy’ego typu ML. Praca [H3| stanowi uogolnienie procesu ML poprzez wpro-
wadzenie odpowiedniej formy miary Lévy’ego, dodatkowo pokazujemy reprezentacje stochastycz-
na takiego procesu poprzez subordynacje. Dzieki czemu wprowadzamy nowe klasy subordynatoréw
z miarg Lévy’ego tym razem zdefiniowana poprzez wykorzystanie funkeji ML.

Wprowadzmy definicje procesow przyjmujacych wartosci rzeczywiste, ktore bedziemy rozwazaé
w kolejnych pracach z cyklu.

Subordynatory a-stabilne sa szczegélnym przypadkiem szerszej klasy procesow. Klasa procesow
a-stabilnych zdefiniowana jest za pomoca czterech parametréw. Niech zmienna losowa X ma rozktad
a-stabilny, co bedziemy oznacza¢ X ~ S(a, 7, u, 0), gdzie parametr a € (0, 2] nazywany jest indeksem
stabilnosci, v € [—1, 1] oznacza parametr skosnosci, u € R jest parametrem potozenia, a o > 0 to
parametr splaszczenia (ksztattu).

Definicja 2.6 (|3]). Mowimy, ze zmienna losowa X ma rozktad S(c, 7y, u, o) gdy jej funkcja cha-
rakterystyczna ma nastepujgcg postac

—0ul*[1 — iysign(u) tan(5*)] +ipu, if a #1

2.0.7
—o|u|[1 + iysign(u) 2 In u|] + iy, if oo = 1. ( )

Inyx(z) =InE (eiX") = {

Definicja 2.7 ([22, 3|). Proces stochastyczny (X(t)),-, bedziemy nazywaé a-stabilnym procesem
Lévy’ego (a-stabilnym ruchem Lévy’ego), gdy

1. X(0) =0 z prawdopodobieristwem 1.



2. X jest procesem o niezaleznych i stacjonarnych przyrostach.
3. X(t) — X(s) ~ S(a, (t — 5)"*,7,0) dla kazdych 0 < s < t < .

W przypadku, gdy o = 2 otrzymujemy przeskalowany ruch Browna. Co wigcej (X (1)),s, jest
procesem 1/a samopodobnym to znaczy, ze dla kazdego ¢ > 0 procesy {X(ct) : ¢t >0} i {c/*X(¢t) :
t > 0} maja te same rozklady skoriczenie wymiarowe (patrz réwniez Definicja 2.9). Gdy X (t) ma
rozktad S(«,0,0,Y%), to proces stabilny jest symetryczny. W przypadku gdy X (/) ma rozklad
S(a, (t—5)"* 4,0),z 0 < a < 1, wtedy jest on procesem o niemalejacych trajektoriach i nazywamy
go skoénym ruchem Lévy’ego.

Istotne uogodlnienie proceséw a-stabilnych stanowia procesy temperowane a-stabilne. W pelnej
ogolnosci wprowadzone w [4], gdzie idea tego uogolnienie polega na odpowiednim przeksztalceniu
miary Lévy’ego procesu a-stabilnego poprzez wykorzystanie funkcji kompletnie monotonicznych
[23]. W niniejszej rozprawie bedziemy korzystaé z konkretnej reprezentacji procesoéw temperowanych
a-stabilnych [24], zatem wprowadzimy jedynie te reprezentacje. W pelnej ogolnosci dyskusje o pro-
cesach temperowanych mozna znalezé w |4, 25].

Definicja 2.8 ([24]). Proces temperowany c-stabilny (1(t)),, definiujemy poprzez funkcje charak-
terystyczng
Vi (2) = exp [t (I'(—=a) (A +1i2)* + (A —iz)* = 2A%))],
gdzie o € (0,2) \ {1} oraz A > 0.

Zauwazmy, ze gdy A = 0, otrzymujemy funkcje charakterystyczna odpowiednio przeskalowanego
procesu a-stabilnego [3].

Definicja 2.9 ([26]). Proces (X (t)),s, nazywamy procesem samopodobnym z wyktadnikiem Hursta
H >0 (w skrdcie procesem H -samopodobnym), gdy dla kazdej liczby a > 0 zachodzi

{(X(at): £ >0} £ {aX(1): 1 >0}, (2.0.8)

gdzie symbol 2 oznacza réwnosé wedtug rozktadu.

W rozprawie poruszamy réwniez zagadnienia zwigzane z procesami gaussowskimi, a w szczegol-
nosci z utamkowym ruchem Browna i jego uogélnieniami, takimi jak utamkowy ruch Browna n-tego
rzedu czy utamkowy proces a-stabilny.

Utamkowy ruch Browna (z ang. fractional Brownian Motion w skrocie FBM) jest naturalnym
uogodlnieniem klasycznego ruchu Browna [2|. FBM (Bg(t)),», z parametrem Hursta H € (0,1) jest
scentrowanym procesem gaussowskim o funkeji kowariancji

o2
2
gdzie 0 = Var(By(1)) = T'(1 — 2H)ZH Zauwazmy réwniez, ze By(t) ~ N(0,0%*7), ¢ > 0.
Tutaj N(a,b) oznacza rozklad normalny ze $rednig a € R oraz wariancja b > 0. Dla takiego procesu
mozemy podaé réwniez jego jawng reprezentacje jako catke wzgledem procesu Wienera (B(t)),-, 2]

Lt = cwr=e)an + [ w2 2as). 2010

[e¢]

E(By(t)Bu(s)) = = [t*" + * — |t —s]*"], t,s >0, (2.0.9)

1

Ba®) =501

Przyrostem pierwszego rzedu procesu (B (t)),s, okreslimy proces X (k) = By(k + 1) — Bu(k),k =
0,1,2,---, ktéry bedziemy nazywaé¢ ulamkowym szumem gaussowskim (z ang. fractional Gaussian
noise, FGN). FGN jest procesem dyskretnym z tzw. wtlasnoscia dtugiej pamieci dla 1/2 < H < 1,
ktorag mozemy okreslié dla proceséw stacjonarnych o skoriczonej wariancji warunkiem braku sumo-
walnosci szeregu autokowariancji [19], tj. >, Cov(X (¢). X (¢t + k)) = oo.

Jednym z mozliwych kierunkéw rozszerzenia definicji FBM jest rozwazenie szerszej przestrzeni
parametrow H. Takie podejscie zastosowano w [27], gdzie parametr H moze przyjac¢ kazda z wartosci
w przedziale (n — 1,n) dla odpowiedniego n = 1,2, 3, ....
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Definicja 2.10 (|27]). Ulamkowym ruchem Browna rzedu n (n-FBM) nazywamy proces

i) = e [0 = o (- )

B <H B %) (H B 2n2— 3) (_U)Hm/z%_ll)!]dg(u) (2.0.11)
+/0t(t - u)H_l/QdB(u)}.

Zauwazmy, ze n-FBM jest procesem gaussowskim o $redniej zero oraz wariancji Var(By(t)) =
iy (I e gdzie

o 1 i (n)_n(n—l)n'(n—(]’—l))
" T(2H + 1) sin(rH)| J g!

Podobnie jak FBM, n-FBM jest procesem samopodobnym z indeksem samopodobienstwa H € (n —
1,n). Ponadto kowariancja procesu n-FBM wynosi [27|

B (B3 () By 0) = (-1 {je - s 51y (2].{ ) () 4+ ()]}, sis0

= 7 s t

(2.0.12)

Powyzsza struktura autokowariancji implikuje brak stacjonarnosci n-FBM.
Kolejne rozszerzenie to odpowiednia modyfikacja funkcji podcatkowej w reprezentacji (2.0.10) i
catkowanie wzgledem procesu a-stabilnego. Otrzymujemy zatem.

Definicja 2.11 (|3]|). Ulamkowym procesem «-stabilnym (z ang. fractional Lévy stable motion w
skrécie FLSM) z parametrem Hursta 0 < H < 1 oraz indeksem stabilnosci 0 < a < 2 nazywamy
proces

Z0(t) = / (= w7 — ()77 dau), +20, (2.0.13)
gdzie Ly (t) jest symetrycznym a-stabilnym ruchem Lévy’ego z parametrem o € (0,2] oraz transfor-
matq Fouriera Be?#le() = ¢~

Wspomnijmy, ze FLSM podobnie jak FBM czy n-FBM jest procesem samopodobnym z indeksem

samopodobieristwa [1 = é

3 Szczegdlowy opis wynikéw prac

Przechodzimy teraz do szczegétowych opisow prac wchodzacych w sktad osiagniecia naukowego.
W kazdej z sekcji stosowaé bedziemy notacje z odpowiadajace artykutom [H1-H11|. Mamy nadzieje w
ten sposéb utatwié czytelnikowi poréwnanie opiséw z samymi artykutami, na przyktad w kontekscie
zastosowan i estymacji parametréw opisywanych proceséw.

3.1 Subordynacyjne uogodlnienia procesow ML [H1-H3]|

W pracach [H1-H3| rozwazamy uogdlnienie procesu ML. Rozktad ML uogdlnia rozklad wykltad-
niczy szeroko stosowany w wielu zagadnieniach poczawszy od modelowania rozktadéow czasu zycia
urzadzen elektronicznych, po czasy oczekiwania w procesach Poissona i rozklady czasu obstugi w
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teorii kolejek [28]. Czasy oczekiwania ML prowadza do utamkowej wersji procesu Poissona, analo-
gicznie do tradycyjnych wyktadniczych czaséw oczekiwania, ktére prowadza do klasycznego procesu
Poissona [29].

Niech X bedzie zmienng losowa o rozktadzie ML z parametrami 0 < a <11 A > 0. Wtedy TL
X jest dana przez |14, 30|

A
A+ ue
Dla parametrow a € (0,1) rozklady ML sa ciezkoogonowe i naleza do dziedziny przyciagania
(z ang. domain of attraction) rozkladow stabilnych [28], co mozna rozumie¢ nastepujaco. Niech
X1, Xo, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie (iid) w tym przy-
padku o rozkltadzie ML z TL jak w (3.1.1). Wtedy TL przeskalowanej zmiennej losowej T, =
Al/an—l/a Z?:l Xz

E(e ) = (3.1.1)

E(e™m) = (1 +u*/n)™ = ™, gdy n — oo, (3.1.2)

co jest TL dla zmiennej losowej S, (1). W przypadku gdy o = 1, rozklad ML sprowadza sie do
standardowego rozktadu wyktadniczego. W pracy [14] pokazano szereg cickawych wtasnosci tych
rozkladow, a w szczegolnosei, ze rozktad ML jest nieskonczenie podzielny (réwniez geometrycznie
nieskoriczenie podzielny).

Funkcja gestosci prawdopodobieristwa rozktadu ML moze byé¢ zapisana w postaci funkcji ML
jako fx(x; A\, a) =1 — E,\(—2%), x > 0, gdzie E, ) jest funkcja ML, ktora moze by¢ przedstawiona
w postaci caltki zespolonej

1 ta—A N
Ban(z) = — /C - _:dt, (3.1.3)

211

gdzie C jest odpowiednio okreslona petla catkowania, ktora zaczyna sie i koniczy w —oo [31]. Funkcja
E, » moze rowniez zosta¢ zaprezentowana w postaci niekoniczonego szeregu

= —F(aZ oyt (3.1.4)

k=0

Korzystajac zatem z szeregu witasnosci rozktadéw ML mozemy rozwazaé¢ rowniez procesy sto-
chastyczne z czasem ciaglym o tych wlasnie rozktadach w danym czasie ¢ > 0. Taki proces byt juz
rozwazany w literaturze |15] poprzez subordynacje a-stabilnego subordynatora procesem gamma.

Definicja 3.1. Proces stochastyczny (M (1))
gdy jego TL ma postac

o nazwiemy procesem Lévy’ego typu ML (MLLP)

t
E (e—uMa,A(t)) — ()\ —:\ua> ) (3.1.5)

Rozszerzajac nieco, ale weiaz opierajac sie na pracy [15], mozemy okreslic MLLP o trzech para-
metrach poprzez

Mmﬁ))\(t) = Sa (G)\)ﬁ(t)), t Z 0. (316)

Dla takiego procesu mozna pokazaé¢ szereg wlasnosci [15].
Latwo wiec zweryfikowad, ze

A\
E (e—“Maﬁ,A(t)) - (/\ = ) (uzywajac (2.0.6)),
ua

co jest dokladnie TL dla oryginalnego procesu (3.1.5) dla 5 = 1. Podobnie (zobacz [15]) znajdujemy
(poprzez odwrocenie TL) gestosé procesu

x> 0. (3.1.7)

RS VH’“F(ﬂHk) ze
EVAPING! —Z; JP(k+1) T(a(Bt + k)



Ponadto (zobacz [15]) miara Lévy’ego procesu ML ma postac

m(z) = %ﬁ w1 (—Az%), © > 0. (3.1.8)

Powyzsza idea opierajaca sie o podejscie subordynacyjne zapoczatkowala szereg prac [H1-H3| w
ktérych definiujemy i analizujemy rézne uogélnienia procesu MLLP.

Przejdziemy teraz do gtéwnych wynikéw prac. Rozwazamy tutaj subordynowany temperowany
a-stabilny subordynator (S, ,(t));>0 (TSS) z TL (2.0.5).

Definicja 3.2. Temperowany a-stabilny proces Lévy’ego typu ML (TMLLP) definiujemy poprzez
subordynacje TSS niezaleznym od niego procesem gamma jako

Mo pan(t) = Sapu(Gas(t)), @ € (0,1), A, B >0, t >0. (3.1.9)

Dla takiego procesu uzywajac niezaleznosci procesu zewnetrznego i wewnetrznego oraz warunko-
wania wartosci oczekiwanej mozemy tatwo wyznaczy¢ (korzystajac z (2.0.5) oraz (2.0.6)) TL

A )‘”
A= pe+ (ptu))

Kolejne wyniki dotycza wyznaczenia jawnych postaci funkcji gestosci prawdopodobieristwa oraz ge-
stosci miary Lévy’ego naszego pierwszego uogoélnienia.

E(e_UMa"B’A’H(t)) — ( (3110)

Twierdzenie 3.1 (Proposition 3.1 w [H1]). Gestosé prawdopodobieristwa procesu TMLLP, zdefi-
niowanego w (3.1.6), dana jest wzorem

_ RS o (Bt + k) pol(Btrk)—1
Futannnn (@) = N1 (D A= 1) S S A TG T )

k=0

, A>p® x>0, (3.1.11)

Dowo6d powyzszego twierdzenia opiera sie rozwinieciu w nieskorniczony szereg TL (3.1.10), aby
po6zniej mozna bylto odwrocié wyraz po wyrazie kazdy element tego szeregu uzywajac faktu £7(1/(u+
w)®) = ez T (a), a >0 [32].

Twierdzenie 3.2 (Proposition 3.2 w [H1|). Gestosé miary Lévy’ego TMLLP dana jest nastepujg-
cym wzorem
a/‘g — T (e} « (e}
m(z) = —e " E (" — N)z®), A > pu, x> 0. (3.1.12)
T
Dowdd tego twierdzenia moze przebiegaé¢ na dwa sposoby, co pokazujemy w pracy. Pierwsze podej-
Scie polega wykorzystaniu wyniku pracy [33] dla proceséw o rosnacych i nieujemnych trajektoriach,
ktory pozwala nam na zapisanie gestosci miary Lévy’ego w postaci

() :/ Jau(x, )ma(t)dt, (3.1.13)
0

gdzie g (x) = %e"\m jest gestoscia miary Lévy’ego wewnetrznego procesu gamma, natomiast fo (2, 1)
jest gestoscia w chwili ¢ > 0 procesu zewnetrznego czyli T'SS. Warto zauwazy¢, ze dla procesu tempe-
rowanego jego gestos¢ prawdopodobienistwa mozna przedstawic¢ poprzez gestos¢é prawdopodobienistwa
procesu stabilnego f(z,t) przy uzyciu szeregu nieskoriczonego [28|

e—px-i-uat >

L I'(1 + ak)sin(rak)t*
fa,#(xﬂf) = g HrtH tf(l‘,t) - T Z(_l)k ( klz):l—i-alg ) ’
k=1

(3.1.14)



Kolejne etapy dowodu polegaja na zastosowaniu powyzszego faktu, wyznaczeniu catki danej w row-
naniu (3.1.13) dla kazdego z elementow sumy, skorzystaniu z formuty Eulera dla funkcji gamma
i zaobserwowaniu ze szereg ten mozna przedstawié¢ za pomocg funkcji ML. Kluczowa w dowodzie jest
rowniez obserwacja, ze mozemy zamieni¢ kolejnos¢ catkowania i sumowania poprzez zastosowanie
Twierdzenia Fubiniego-Tonellego [34].

Drugie podejscie korzysta z faktu, iz dla nieujemnego subordynatora z gestoscia f(x,t) jego
gestos¢ miary Lévy’ego dana jest jako nastepujaca granica [15]

1
=lim-f : 1.1
m(z) =lim - [(z,0) (3.1.15)
Uzywajac zatem tego faktu i funkeji gestosci TMLLP otrzymujemy pozadany wynik.

Dla pewnych szczegdlnych wartosci parametréw mozemy poczynié¢ nastepujace obserwacje.

Whiosek 3.1 ([H1|). W przypadku gdy o = 1,5 =1 oraz p = 0, formuta (3.1.12) redukuje sie do
m(x) = 2 e ™, co jest gestoscig miary Lévy’ego procesu gamma Gy (L) [10]. Dodatkowo mozemy
zavwazyé, ze Boy(—z*) — 1 gdy x — 0, otrzymujemy 7(x) ~ 1/x gdy v — 0. Stad [;° 7(z)dz = co.
Zatem trajgektorie procesu TMLLP sq $cisle rosngce [35]. Podobnie jak w przypadku procesu gam-
ma, miara Lévy’ego tego procesu jest skoncentrowana w zerze, stqd jego trajektorie charakteryzujg

nieskoriczong liczbg gtownie matych skokow.

Kolejne twierdzenie bedzie dotyczyto postaci uogdlnionego réwnania rézniczkowego, ktérego roz-
wiazaniem jest funkcja gestosci prawdopodobienistwa TMLLP w punkcie ¢ > 0.

Wprowadzmy kilka oznaczeri. Niech (,u + a%)y bedzie tzw. przesunietg pochodng utamkows zde-
finiowana w [36] dla funkcji analitycznych f: R — R taka, ze

o\’ . > S

J=0

gdzie (’j’) = J,FF((VV% Przypomnijmy réwniez definicje tzw. operatora przesuniecia e *% dla k € R

[36] zdefiniowanego jako

e f(t) = i ﬂf(t) =f(t—k), keR (3.1.17)

|
n=0 n

Twierdzenie 3.3 (Proposition 3.3 w |[H1|). Gestosé prawdopodobieristwa procesu TMLLP jest
rozwigzaniem nastepujgceego uogolnionego utamkowego rownania rézniczkowego

_1 o o\
A (1 —€ ﬁat) fMa,B,A,u(t) (@) =W fMQ,B,A,#(t) ($) - (/‘ + %) f]\[a,B,A,u(t) (:E), (3'1'18)

z warunkiem poczqtkowym [, ;) (v) = 0(x).

Dowod twierdzenia polega na zastosowaniu TL obustronnie wzgledem zmiennej z, nastepnie wy-
korzystaniu operatora przesuniecia i zauwazeniu, ze lewa i prawa strona réwnania sa jednakowe.
Wykorzystujac postaé¢ gestosci TMLLP tatwo zauwazyé, ze

« t (23
fapu(z, t) =e M f(z 1) ~ =T'(1 + a) sin(ma) T e M ody o — o0, (3.1.19)
m T
co z kolei prowadzi do kolejnej obserwacji
t 1 ot
P(Sapu(t) > ) ~ —T(1 + @) sin(ra)—e " ady & — oo. (3.1.20)

T X

Wykorzystujac oba fakty i niezalezno$é proceséw mozna sformutowaé nastepujace twierdzenie:.

9



Twierdzenie 3.4 (Proposition 3.4 w [H1|). Zachowanie ogona dystrybuanty TMLLP przy x — oo
mozna przedstawié jako

(1 + a)sin(ra) BtAPE eHe

P(Mapgapu(t) >z) = pom O ) o A > p®, gdyx — . (3.1.21)
Ponadto,
Aﬁt —px aft—1
St ) (T) ~ F(aﬁt)e T , gdyx — 0. (3.1.22)

Dowo6d powyzszego twierdzenia jest konsekwencja zachowania ogona dystrybuanty procesu tem-
perowanego a-stabilnego oraz niezaleznosci obu proceséw. Zauwazmy, ze ze wzgledu na wyktadniczy
zanik ogona dystrybuanty (gdy © — o), proces TMLLP ma momenty wszystkich rzedéw, co pozwala
nam sformutowaé¢ nastepujacy fakt.

Fakt 3.1 ([H7]). Kowariancja procesu M, gz, (t), t > 0 wynosi

5 3
Cov(Maprpu(t), Magrpu(s)) = (a(l - oz),ua_wx + OzZpLQ(O‘_l)ﬁ) min(s, t). (3.1.23)

Pierwsze uogodlnienie TMLLP rozwazane w pracy [H2| polega na zastosowaniu jako proces ze-
wnetrzny dowolnego subordynatora (Sy(t)),, (2.0.1). Zatem uogélniony proces Lévy’ego typu ML
(dalej oznaczany jako GMLL) mozemy zdefiniowaé¢ jako

My(t) = Sy (Gas(t)), t > 0. (3.1.24)

Jak poprzednio, przy odpowiednich zalozeniach, mozemy wyznaczy¢ gestos¢ miary Lévy’ego dla
takiego procesu.

Twierdzenie 3.5 (Proposition 2.1 w [H2|). Zaldzmy, ze subordynator ma cigglq i ograniczong
gestosé prawdopodobieristwa, wtedy gestosé miary Lévy’ego procesu GMLL jest ciggta © ma postac

m(z) =0 / f(z,v)v e Mdv, = > 0. (3.1.25)
0

Dowod twierdzenia jest konsekwencja zastosowania rozumowania z pracy [15] (patrz réwnanie
(3.1.15)) oraz zastosowania twierdzenia o zbieznosci ograniczonej. W granicy wykorzystujemy rowniez
fakt, iz lim,_ ﬁ =1.

Roéwniez w tym ogdlnym przypadku sformutujemy odpowiednik Twierdzenia Fokkera-Plancka
opisujacego gestos¢ prawdopodobienistwa procesu My(t), t > 0. Niech u bedzie funkcja absolutnie
ciagla na przedziale (0, 00), a przez 7(s) = [ v(dz) oznaczmy funkcje ogona miary Lévy’ego. W pracy

[37] zdefiniowano operator

x

d
YD)y () = . /u(:z: —s)v(s)ds| , (3.1.26)
x
0
dla dowolnej funkcji Bernsteina ¢ zwiazanej z pewnym subordynatorem i jego miara Lévy’ego v(dz).
Przed sformutowaniem kolejnego twierdzenia przypomnijmy réwniez definicje operatora przesuniecia

(3.1.17).

Twierdzenie 3.6. (Proposition 2.2 w [H2|) W przypadku gdy GMLL posiada absolutnie cigglq
funkcje gestosci, a miara Lévy’ego subordynatora Sy(t), t > 0 ma absolutnie ciggtq funkcje ogona
miary Lévy’ego, wtedy funkcja gestosci procesu GMLL, m(x,t) spetnia nastepujace uogdlnione utam-
kowe rownanie rézniczkowe

A <1 — 6_%&) m(xz,t) = =YDO®)m(z,t). (3.1.27)
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Dowod twierdzenia polega na obustronnym zastosowaniu TL oraz wykorzystaniu Lematu 2.2 z
[37].

Gdy zalozymy, istnienie drugiego momentu procesu (Sy(t)),s, mozemy sformulowaé¢ wzér na
funkcje korelacji procesu (My(t)),.,. Dodatkowo przy zalozeniu istnienia wartosci oczekiwanej ze-
wnetrznego subordynatora mozna znalezé wzor na warto$¢ oczekiwang procesu GMLL. Zilustrujemy
to w kolejnym twierdzeniu.

Twierdzenie 3.7 (Proposition 2.3 w [H2|). Niech Sy(t), t > 0 bedzie subordynatorem Lévy’ego,
zatozmy, ze E (Sy(1)) istnieje i jest skoriczona wtedy

E (M, (t)) = %E (Sy(1)). (3.1.28)

Dodatkowo, gdy proces Sy (t), t > 0 ma skoriczony drugi moment, to

Var (My(1)) = ?t (E [52(1)] - <1 _ %) E [5¢(1)]2) , (3.1.29)

a kowariancja dana jest wzorem

Cov (My(t), My(s)) = ?min(t,s) <IE [SZ(1)] — (1 — %) E [Sw(l)]2> : (3.1.30)

Wynik ten otrzymuje si¢ poprzez zastosowanie rezultatow pracy 38| (patrz Twierdzenie 2.1) gdzie
autorzy rozwazaja podobne zagadnienie dla dowolnego zewnetrznego procesu Lévy’ego i dowolnego
niemalejacego subordynatora. Idea tego ogblnego dowodu polega na rézniczkowaniu funkeji charak-
terystycznej procesu subordynowanego w celu otrzymania konkretnych formul na momenty.

Zatem przy zalozeniach Twierdzenia 3.7 mozna okresli¢, czy proces posiada tzw. dluga pamiec.
Zagadnienie to krotko omawialiémy we wstepie w przypadku proceséw stacjonarnych. Dla procesow
niestacjonarnych mozemy sformutowaé¢ podobna definicje (zob. [H4| w jezyku korelacji).

Definicja 3.3. Niech s > 0 oraz t > s. Mowimy, ze proces Y (t), t > 0 posiada wlasno$é diugiej
pamieci, gdy
Corr(Y(s), Y(t)) ~ c(s)t™, gdy t — oo, (3.1.31)

gdzie d € (0,1) oraz c(s) jest pewnq stalq zalezng od s.
Twierdzenie 3.8 (Proposition 2.4 w [H2|). Niech Sy (t), t > 0 bedzie subordynatorem Lévy’ego,

dla ktorego E (Sy,(1))* < oo, wtedy proces My(t), t > 0 zdefiniowany w réwnaniu (3.1.24) posiada
tzw. wtasno$é dtugiej pamieci.

Dowod tego twierdzenia wynika z zastosowania Twierdzenia 3.7, gdzie po bezposrednim rachunku
otrzymujemy d = 1/2.
W dalszej czesci zajmijmy sie Scisle rosngcymi subordynatorami, ktoérych miara Lévy’ego spetnia

v(0,00) = 00 i rozwazmy teraz odwrotny subordynator (FEy(t)),, taki, ze

Ey(t) =inf {7 : Sy(r) > t}. (3.1.32)
Zdefiniujmy réowniez funkcje

Ft)=1-E[e 0] ¢t >0. (3.1.33)

Warto teraz zauwazy¢ nastepujacy prosty rezultat.

Twierdzenie 3.9 (Proposition 3.1 w [H2|). Funkcja zdefiniowana w réwnaniu (3.1.33) jest dobrze
zdefiniowang dystrybuantq.
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Aby pokazaé powyzszy rezultat wystarczy wskazaé¢ na wlasnosci funkcji F', ktére wprost wyni-
kaja z whasnosci trajektorii procesu I, (t), ¢t > 0 (ciaglosci, niemalejacych trajektorii startujacych z
punktu 0) [39].

Kolejno mozemy powiazaé z tak zdefiniowana dystrybuanta rozktad prawdopodobienstwa. W tym
celu wprowadzmy pojecie rozktadu nieskoriczenie podzielnego zaczerpnieta z pracy [14].

Definicja 3.4 ([14]). Rozktad prawdopodobieristwa okreslony dystrybuantq F(x),z > 0 jest nie-
skoriczenie podzielny gdy jego TL jest postaci e9%), s > 0 gdzie g(u) ma kompletnie monotoniczng
pierwszq pochodng.

Dokladne definicje wraz z wtasno$ciami dla funkeji kompletnie monotonicznych i funkcji Bern-
steina mozna znalezé w ksiazce [23].

Twierdzenie 3.10 (Proposition 3.2 w [H2|). Rozktad prowdopodobieristwa zdefiniowany przez dys-
trybuante (3.1.33) jest nieskoriczenie podzielny.

Dowod twierdzenia przebiega w kilku krokach. Zauwazmy, ze TL naszego rozkladu mozemy przed-

o0 b(s , X !
stawic jako gy (s) = [ e 5 F(dt) = e~ los(1+452). Czyli w naszym przypadku ¢'(s) = (log (1 + @)) -
0

P'(s)
A+(s)”
niczna, rowniez (A + 1p(s)) " jest funkeja kompletnie monotoniczna [23]. Zatem iloczyn réwniez jest
funkcja kompletnie monotoniczna [23].

Dystrybuante zdefiniowana w réownaniu (3.1.33), a wiec wyrazona przez proces bedacy czasem
pierwszego przejscia Scisle rosnacego subordynatora, mozna powiaza¢ z dystrybuanta procesu GMLL
w czasie t = 1 i dla parametru S = 1. Mozemy zatem moéwi¢ o pewnym zwiazku pomiedzy tymi
dwoma procesami tzn. procesem GMLL oraz odwrotnym subordynatorem.

Zauwazmy, ze pierwsza pochodna funkcji Bernsteina 1(s) jest funkcja kompletnie monoto-

Twierdzenie 3.11 (Theorem 3.1 w [H2|). Dystrybuanta F(x), x > 0 zmiennej losowej My(t), dla
t=1, 8 =1, wyraza si¢ wzorem. I'(x) =1—E [e_’\Ew("’)] , x> 0.

Dowdd polega na poréwnaniu TL dystrybuanty procesu My(t), ¢ > 0 oraz TL dla funkcji F.
Zauwazmy, ze w artykule [H2| braklo zatozenia t = 1 co jest omylka literacka autora publikacji.

W pracy [H3| kontynuujemy rozwazania nad uogélnionymi procesami typu ML. W tym przypadku
nowy proces skonstruujemy za pomoca odpowiedniego rozszerzenia miary Lévy’ego. Przypomnijmy,
ze miare Lévy’ego procesu Lévy’ego typu ML mozna przedstawié¢ przy uzyciu dwuparametrowej
funkcji ML (patrz rownanie (3.1.8)). Nasza konstrukcja bedzie polegala na wykorzystaniu bardzie;
ogodlnej wersji funkcji ML, zwanej rowniez funkcja Prabhakara, stad proces ten bedziemy nazywaé
procesem Lévy’ego typu Prabhakara (PL). Dla z € C, te uogolniong funkcje ML mozemy przedstawic
poprzez nastepujacy nieskoriczony szereg

oo

1 (v +k)zF
['(7) &= KT (ak + B)’

B 5(2) = z€C,a,8,7€C, R(a)>0. (3.1.34)

Latwo zauwazy¢, ze dla parametru v = 1 powyzsza posta¢ redukuje sie do dwu-parametrowej funkcji
ML z réwnania (3.1.4).

Definicja 3.5 (|H3|). Niecha € (0,1], v > 04 3 € [1, 14+a) wtedy proces PL M7 = MP (1), ¢ >
0 definiujemy jako proces Lévy’ego z trajka Lévy’ego (0,0, thg,w), gdzie 6. (+) jest gestosciq miary
Lévy’ego

al'(v)

B—2 Y «
——aP°E (=Xx%), A>0, x> 0. 3.1.35

ﬂ-M(f'"’ (:L’) =

Dla tak zdefiniowanego procesu w kolejnym twierdzeniu pokazujemy, ze jego gestosé miary Lévy’ego
jest dobrze zdefiniowana.
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Twierdzenie 3.12 (Proposition 2.1 w [H3|). Funkcja w réwnaniu (3.1.35) jest dobrze zdefiniowang
gestosciq miary Lévy’ego.

Dowod twierdzenia polega na sprawdzeniu klasycznego warunku [10]

o

T
/1_’_—$7T]\1é3‘»y (J,) dx < +00.
0

W specjalnym przypadku, gdy 5 = v = 1, formutla (3.1.35) redukuje si¢ do dobrze znanej gestosci
miary Lévy’ego procesu ML. Dodajac kolejny warunek o« = 1 otrzymujemy subordynator gamma. Na
rysunku 1 poréwnujemy gestosci miary Lévy’ego dla procesu gamma, dla klasycznego procesu typu
ML (z subordynatorem a-stabilnym jako proces zewnetrzny) oraz procesu PL. Widzimy, ze proces
PL dla pewnych parametréw zajmuje miejsce posrednie miedzy procesami gamma i procesami ML.

500
= Prabhakar Lévy process
—— Gamma process

= Classical Mittag-Leffler process
400

3001

2004

100+

0 y y y . ]
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Rysunek 1: Zachowanie gestosci miary Lévy’ego procesu PL (dla o = 0.9,5 = 1,7 = 0.4, A = 10),
procesu ML (dlaa = 0.9, 8 =1,y = 1, A = 10) oraz procesu gamma (dlaa = 1,8 =1,7 = 1, A = 10)

W kolejnym twierdzeniu podajemy posta¢ wyktadnika Laplace’a procesu PL

Twierdzenie 3.13 (Theorem 2.1 w [H3|). Wyktadnik Laplace’a procesu PL ma postaé

TZJMg«ﬁ (u) =

«

— 1 .y
u ot [m) (v+%,1)‘ u
1

T (L 128\ v~ - N > . .
T (f)/ + 1;5) )\72 (‘/+1_B+171) )\ :| , U =2 07 (3 1 36)

gdzie , ¥, jest funkcjq Foxa-Wrighta (zob. [12]).

—uMZA’B(t)

Dowod twierdzenia polega na bezposrednim obliczeniu —% log (IE (e ) Po drodze uzy-

wamy wtasnosci funkcji specjalnych m.in. reprezentacji catkowej Eulera, gaussowskiej funkeji hiper-
geometrycznej (rownanie (1.11.26) w [12]). Warto tutaj zauwazy¢, ze gdy v = 5 = 1, to wyktadnik
Laplace’a procesu PL redukuje sie¢ do wykltadnika Laplace’a procesu ML (3.1.1)

Q/)]M’i,l(u) = log (1 + %) .
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Twierdzenie 3.14 (Proposition 2.2 w [H3]). Niech M2 bedzie procesem PL dla v < B/a. Wéw-
czas

tr
lim 2"t FP (M (t) > 2) = 3 ) .
=00 F(’Y+T+1)F(/3—Oé"/)>\7

(3.1.37)

Dodatkowo proces PL ma skoriczony moment rzedu p wtedy i tylko wtedy gdy 0 <p <14 ay — 3.

W dowodzie powyzszego twierdzenia, stosujac ograniczenie v < [3/a, uzywamy Twierdzen Tau-
berowskich otrzymujac wskazany rezultat.

Whioskujac po zachowaniu asymptotycznym ogona dystrybuanty i wykorzystujac £ X? = f P(X? >
0

x)dz, otrzymujemy natychmiast drugi rezultat o skonczonosci momentow p-tego rzedu. Kolejny re-
zultat dotyczy zachowania trajektorii procesu PL. Korzystajac z Twierdzenia 21.9 w [35] mozna
pokazaé, ze MP7 (1,w) ma z prawdopodobiefistwem 1 trajektorie o skoficzonym wahaniu na odcinku
(0,¢] dla kazdego t € (0, 00). Sformutujmy zatem odpowiednie twierdzenie.

Twierdzenie 3.15 (Proposition 2.3 w [H3|). Z prawdopodobieristwem 1 proces PL ma trajektorie
o skoriczonym wahaniu.

1
Dowod twierdzenia polega na sprawdzeniu istnienia calki [ weo (@) d [10].
0

Istotnym wynikiem pracy jest wyznaczenie reprezentacji procesu PL poprzez subordynacje. Re-
zultat ten jest komplementarny do wynikow przedstawionych w pracach [H1, H2| i zamyka te czesc
rozprawy habilitacyjne;j.

Twierdzenie 3.16 (Theorem 3.1 w [H3|). Proces PL mozemy zdefiniowaé réwniez poprzez subor-
dynacje procesu «-stabilnego nastepujgco

M) L s, (1\411‘(136)‘”” (t)) , (3.1.39)

1-5
. d . ‘. . p ; . . 1-(=5~ )~
gdzie = oznacza rownosc rozktadow skonczenie wymiarowych ponadto zaktadamy, Ze proces M, (%)

jest niezalezny od S, .

Dowod twierdzenia polega na wykorzystaniu warunkowej wartosci oczekiwanej, niezaleznosci obu
procesow oraz (2.0.4) i Twierdzenia 3.13.

Wspomnijmy na koniec, ze poprzez uogdlnienie procesu ML dochodzimy réwniez do istotnego
uogdlnienia proceséow a-stabilnych, w zwiazku z analogia, ze klasyczny proces typu ML to subordy-
nowany a-stabilny subordynator.

3.2 Subordynowane procesy utamkowe i ich uogolnienia [H4-H6]

Do tej pory zajmowalismy sie analiza procesoéw subordynowanych, w ktérych to proces zewnetrzny
byl réowniez subordynatorem, a wiec procesem o wartosciach nieujemnych. Kolejne rezultaty beda
dotyczy¢ subordynacji konkretnych klas proceséw o wartosciach rzeczywistych, ktére mozemy nazwac
procesami utamkowymi.

Zaczniemy od analizy procesu n-FBM, gdzie rozszerzamy wyniki zawarte w [18|. Rozwaza¢ be-
dziemy proces subordynowany zdefiniowany nastepujaco

X(t) = By (G(t)), t >0, (3.2.1)

gdzie (G(t)),>, jest procesem gamma niezaleznym od procesu n-FBM (B} (1))~

Zanim zaczniemy przedstawia¢ wlasnosci tego procesu, podajmy kilka wynikow dla samego proce-
su zewnetrznego. Zauwazmy najpierw, ze n-FBM posiada tzw. wlasnosé¢ dtugo-zasiegowych korelacji
w my$l definicji 3.3. Ponizsze twierdzenie jest wnioskiem z postaci funkcji kowariancji procesu n-FBM.
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Twierdzenie 3.17 (Proposition 2.1 w [H4|). Proces n-FBM posiada wtasnosé diugiej pamieci w
mysl Definicji 3.3, dla kazdego H € (n — 1,n).

Dowod tego twierdzenia wynika bezposrednio z postaci funkeji autokowariancji (2.0.12).
Mozemy réwniez uogdlnié¢ rownanie rézniczkowe, ktore spelnia gestosé prawdopodobienstwa pro-
cesu (B (t)),so w kazdym punkcie ¢ > 0.

Twierdzenie 3.18 (Theorem 2.1 w [H4|). Gestosé prawdopodobienistwa py(t,x), x € R, t > 0
procesu n-FBM jest rozwigzaniem nastepujgcego rownania rozniczkowego

o ., L (2H =1\ o, 07
EpH(t,gc) = HCH< o )tQH 1() Spl(t,x) (3.2.2)

z warunkiem poczatkowym pi (0, x) = d(z).

Dowod tego twierdzenia polega na bezposrednim rachunku, wykorzystujac fakt, ze (B} (t)),~,
jest procesem gaussowskim i jego gestosé moze by¢ zapisana przy pomocy odwrotnej transformaty

Fouriera
oo

1,2 (ZH 1)t2H

1 )
it ) = 5 [ e b
m

—0o0

du.

W pracy podajemy szereg rezultatow dotyczacych momentéw i gestosci prawdopodobienstwa
procesu (X(t)),s,. Glowne wyniki dotycza jednak postaci réwnania rézniczkowego, ktore spetnia
gestos¢ prawdopodobienistwa X oraz jego kowariancji.

Twierdzenie 3.19 (Theorem 3.1 w [H4|). Gestosé prawdopodobieristwa p(t, x) procesu X (t), t > 0
spetnia nastepujgee uogolnione rownanie rozniczkowe

_ L (2H —1 0
—(1—e™) p(t,z) = HcH< o )tQH 18 -p(t. ). (3.2.3)
Z warunkami poczgtkowymi 1 brzegowyms
p(0,z) = 6(x)
im0 p(t,2) =0 (3.2.4)

hmm_)oo a%p(t, 17) =0

—0

Tutaj e~ jest operatorem przesuniecia zdefiniowanym w (3.1.17) dla k = 1.

Zauwazmy, ze warunki brzegowe (3.2.4) sa spelnione dla gestosci n-FBM, stad automatycznie
przenosza sie na proces subordynowany. Dalsze kroki dowodu polegaja na bezposrednim przecal-
kowaniu prawej strony rownania (3.2.3) a nastepnie wykorzystania faktu, ze gestosé subordynatora
gamma spelnia odpowiednie réwnanie z operatorem przesuniecia [36].

Przejdziemy teraz do gtownego wyniku pracy [H4|, w ktorym wyznaczamy jawna reprezentacje
na funkcje autokowariancji procesu (X (¢)),-, zdefiniowanego w réwnaniu (3.2.1).

Twierdzenie 3.20 (Proposition 3.3 w [H4|). Kowariancja procesu X(t),t > 0 zdefiniowanego
w rownaniu (3.2.1) ma nastepujgcq postac.

E (B} (G(t)Bj(G(s) = (—1)" 7 {F((; (—(ts_/su /+V2H < )

7j=0

X[F(2H+t/u) (=5, 120 — j)+F<2H+t/v> (f»%ﬂ')]
[ (s/v)T(=2) [ (s/v)T(52)

Tutaj B (-, ) to funkcja Beta zdefiniowana poprzez
1
B(z,y) = / "1 —t)vtdt,
0
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Dowdd tego twierdzenia jest dwuetapowy. Po pierwsze wykorzystujemy postaé funkeji kowariancji
procesu n-FBM dzieki uzyciu warunkowej wartosci oczekiwanej i niezaleznosci procesow By (¢), £ >0

J
iG(t), t > 0. W kolejnym etapie kluczowa jest analiza wartosci oczekiwanych E ((Gg(;)s ) ¢ 1) G(s)*H )

oraz E ((Gg(;)s ) 4 121G (s)2H ) Kazda z nich mozemy zapisa¢ w podobny sposéb wykorzystujac
jawna postacé gestosci prawdopodobienstwa dla rozktadu gamma. W ostatnim kroku istotne jest za-
uwazenie, ze skomplikowana funkcja podcatkowa moze przy odpowiedniej zmianie parametréow byé
iloczynem gestosci rozktadu Beta prime oraz rozkladu gamma. Ten element dowodu jest gtéownym i
kluczowym etapem dzieki ktéremu dochodzimy do jawnych postaci skomplikowanych catek. Warto
zauwazy¢, ze otrzymany rezultat, gdy n = 1 redukuje sie automatycznie do wyniku z pracy [18].

Natychmiastowa konsekwencja Twierdzenia 3.20 jest nastepujace twierdzenie, w ktorym wykazu-
jemy, ze proces n-FBM posiada tzw. wlasnos¢ dtugo zasiegowych korelacji.

Twierdzenie 3.21 (Proposition 3.4 w [H4|). Proces X (t), t > 0 zdefiniowany przez (3.2.1), posiada
wtasno$é diugo-zasiegowych korelacji dla kazdego H € (n — 1,n).

Dowdd powyzszego twierdzenia jest techniczny i opiera sie gltéwnie na wyniku gtéwnego Twier-
dzenia 3.20. W pierwszym kroku znajdujemy dominujacy sktadnik w kazdej z sum, a nastepnie
korzystamy z asymptotyki funkcji gamma w nieskoriczonosci.

Bedac nadal w $wiecie procesow nazywanych utamkowymi, rozwazamy utamkowy a-stabilny ruch
Lévy’ego, bedacy podobnie jak n-FBM uogoélnieniem klasycznego FBM, w ktérym zamiast catkowaé
wzgledem ruchu Browna catkujemy wzgledem symetrycznego procesu a-stabilnego zmieniajac row-
niez odpowiednio funkcje podcatkowa. Postaé¢ tego procesu podana jest w Definicji 2.11.

Podobnie jak poprzednio, zdefiniujmy proces subordynowany tym razem w sposob nastepujacy.

Definicja 3.6. Proces stochastyczny (X (1)), 2definiowany nastepujaco
X(t) = Z3(G(1), t =0, (3.2.6)

bedziemy nazywaé subordynowanym utamkowym ruchem a-stabilnym. G(t),t > 0 jest tutaj procesem
gamma z TL Be ¢ = ¢~y 1004w - Zaktadamy rowniez, ze procesy Z& (1), t > 0 oraz G(1).1 > 0 sq
niezalezne.

&
Poniewaz dla proceséw a-stabilnych ze wzgledu na fakt, iz ich wariancja jest nieskonczona (dla
a € (0,2)) wykorzystajmy alternatywna miare zaleznosci kodyferencje.

Definicja 3.7 ([3, 16]). Kodyferencje (autokodyferencje) procesu stochastycznego (Y (1)),5, defi-
niujemy jako

CDy (t) = log Ee!YO=YO) _ o0 Be™® _JogEe="® ¢t >0. (3.2.7)

Bazujgc na kodyferencji zdefiniujmy réwniez w jej jezyku wlasnosé dlugozasiegowej zaleznosei
[40].

Definicja 3.8 (|40]). Mowimy, ze stacjnonarny a-stabilny proces stochastyczny Y (t), t > 0 posiada
wlasnosé dtugozasiegowej zaleznosci, gdy

iCDy(n) = 00. (3.2.8)

Kodyferencja procesu Z§(t),t > 0 wynosi [16]
CD(Zgy(1), Z§y(s)) = k(H, a) (" + s*7 — |t — s|*M) (3.2.9)

gdzie k(H,a) = [;7 (14 w)f~Vo — wH=1/2|* dy 4 ;L Dla pewnych ustalonych s oraz odpowiednio
duzych wartosci ¢, mamy CD(Z% (1), Z%(s)) ~ k(1 o)l st*H 1,
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Rozwazajac przyrosty procesu FLSM, zwane utamkowym a-stabilnym szumem i zdefiniowane jako
2%(n) = Z%(n+1) — Z%(n),n = 0,1,2, ..., kodyferencja dla duzych n moze by¢ aproksymowana

funkcja potegows [41]. Dokladniej, jesli 0 <« < 1,0 < H <1llubl<a <2 1—-—= < H <1,

(a=1)
H # 1/a, wtedy gdy n — oo
CD.q (n) ~ Cnot=e,

Gdy1<a<210<H<1—a(

%1), wtedy dla n — oo

CD.o(n) ~ DpH~1/e-1

gdzie stale C' oraz D sa niezalezne od n. W konsekwencji proces przyrostow z%(n) charakteryzuje
si¢ dlugozasiegowymi zaleznosciami dla H > 1/a.

Przed sformutowaniem kolejnego twierdzenia, w ktérym podajemy wzor na funkcje charaktery-
styczng subordynowanego FLSM, wprowadzmy nastepujaca notacje [42].

oo ’ zn
L=z rr=>" (v)q,',, , ¢ €(0,1)UN, Re(y) > 0. (3.2.10)
—~ nl
Gdzie (v),, = % jest tzw. uogdlnionym symbolem Pochammera [42, 12|. Zauwazmy, ze gdy

g = 1 rownanie (3.2.10) redukuje sie do klasycznego rozwiniecia w szereg funkeji (1 — 2)77.

Twierdzenie 3.22 (Proposition 4.2 w [H5|). Proces X (t), t > 0 zdefiniowany w réwnaniu (3.2.6),
dla ol € (0,1), ma nastepujgcq funkcje charakterystyczna

E (eiX(t)) _ 6‘“(W)’ (3.2.11)

a
gdzie (1+k(H, o))~ jest zdefiniowane w (3.2.10) a stata k(H, o) = [ ‘(1 — u)f_l/o‘ — (—u)f_l/a du.
Dowod tego twierdzenia opiera si¢ na wykorzystaniu niezaleznosci procesow Z%(t), t > 0 oraz
G(t),t > 0, samopodobieristwa zewnetrznego procesu stabilnego, a takze definicji funkeji gamma.
Kluczowe jest réwniez zauwazenie, iz

1 i —zHp(Ho)—z Lt—1 - 1 ]o - (—k(Haa))nxaHn L

x )= =1 e — z v d 3.2.12

T(t/v) / ‘ o ZF(t/u) ‘ nl e (8:2.12)
0 n=0 0

od ktorego dalej prowadzimy rozumowanie w kierunku otrzymania postaci szeregu podobnego do
(3.2.10). Bezposrednia konsekwencja powyzszego twierdzenia jest postaé¢ funkcji autokodyferencji.

Twierdzenie 3.23 (Proposition 4.3 w [H5]). Kodyferencja procesu X (t), t > 0, dla aH € (0,1),
WYN0S1
CD(X (t), X (5)) = log (1 + k(H, a))~t=sh/mat)
—log (1 + k(H,a)) ") —log (1 + k(H,a))*/"H). (3.2.13)

Zauwazmy, ze korzystajac z formuty Stirlinga 2=°T'(x + 3) /T'(x) — 1 gdy * — 0o, mozemy tatwo
wywnioskowaé, ze

e > (—k(H,o))"T (aHn + t/v k(Ha) (1)
(1 -+ h(H, o) et = 3 A )r)u/u()m [V) | ekl gy s o, (32.14)

n=0

Ta obserwacja moze nam postuzy¢ do wyciagniecia nastepujacego wniosku, ktéry mozemy sformuto-
waé w postaci twierdzenia.
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Twierdzenie 3.24 (Proposition 4.4 w [H5|). Niechv =1, gdyt — 0o, s — 00 a takze |t —s| — oo,
wtedy kodyferencja subordynowanego FLSM zachowuje sie asymptotycznie jak kodyferencja procesu
FLSM tzn. CD(X(t), X(s)) ~ CD(Z%(t), Z%(s)).

Dowo6d powyzszego twierdzenia jest konsekwencja monotonicznosci funkeji logarytmicznej oraz
naszych wezesniejszych rozwazan z roéwnania (3.2.14). W artykule |[H5| rozwazamy réwniez inne
reprezentacje funkcji charakterystycznej procesu X (t), ¢ > 0, ktore wyrazamy w postaci funkcji
Foxa-Wrighta [12]. Habilitant chciatby zaznaczy¢, iz we wzorze na funkcje charakterystycznag (w
konsekwencji rowniez na kodyferencje) wyznaczona w pracy [H5| w Proposition 4.5 (dla kodyferencji
Proposition 4.6), nie wspomnianym w rozprawie habilitacyjnej brakuje przeskalowania wartosci przez
czynnik 1/T'(t/v). Wykorzystujemy wlasnosci catkowania funkeji specjalnych oraz obserwacje, ze
zmienna losowa G () ma uogélniony rozklad gamma [43] otrzymujemy odpowiedniki Twierdzen
3.92 3.23.

W pracy [H5| podajemy rowniez oszacowania prawdopodobienstwa supremum dla procesu X (t), t >
0.

Twierdzenie 3.25 (Proposition 4.9 w [H5| ). Niech a € (1,2) oraz 1 > H > 1/« wtedy istniejq
skonczone i dodatnie state c = c(a, H) 1 0 > 0, takie, ze dla kazdego 0 < ¢ < e, zachodzi.

-T/v

E (e_CG(T) 10%(%G<T>H)) <P(sup |X(1)] <e) < (1—c e VM) (3.2.15)

0<t<T

Dowod Twierdzenia 3.25 wynika bezposrednio z wynikow pracy [44] oraz warunkowania wzgledem
procesu wewnetrznego.

Rozwazajac subordynowany FLSM, gdzie catkujemy wzgledem symetrycznego a-stabilnego pro-
cesu rozwaza¢ bedziemy teraz ten ostatni proces z czasem zamienionym na temperowany a-stabilny
subordynator.

Definicja 3.9. Niech S,(t),t > 0 bedzie symetrycznym procesem a-stabilnym, 0 < a < 2, a
Ty5(t), t > 0 niezaleznym od niego subordynatorem temperowanym a-stabilnym. Wtedy proces sub-
ordynowany X, s(l). t > 0 definiujemy nastepujaco

Xa)\_/g(t) = SQ(T)\)ﬁ(t)),t Z 0. (3216)

Taka konstrukcja pozwala nam na przytoczenie wielu interesujacych wtasnosci takiego procesu,
warto wspomnie¢ tutaj o transformacie Fouriera, ktéra mozna wyznaczyé¢ wprost.

E(eiuxa)\ﬁ(t)) — E(eiusa(TX,ﬁ(t))) _ E(E(emsamﬁ(tmﬂg(t)))
— E(C—T)\,ﬁ(t)‘ula) — e—t((l'lll‘a“l‘)\)ﬁ—A*g) (patrz (205)) (3217)

Jednak jednym z gtéwnych wynikow, ktore domykaja te czesé rozprawy, bedzie wyznaczenie odpo-
wiednika rownania rézniczkowego, jakie spelnia gestosé prawdopodobienistwa procesu X, » g(t), t > 0
oraz zachowania jego miary Lévy’ego. Okazuje sie, ze rowniez w tym przypadku spotykamy sie z
wprowadzong, juz wczesniej tzw. przesunieta pochodng utamkows.

Twierdzenie 3.26 (Theorem 3.1 w [H6| ). Niech X, 5(t). t > 0 bedzie procesem stochastycz-
nym zdefiniowanym w (3.2.16), wtedy jego gestosé prawdopodobieristwa he x g(x. ) jest rozwiqzaniem
nastepujgcego utamkowego rownania Fokkera- Plancka-Kolmogorova

1/p
<)\ﬁ - %) ha_)\ﬂ(a:,t) = )\ha_)\)ﬁ(:r,t) - (—A)fjf/Qha)A73($,t), (3218)
‘ :
z warunkami poczgtkowymi he 5(0,1) = 0 oraz hy yp(x,0) = 0(z). Operator (—A)*, a € (0,1) ozna-

cza tutaj utamkowy Laplasjan a (/\5 — %)1/ 7 jest tzw. przesunietq utamkowq pochodng zdefiniowng
w (3.1.16).
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Dowdd twierdzenia, polega na bezposrednim zastosowaniu przesunietej pochodnej z lewej strony
rownania (3.2.18) na funkcji gestosci procesu X, »4(t), ¢ > 0, ktora dzieki niezaleznosci procesu
zewnetrznego i wewnetrznego mozemy zapisaé jako

hap(2,t) = /OOO folz,m)grp(r, t)dr, (3.2.19)

gdzie fu(-,-) 1 gap(-,-) sa gestosciami prawdopodobieristwa odpowiednio proceséw a-stabilnego i
temperowanego a-stabilnego. Dalej wykorzystujemy fakt, ze gesto$¢ procesu temperowanego spelnia
odpowiednie rownanie z przesunieta pochodna utamkowa, [36].
Warto zauwazy¢, ze wynik ten w specjalnych przypadkach redukuje sie do znanych rezultatow.
Mamy wiec nastepujacy fakt.
Fakt 3.2 ([H6|). Dla 3 = 1/2,g¢stos¢ prawdopodobieristwa h := hqx1/2(x,t) spetnia réwnanie

procesu a-stabilnego z odwrotnym gaussowskim subordynatorem (z ang. normal inverse Gaussian,
NIG) [45]

—2 A)2"h. 3.2.20
Or oAt~ (A (3.2.20)
Dla oo = 2 réwnanie (3.2.20) staje szg réwnaniem, ktdre spetnia proces odwrotny gaussowski [45]
Rownanie to mozemy zapisaé jako gté’ — 2\/_9}’ = 8 h ktore ma podobng postacé jak réownanie

telegrafistow, jednak nim nie jest, poniewaz wspofczynmkz pochodnej czasowej pierwszego rzedu 1
pochodnej po przestrzeni drugiego rzedu sq wjemne. Dla o = 2, 5 = 1/2 oraz A = 0, h staje sie
gestosciq symetrycznego procesu Cauchy’ego i spetnia réwnanie % = 3?;

Przed przystapieniem do zaprezentowania kolejnego rezultatu wprowadzmy definicje zmodyfiko-
wanej funkeji Bessela trzeciego rodzaju K, (w).

1 [ -
K, (w) == 2’ e 2wt Dy > 0. (3.2.21)
2 Jo

Sformutujmy teraz twierdzenie podajace w przypadku specjalnym (o = 2, czyli gdy mamy do czy-
nienia z przeskalowanym ruchem Browna) posta¢ gestosci miary Lévy’ego, natomiast w innych przy-
padkach jej asymptotyczne zachowanie.

Twierdzenie 3.27 (Proposition 3.2 w [H6|). Gestos¢ miary Lévy’ego procesu Xopp5(t), t > 0
mozemy przedstawic¢ jako

V(y){ = (B P2K s ap(lylv2Y), dlaa =2

~ acgCol'(— S)y{\fr,, dlad < a <2,

(3.2.22)

gdzie cg = S/T(1 — J).

Dowod tego twierdzenia polega na zastosowaniu podejscia [33] (zob. rowniez rownosé (3.1.13)).
W przypadku gaussowskim korzystajac z (3.1.13) mozemy wykorzysta¢ posta¢ funkcji gestosci praw-
dopodobienistwa dla ruchu Browna. Natomiast gdy 0 < o < 2 korzystamy z asymptotycznego zacho-
wania dystrybuanty procesoéw a-stabilnych [3], tj.

P(S,(t) > ) ~ Cutz™, (3.2.23)
gdzie
(1-o)
Ca — ) 2T(2—a)cos(73*)’ gdy o ?é 1 (3224)
%, gdy a = 1.

W kolejnym twierdzeniu pokazujemy jak asymptotycznie zachowuje sie tzw. ogon dystrybuanty
procesu X, 5(t), ¢ > 0. Wykorzystamy w tym celu asymptotyke ogona dystrybuanty dla tempero-
wanego a-stabilnego subordynatora wyznaczona w [H6|, ktora jest postaci

P(Ty 5(t) > 2) ~ d(3,\, 1) _;z, ody & — o0, (3.2.95)

gdzie d(5, A\, t) = ﬁiﬂf(l + ) sin(ﬂ,ﬁ)ewt. Dzieki powyzszemu tatwo jest pokazaé kolejne twierdzenie.
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Twierdzenie 3.28 (Proposition 3.1 w [H6|). Niech X, (t) bedzie procesem zdefiniowanym w
(3.2.16), wtedy gdy x — oo

P(Xans(l) > ) o o, dlaac(0.2) (3.2.26)
) )~ N 2.
A RS (2)\)/3/2%7 dla o = 2,

gdzie state C,, oraz d(3, A\, 1) sq zdefiniowane odpowiednio w (3.2.24) i (3.2.25).

3.3 Procesy Ornsteina-Uhlenbecka ich uogoélnienia i subordynacje [H7-
H11]

W poprzednich rozdziatach przeszliémy od rozpatrywania proceséw o wartosciach nieujemnych
do proceséw o wartosciach w calym zbiorze liczb rzeczywistych. Domknieciem cyklu prac bedzie
rozpatrywanie wlasnosci proceséw, ktoére sg rozwigzaniem stochastycznego réwnania rézniczkowego
opisujacego proces OU. Procesy OU bedziemy rozwaza¢ zaréwno w wersji stacjonarnej i niestacjo-
narnej.

W dalszej czesci rozprawy rozwaza¢ bedziemy procesy OU. Zaczniemy od procesu OU wzgledem
dwustronnego procesu temperowanego a-stabilnego zdefiniowanego w Definicji 2.8

dU(t) = —pU(t)dt + dT (1),

gdzie p > 0 oraz U(0) = uy € R.
Korzystajac z Lematu It6 rozwigzaniem powyzszego rownania jest

t
Ut) = e "ug + /e“’(z_t)dT(z). (3.3.1)
0

W celu pelnego scharakteryzowania rozkladu takiego procesu wyprowadzimy postaé¢ funkeji cha-
rakterystycznej. W pracy pokazujemy dwa réwnowazne wzory, ktore réwnoczesnie prezentuja in-
teresujaca zaleznos¢ pomiedzy pewnymi hipergeometrycznymi funkcjami specjalnymi [12]. Zanim
przedstawimy glowne rezultaty wprowadzmy definicje funkcji hipergeometrycznej, ktéra moze byé

okreslona poprzez nieskoriczony szereg |12]

Pl ine) = X st (3:3:2)

gdzie a;, b; € C, b; #0,—1.-2,...,(i=1,...,p;j =1,...,q). Symbol (z), jest zdefiniowanym wcze-
$niej symbolem Pochhammera dla z € Z oraz nieujemnych liczb nautralnych n € Ny [42, 12|. Za-
uwazmy, ze powyzszy szereg jest absolutnie zbiezny dla wszystkich z € C jesli p < ¢. W szczeg6lnym
przypadku p = 2,q = 1 szereg ten definiuje funkcje hipergeometryczna Gaussa [12].

Funkcja hipergeometryczna bedzie nam potrzebna w przypadku kolejnego twierdzenia, w ktérym
wyznaczymy jawna posta¢ funkeji charakterystycznej procesu OU wzgledem procesu temperowanego.

Twierdzenie 3.29 (Theorem 1 w [HT7]). Temperowany proces OU U(t),t > 0 zdefiniowany w
réwnaniu (3.3.1) ma nastepujgcq funkcje charakterystyczng.

. 1 . « —Q —«
wU(t) (U) - le_utzuuo ! F(_a){a_/l{ |: ()\ + Zu) 2F1(1(1+1’ /\-‘rlu) (A + iue ut) 2F1(1!u+1; m

(3.3.3)

[ i oA (52 — O e ) o ()| } - 2”} |
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Dowod twierdzenia opiera sie na wyniku z pracy [46], gdzie dla procesu Lévy’ego L(t), t > 0
ze skonczonymi wykltadniczymi momentami zachodzi

E |exp /f(s)dL(s) = exp /ﬂ(f(s))ds ) (3.3.4)

gdzie [ jest pewna ograniczona funkcja z R — C taka, ze |R(f)| < M oraz
9(u) = log [ (exp(uLy))]
W naszym przypadku widaé, iz
Hu) = T(—a) {{A+u)* = AT+ [(A —u)* = \]}. (3.3.5)

Co w potaczeniu z (3.3.4) pozwala nam napisac

E [exp (iuU(t))] = exp /F(—(y) H(z\ + 'L'ue_“(t_s))a — )\O‘} + [()\ — iue_“(t_s))a — )\O‘H ds

Dalej dowod prowadzimy catkujac funkcje o, gdzie gtownym pomystem bylo rozwiniecie w szereg
funkcji podcatkowej i wykorzystanie definicji funkcji hipergeometryczne;j.

W pracy |H7| udalo si¢ otrzymac rowniez rownowazna posta¢ funkeji charakterystycznej sformu-
towang w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 3.30 (Theorem 2 w [H7|). Funkcja charakterystyczna temperowanego procesu OU
U(t), t >0 zdefiniowanego w (3.3.1) ma nastepujgcq postac

_ AT(2 -« i\’ e i ue—ht | 2 N—
Yy (u) = exp [e Huug + AT~ a) [(K) 4F3(2’ é ;22 77u> - (ue)\“ > 4F3<2' ?, 222 | e >]

AT(2 — ) —iu\? 2,2, 1, 2—a. —iu et \ 2 2,2, 1, 2—a, —jue 1t
+ Ap [(/\)4}73( 3,3, 2 ;T)_< Y )4F3( 3,3,2 7 A ) :

(3.3.7)

Dowod twierdzenia oparty jest na obserwacjach

o

; s—t d «
/ (e“”“’e“( ‘o1 iuxe““‘”) 6_M$1_fa =I(—a) [(A - iuxe“(s_t)) - XD‘} (3.3.8)
0
oraz
—iuxer(s—1) . u(s—t) —A\z dx _ . (s—t)\ ¢ a
e — 1+ iuzxe e T = I'(—a) (A + duze ) =AY, (3.3.9)
x

0

ktore wynikaja z ogolnego Twierdzenia 17.1 z [35] sformutowanego dla szerokiej klasy procesow
Lévy’ego. Dalej dowdd prowadzimy podobnie jak poprzednio rozwijajac w szereg nieskoniczony funkcje
podcatkowsq.

Sformutujmy kolejny wynik, w ktérym podobnie jak w poprzednich pracach analizujemy strukture
zalezno$ci temperowanego proesu OU.
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Twierdzenie 3.31 (Theorem 4 w [H7|). Kowariancja temperowanego a-stabilnego procesu OU

zdefiniowanego w (3.3.1) wynosi

L2 —a)\*?
Cou(U(t),U(s)) = L2 =)\ (e_”lt_s‘ — e (3.3.10)
L
Dowod twierdzenia opiera si¢ na obserwacji, iz proces T'(t), t > 0 bedac procesem Lévy’ego jest
scentrowanym martyngatem [10] o wariacji kwadratowej réwnej (T') (t) = E(T?(t)) = t2I'(2—a)\>~2.
Dalej kroki dowodu przebiegaja analogicznie do przypadku gaussowskiego, gdzie w szczegdlnosci
wykorzystujemy

min(t,s) min(t,s)
67/"("*5)E / e‘““dT(w) _ ef;ﬁ(t—&-ts)E / e2Hw g <T> (w)
0 0

Podamy teraz whasnosci subordynowanego procesu OU wzgledem procesu Wienera W (t), t > 0
dUq(t) = =AUg(t)dt + odW (t), Ug(0) = o (3.3.11)

gdzie w rownaniu (3.3.11) A > 0, uy € R oraz wzgledem dwustronnego procesu a-stabilnego S(t), t >
0 (patrz Definicja 2.6)

dUs(t) = =AUg(t)dt + dS(t), Us(0) = uy. (3.3.12)
Subordynatorem w obu przypadkach bedzie proces gamma zdefiniowany w réwnaniu (2.0.6) gdzie
przyjmiemy oznaczenie A = 1 oraz zalozymy, ze J = 1. W artykule [H8| omawiamy rowniez zaga-
dadnienia dla procesu Ug(t), t > 0 bez subordynatora, skupimy si¢ jednak na wynikach dla proceséw
subordynowanych. Zaczniemy od przypadku subordynowanego procesu gaussowskiego

Xa(t) = Ug (Gy(1)), t > 0, (3.3.13)

gdzie (7, (1) jest procesem gamma.
Funkcje specjalng Kummera, mozemy przedstawi¢ w formie szeregu nieskonczonego

~D(a+k)(c)2*

M(a;c;z) () = T(c ML (a)k’

2€C,aeC,ceC\Z,, (3.3.14)
k=0

Twierdzenie 3.32 (Proposition 3.3 w [H8|). Funkcje charakterystyczng procesu { X (t)}i>0 zdefi-
niowanego w réownaniu (3.3.13), w czasie { = 1 mozemy przedstawié jako

(¢#7etl) =e7m oy v Ty ) (3:3.15)

gdzie M(a;b; z) jest funkcja Kummera okreslong w réwnaniu (3.3.14).

. . . . .. ) 2202 1 —2xGp(1)
Idea dowodu twierdzenia opiera sie na rozwinieciu w szereg F (ewXG (1)) =F (e aa (Imen 2 ),

a nastepnie policzeniu wartosci oczekiwanej kazdego sktadnika szeregu i reprezentacji rezultatu
w formie funkcji Kummera.

Zwarta forme funkcji charakterystycznej w postaci funkcji Kummera uzyskujemy w przypadku
t = 1, niemniej jednak mozemy funkcje charakterystyczng zapisa¢ dla dowolnego ¢ > 0.

Fakt 3.3 (Remark 1 w [H8|). Funkcja charakterystyczna procesu {Xa(l)}i>0 zdefiniowanego w
réwnaniu (3.3.13), dla dowolnego t > 0 moze zostaé wyrazona w postaci nastepujgcego szerequ

. 2242 1 (02)%* n !
izX I §
B (eel) = e kY (4NE \n+2Xk) (3:3.16)
k=0
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PrzejdZzmy teraz do wyznaczenia autokowariancji procesu { X¢(t) }+>o0.

Twierdzenie 3.33 (Proposition 3.4 w [HS8|). Autokowariancja subordynowanego gaussowskiego
procesu. OU zdefiniowanego (3.3.13) z warunkiem poczgtkowym ug = 0 ma postaé

Cov(Xa(t), X(s)) = g ((%)f - (HLAY) , (3.3.17)

dlat > s > 0.

Idea dowodu polega na warunkowaniu wartosci oczekiwanej wzgledem dwuwymiarowej zmiennej
losowej (G(s), Gy(t)), w ktorej komponenty maja rozktad gamma.
Przejdziemy teraz do analizy subordynowanego a-stabilnego procesu OU

Xs(t) = Us(Gy(t)), t > 0. (3.3.18)

Twierdzenie 3.34 (Proposition 3.6 w [HS|). Utamkowy moment bezwgledny m' = E [’Xs(t)’r],
dla —oo < I' < a ma nastepujgcq postaé

ol — AT (H5) T (1-1) (a\) 5 o i <§>(_1)k <L)t (3.3.19)

ri-0rQ) 2 0+ ok

Dowod twierdzenia polega na wykorzystaniu udowodnionej w pracy (Proposition 2.1) formuty na
utamkowy moment procesu Ug(t), t > 0 oraz utamkowej wersji rozwiniecia dwumianowego

,1

E(1- e—amn“))£ : (3.3.20)

Przejdzmy teraz do sformutowania wyniku opisujacego funkcje charakterystyczna procesu Xg(t), ¢t >
0. Podobnie jak w przypadku gaussowskim zwarta formute jesteSmy w stanie przedstawi¢ jedynie dla
czasut = 1.

Twierdzenie 3.35 (Theorem 3.7 w [HS8|). Funkcja charaketerystyczna subordynowanego procesu
{Xs(t) }+>0 zdefiniowanego w réwnaniu (3.3.18), w chwili t = 1 ma nastepujgcqg postaé

2

E (e#Xs(D) — —%ﬁn—M o 1; |z’a 3.3.21
() = oM v ax T e ) (3:3.21)

gdzie M (a;b; z) jest specjalng funkcjg Kummera okreslong w réwnaniu (3.3.14).

W tym przypadku dowod przebiega analogicznie jak w Twierdzeniu 3.32. Podobnie jak poprzednio
rowniez w kazdej chwili ¢ > 0 wyrazimy funkcje charakterystyczna w postaci nieskoriczonego szeregu.

Fakt 3.4 (Remark 2 w [HS8|). Funkcja charakterystyczna procesu {Xs(t)}i>o zdefiniowanego w
réwnaniu (3.3.18), w dowolnej chwili t > 0 ma nastepujacq postacé

1 !“’“ -\
E (e#Xstt = . 3.3.22
(e kz_: E!( (n + aAk) ( )

Kolejne wyniki, az do korica rozprawy, beda dotyczy¢ procesow OU z czasem modelowanym przez
odwrotny subordynator. Oprécz faktu, ze czas zostaje zamieniony na proces ktory sam
w sobie stanowi wyzwanie w analizie zauwazmy, ze brak tutaj takich wlasnosci jak np. stacjonarnosé
przyrostéw. Ponadto proces Lévy’ego subordynowany odwrotnym subordynatorem nie jest juz dalej
procesem Lévy’ego.
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W kolejnym etapie bedziemy analizowaé stacjonarne wersje procesu OU. Dla przyktadu stacjonar-
nym odpowiednikiem procesu OU bedacego rozwiazaniem stochastycznego réwnania rézniczkowego
wzgledem ruchu Browna

dU(t) = =AU(t)dt +dB(t), Uy =0, A >0, (3.3.23)
bedzie proces
t
Ut) =e™ / eMdB(s). (3.3.24)

Tutaj (B(t),t < 0) okreslamy biorac niezalezna kopie procesu (—B(t),t > 0). Kolejne rezultaty beda
dotyczy¢ tak zdefiniowanego procesu jak w réwnaniu (3.3.24), kolejno wzgledem ruchu Browna [H9|
oraz symetrycznego procesu a-stabilnego [H10-H11|.

Bedziemy w dowodach wykorzystywaé¢ nastepujacy wzoér na catkowaniu przez czesci dla funkcji
dwoch zmiennych (Lemat 2.2 w [47])

/Oa /ObG(u, v)H (du, dv) = /a /bH([u, a] x [v,b]))G(du, dv)

+ /H [u, a] x (0,b])G(du,0)

+ /H x [v,b])G(0, dv)
+ H(0, O)G((O al x (0,0]). (3.3.25)

W naszym przypadku G(u,v) bedzie pewna funkcja kowariancji/kodyferencji natomiast H (u,v) =
P(S(t) < u,S(s) < v) bedzie dwuwymiarowa dystrybuanta odwrotnego subordynatora S(t), ¢t > 0.
Powyzszy wzor jest przez nas wykorzystywany w wyznaczeniu kolejnych rezultatéw, w ktoérych bada-
my podobnie jak poprzednio, strukture zaleznosci procesow OU wyrazong badZ w postaci kowariancji
badz kodyferencji, jesli rozpatrujemy procesy o nieskoriczonych momentach.

Zacznijmy od subordynowanego procesu OU wzgledem procesu Wienera zdefiniowanego nastepu-
jaco

V(t) =U(Sg(t)), t >0, (3.3.26)

gdzie (Sy(t)),~, jest odwrotnym subordynatorem (zob. (2.0.1)).

Zauwazmy na samym poczatku, ze mozemy wyznaczy¢ kowariancje procesu zewnetrznego jako

1
2\

(e ~A(t—s) _ =A(t+s ))]It>s + %( ,mAs=t) o= A(ts) Lot (3.3.27)

cou[U(t),U(s)] =
Widzimy zatem, ze wyznaczenie kowariancji procesu subordynowanego bedzie zwiazane z warunkowa-
niem (catkowaniem) funkcji kowariancji wzgledem dwuwymiarowego rozktadu prawdopodobienstwa
procesu (Sy(t), Sw(s)) dlat > 01is > 0. Sformulujmy zatem nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.36 (Theorem 2 w [H9]). Niech U(t), t > 0 bedzie procesem OU ktdrego funkcja
autokowariancji wynosi (3.3.27). Funkcja autokowariancji procesu OU z czasem zamienionym na
odwrotny subordynator, czyli procesu V (t) = U(Sw(t)), gdzie Sy (t), t > 0 jest niezaleznym odwrotnym
subordynatorem wzgledem pewnego subordynatora Ty(v), v > 0 z TL (2.0.1) dana jest wzorem

1

conlV (), V(s)] = 5 /Som@)m(t— Dy - = / S diywy)m(t—y)dy, (3.3.25)

tutaj n,(t) jest TL odwrotnego subordynatora Sy (t), am(y) = [~ 9(v,y)dv, gdzie g(v,y) jest
gestoscig prawdopodobienstwa procesu Ty (v), v > 0.



Idea dowodu opiera sie znaczaco na formule catkowania przez czesci (3.3.25), a sam dowod jest
techniczny i dos¢ dtugi. W wyznaczeniu gléwnego wyniku kluczowe jest réwniez wyznaczenie TL
odwrotnego subordynatora zaréwno wzgledem czasu jak i przestrzeni.

Podejscie zainicjowane w Twierdzeniu (3.36) kontynuujemy w pracach [H10-H11], kolejno rozpa-
trujac subordynacje odwrotnym a-stabilnym subordynatorem i odwrotnym subordynatorem wzgle-
dem pewnego nieskoniczenie podzielnego procesu.

Dalej analizujemy proces .

X(t) = / 0L (s), (3.3.29)

L*(t) zdefiniowany jest podobnie jak wprzypadku ruchu Browna jako

L(t), gdy t=>0,

L) = { L(-t), w pozostatych przypadkach. (3.3.30)

Natomiast L(t), t > 0 jest symetrycznym a-stabilnym procesem Lévy’ego (patrz Definicja 2.7) Za-
uwazmy teraz, ze dla procesu X (t), ¢t > 0 mozemy wyznaczy¢ kodyferencje jako

2 1

CDX(1),X(s)) = ——+—((

— e M) g (1 — ety (3.3.31)
Wykorzystujac powyzsza posta¢ kodyferencjii i wzor na catkowanie przez czesci sformulujmy
kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 3.37 (Theorem 1 w [H10]|). Niech X(t),t > 0 bedzie procesem OU wzgledem -
stabilnego procesu Lévy’ego z 1 < a < 2 i zdefiniowanego w (3.3.29) oraz takiego, Ze jego funkcja
kodyferencji zdefiniowana jest wzorem (3.3.31). Wtedy funkcja kodyferencji procesu Y (t) = X (S(t)),
gdzie S(t), t > 0 jest niezaleznym od X (t), t > 0 odwrotnym a-stabilnym subordynatorem, wzgledem
a-stabilnego subordynatora z TL (2.0.4), wynosi

2 1

CDY(1),Y(s)) = ——+—~ (=Bs(—aM?) — Bg(—as®))
+ a—&i () avms (o)
— E(S(s)) — Bg(—Aas”) + Aat* Eg o541 (—Aat”?)
+ Ai (O‘ J_ 1) (=1t Egap11 (— (A + \tF)
— (a— 1)>\§; (O‘ J_ 2)( D/ Egopin (— (A +20)1°)
- /w: h(t — w) K (A, w)dw

we wzorze powyzej funkcja K (N, z) dana jest jako
K\ z) = Xax’Esp (—hax)

+ AZE (a ]— 1)(—1).1;,;@7M+1 (—(r + A)2?)

@ (M) 0 B (<A + 200°).

J=0
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Dowdd twierdzenia jest techniczny i polega na wykorzystaniu wzoru na catkowanie przez czesci
(3.3.25). Kroki dowodu przebiegaja podobnie jak dowod Twierdzenia 3.36, kluczowe sa jednak jawne
postacie pewnych funkcji.

Kolejny rezultat opisuje kodyferencje procesu OU wzgledem symetrycznego procesu a-stabilnego
z ogOlniejsza wersja odwrotnego subordynatora. Po raz trzeci dowdd tego twierdzenia opiera sie na
catkowaniu przez czesci (3.3.25).

Twierdzenie 3.38 (Theorem 1 w [H11]). Niech X (t),t > 0 bedzie a-stabilnym procesem OU z 1 <
a < 2, zdefiniowanym w (3.3.29). Funkcja kodyferencji CD dla procesu z zamienionym czasem Y (t) =
X (Sy(t)), gdzie Sg(t), t > 0 jest niezaleznym od X (t),t > 0 odwrotnym (wzgledem odpowiedniego
nieskonczenie podzielnego subordynatora) subordynatorem dana jest nastepujacym wzorem

CDY (D), Y () = —— = o (1)
a2 (2) 00 - Bsie)
+ / ioh(y)K(A,t— y)dy — / ;h(y)K(A,O)dy. (3.3.32)

K()\,JL’) = ACJK(_CI)/\(y(l‘))

a funkcja ®y(x) jest TL odwrotnego subordynatora

Dy(t) :/ e f(t, u)du
0
dla pewnego 6 > 0 oraz f(t,u) oznacza tutaj gestos¢ prawdopodobieristwa procesu Sy (t), t > 0.

Warto zauwazy¢, ze w przypadku odwrotnego a-stabilnego subordynatora funkcja ®4 ma repre-
zentacje

Dy(t) = By(—0t°) (3.3.33)
a B—1
h(y) = ?(—5) (3.3.34)

Zatem w celu uzyskania formul dla odwrotnego a-stabilnego subordynatora z pracy [H10] trzeba
rowniez wykorzysta¢ wlasnosé

1d ‘ _
“ode (Es(—0t7)) = """ Eg 5(—0t7),

ktorej dowod przeprowadzamy poprzez poréwnanie TL lewej i prawej strony.

4 Omoéwienie pozostalych osiggnie¢ naukowo-badawczych

Poza pracami stanowiacymi cykl publikacji opublikowatem po doktoracie 22 artykuly, co tacznie
razem z artykutami przed doktoratem stanowi 44 artykuly. Moje prace zostaly opublikowane we
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wspotautorstwie z wieloma autorami z réznych osrodkéw badawczych w kraju i za granicg oraz
reprezentujacymi rézne dziedziny.

W kolejnych sekcjach opiszemy nieco doktadniej tematyke pozostatych artykutéow opublikowanych
po uzyskaniu stopnia naukowego doktora. Dodatkowo moj dorobek naukowy dopelniajg jeszcze po-
nizsze publikacje, opublikowane przed uzyskaniem stopnia doktora, ktére nie beda tutaj omawiane,
a jedynie wymienione.

[D1]

D2

D3]

[D4]

D3]

D6

[D7]

D8]

[D9)]

[D10]

D11

J. Gajda, M. Magdziarz, Fractional Fokker-Planck equation with tempered «-stable waiting
times: Langevin picture and computer simulation, Physical Review E 82 (2010) 011117.

J. Gajda, M. Magdziarz, Kramers’ escape problem for fractional Klein-Kramers equation with
tempered a-stable waiting times, Physical Review E 84 (2011) 021137.

K. Burnecki, J. Gajda, G. Sikora, Stability and lack of memory of the returns of the Hang Seng
index, Physica A: Statistical Mechanics and its Applications 390 (2011) 3136-3146.

M. Magdziarz, J. Gajda, Anomalous dynamics of Black-Scholes model time-changed by inverse
subordinators, Acta Physica Polonica B 43 (2012) 1093.

J. Gajda, A. Wylomanska, Geometric Brownian motion with tempered stable waiting times,
Journal of Statistical Physics 148 (2012) 296-305.

J. Gajda, Modeling of short term interest rate based on tempered fractional Langevin equation,
Acta Physica Polonica B 43 (2012) 961.

J. Gajda, Fractional Fokker-Planck equation with space dependent drift and diffusion: the case
of tempered a-stable waiting-times, Acta Physica Polonica B 44 (2013) 1149.

J. Gajda, G. Sikora, and A. Wylomariska, Regime variance testing — a quantile approach, Acta
Physica Polonica B 44 (2013) 1015.

M. Magdziarz, J. Gajda, T. Zorawik, Comment on Fractional Fokker—Planck Equation with
Space and Time Dependent Drift and Diffusion, Journal of Statistical Physics 154 (2014)
1241-1250.

J. Gajda, A. Wytomarnska, Tempered stable Lévy motion driven by stable subordinator, Physica
A - Statistical Mechanics and its Applications 392 (2013) 3168-3176.

J. Gajda, M. Magdziarz, Large deviations for subordinated Brownian motion and applications,
Statistics & Probability Letters 88 (2014) 149-156.

Artykuty po uzyskaniu stopnia doktora starano sie grupowaé¢ w stosunkowo jednotematyczne bloki
dla bardziej przystepnej analizy. Wykaz prac prac po doktoracie:

[P1]

[P2]

[P3]

[P4]

G. Sikora, M. Holl, J. Gajda, H. Kantz, A. Chechkin, A. Wytomanska, Probabilistic properties
of detrended fluctuation analysis for Gaussian processes, Physical Review E 101 (3) (2020)
032114.

J. Gajda, A. Wylomanska, H. Kantz, A.V. Chechkin, G. Sikora, Large deviations of time-
averaged statistics for Gaussian processes, Statistics & Probability Letters 143 (2018) 47-55.

G. Sikora, A. Wytomanska, J. Gajda, L. Solé, E. J. Akin, M. M. Tamkun, D. Krapf, Flucida-
ting distinct ion channel populations on the surface of hippocampal neurons via single-particle
tracking recurrence analysis, Physical Review E 96 (6) (2017) 062404.

A. Grzesiek, J. Gajda, A. Wylomanska, S. Sundar, Discriminating between scaled and fractional
Brownian motion via p-variation statistics, International Journal of Advances in Engineering
Sciences and Applied Mathematics 10 (2018) 9-14.
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[P3]

[P6]

[P7]

P8]

[P9]

[P10]

P11]

IP12]

P13]

P14]

P15]

[P16]

P17]

[P18]

IP19]

R. Poloczanski, A. Wylomaiiska, M. Maciejewska, A. Szczurek, J. Gajda, Modified cumulative
distribution function in application to waiting time analysis in the continuous time random
walk scenario, Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 50 (3) (2016) 034002.

A. Wytomanska, A. Chechkin, J. Gajda, I. M. Sokolov, Codifference as a practical tool to
measure interdependence, Physica A - Statistical Mechanics and its Applications 421 (2015)
412-429.

J. Gajda, W. Mydlarczyk, Fxplicit form of the first-passage-time density for accelerating sub-
diffusion, Physica A - Statistical Mechanics and its Applications 447 (2016) 149-160.

J. Gajda, G. Bartnicki, K. Burnecki, Modeling of water usage by means of ARFIMA-GARCH
processes, Physica A - Statistical Mechanics and its Applications 512 (2018) 644—657.

P. Kruczek, A. Wytomanska, M. Teuerle, J. Gajda, The modified Yule-Walker method for a-
stable time series models, Physica A - Statistical Mechanics and its Applications 469 (2017)
588-603.

G. Wieczorek, M. Chlebus, J. Gajda, K. Chyrowicz, K. Kontna, M.Korycki, A. Jegorowa, M.
Kruk, Multiclass image classification using GANs and CNN based on holes drilled in laminated
chipboard, Sensors 21 (2021) 8077.

A. Battauz, M. D. Donno, J. Gajda, A. Sbuelz, Optimal exercise of American put options near
maturity: A new economic perspective, Review of Derivatives Research 25 (2022) 23-46.

R. Walasek, J. Gajda, Fractional differentiation and its use in machine learning, International
Journal of Advances in Engineering Sciences and Applied Mathematics 13 (2-3) (2021) 270-277.

P. Polaska, G. Jerzak-Wodzytiska, W. Smigielski, J. Gajda, P. Rozentryt, J. Korewicki,
M. Sobieszczanska-Malek, T. Zieliriski, T. M. Rywik, Long term outcome of heart failure patients
disqualified from heart transplantation, Acta Cardiologica 76 (5) (2021) 525-533.

P. Polaska, G. Jerzak-Wodzyriska, P. Leszek, W. Smigielski, J. Gajda, P. Rozentryt, J. Korewic-
ki, T. Zieliriski, and T. Rywik, Can we predict what determines prognosis in patients disqualified
from heart transplantation?, European Heart Journal 39 (2018) no. suppl 1.

P. Polaska, G. Jerzak-Wodzyniska, P. Leszek, W. Smigielski, J. Gajda, P. Rozentryt, J. Ko-
rewicki, T. Zielinski, and T. Rywik, Prognosis and determinants of survival in patients with
severe heart failure disqualified from heart transplantation due to contraindications, European
Journal of Heart Failure 20 (2018) 428.

J. Gajda, W. Smigielski, J. Smigielski, E. Pakos, W. Drygas, Longevity and cardiovascular
mortality of polish elite football players, Kardiologia Polska (Polish Heart Journal) 76 (12)
(2018) 1705 — 1711.

P. Tyczynski, Z. Chmiclak, W. Ruzytto, M. Demkow, M. Dabrowski, M. Konka, J. Gajda,
P. Stoktosa, A. Witkowski, Percutaneous mitral balloon valvuloplasty: beyond classic indications,
Kardiologia Polska (Polish Heart Journal) 76 (5) (2018) 845 — 851.

L. Beghin, J. Gajda, A. Maheshwari, Integro-differential equations linked to compound birth pro-
cesses with infinitely divisible addends, Mathematical Methods in the Applied Sciences (2020)
1-17.

L. Beghin, J. Gajda, Tempered relaxation equation and related generalized stable processes,
Fractional Calculus and Applied Analysis 23 (5) (2020) 1248-1273.
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[P20] J. Gajda, A. Wylomanska, Fokker—Planck type equations associated with fractional Brownian
motion controlled by infinitely divisible processes, Physica A: Statistical Mechanics and its
Applications 405 (2014) 104-113.

[P21] A. Kumar, A. Wylomanska, J. Gajda, Stable Lévy motion with inverse Gaussian subordinator,
Physica A: Statistical Mechanics and its Applications 482 (2017) 486-500.

[P22] J. Gajda, A. Wytomariska, Asymptotic behavior of dependence measures for Ornstein- Uhlenbeck
model based on long memory processes, International Journal of Advances in Engineering Scien-
ces and Applied Mathematics volume 13 (2-3) (2021) 148-162.

Omowimy teraz wyniki uzyskane w pracach [P1-P22|. Dla przejrzystosci caly opis zostanie podzie-
lony na kilka czesci zwiazanych z poszczegélnymi zagadnieniami badawczymi, ktorymi sie zajmuje.

4.1 Metody matematyczne w fizyce, prace [P1-P7|

Prace |[P1-P7| dotycza metod matematycznych oraz ich zastosowan w fizyce.

W pracy |P1] analizujemy statystyke DFA, jedna z najczesciej stosowanych metod do wykrywania
tzw. korelacji dalekiego zasiegu w szeregach czasowych. Procedura wahan detrendowanych (ang.
detrended fluctuation) sktada sie z kilku krokow, dokladna analize mozna znalezé w pracy [P1].
Przedstawimy czes¢ tej procedury. Rozwazmy trajektorie {X (1), X(2),..., X(N)} zcentrowanego
procesu gaussowskiego, z macierza kowariancji ¥ = {E[X (1) X (j)] : 4,7 = 1,2,..., N}. Trajektorie
procesu w punktach 1,2,... N, dzielimy na K segmentow o dilugosci s, K = [N/s]. Dla kazdego

segmentu v, v = 1,2, ..., K wyznaczamy wariancje
1 s+dy 1 s
Plos)== > [X(0) —pu(t)] = 5 DX (t+d) = pult+ )],
t=14dy t=1

gdzie d, = (v — 1)s a py(t) = a — bt jest lokalnym dopasowaniem liniowym (minimalizujac réznice
kwadratow)na zbiorze punktow {(¢ + d,, X(t + d,)) : t = 1,...,s}. Wspolezynniki dopasowania
liniowego moga by¢ wyznaczone bezposrednio z uktadu réwnan

() = (B 50 (i X0 "
bv Sl,v SQ,v Z;}il-i-(v—l)s LX(‘) ' o
gdzie S, = z;’il+(v_1)s i/, 7 =0,1,2. Wreszcie, kwadrat funkcji fluktuacji DFA jest §rednig wszyst-
kich sum kwadratow btedow:

. s

F?(s) = e UZ_; (v, s). (4.1.2)

W pracy wyznaczamy wiele wlasnosci funkcji f?(v, s), a przez to réwniez funkcji F%(s) wykorzystujac
fakt, ze zmienna losowa s?f?(v, s) moze zosta¢ zapisana jako odpowiednia forma kwadratowa [48].
Warto wspomnie¢, ze dla proceséw gaussowskich okazuje sie, wykorzystujac teorie form kwadrato-
wych, ze

S
d
sf2(v,s) =Y, Y = Z)\j(v)Uj, (4.1.3)
j=1
gdzie U] sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie x? z jednym stopniem swobody, a wagi
A;(v) sa wartosciami wlasnymi macierzy kowariancji Xy, = {E[Y,(m)Y,(n)] : m,n=1,...,s}, gdzie

Y,(t) = X(t +d,) —p,(t +d,), v=1,...[N/s], L =1,...,s. Zatem dla zmiennej losowej s[?(v, s)
mozemy zapisa¢ nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 4.1 (Proposition 2.1 w [P1]). Dla ciggu zmiennych losowych o rozktadzie gaussow-
skim o $redniej 0 (zcentrownych) {X (1), X(2),..., X(N)} oraz v =1,2,...,[N/s], zmienna losowa
fA(v,s)

a) ma warto$é oczekiwang:

B[£(0.5)] = £tr (S2,) =1 S B0 (4.14)
b) oraz variancje: .
Var [P0,9)] = tr (52,) = 5 3 (EW(Y.0))

Dowod tego twierdzenia wynika bezposrednio z reprezentacji (4.1.3). W ten sposob wyznacza-
my kolejno wartosé oczekiwana i wariancje. Relacja pozwala nam réwniez na wyznaczenie funkcji
charakterystycznej procesu f2(v, s), jego funkcje generujaca momenty, a nawet gesto$é¢ prawdopodo-
bieristwa (zob. Proposition 2.2 w [P1]). Kluczowa jest tutaj rowniez obserwacja, ze zmienna losowa
A (v)U; LYE. (1/2,2);(v)). Kolejne wyniki pracy oprocz wyznaczenia wlasnosci funkeji F2(s) skupiaja
sie rowniez na konkretnych procesach, dla ktorych wyznaczamy konkretne charakterystyki.

Analize odpowiednich form kwadratowych dla procesow gaussowskich kontynuujemy w pracy [P2].
Rozwazamy tutaj statystyke sredniego kwadratowego przesuniecia (ang. mean square displacement

(MSD))

My (7

XG+71)— X)) (4.1.5)
—T o 1
Podobnie jak poprzednio MSD mozna przedstawi¢ przy pomocy odpowiedniej formy kwadratowe;.

W pracy jesteSmy zainteresowani uzyskaniem jak najlepszego oszacowania
P (|My(7) — E(Mpy(7))| > €) (4.1.6)

W tym celu kluczowa role w pracy odgrywa zauwazenie, ze zmienna losowa (N — 7)My(7) —
FE((N —7)My(7)) ma rozklad sub-gamma, a wiec mozemy skorzystac¢ z precyzyjnych oszacowan
jej prawego ogona dystrybuanty (zob. kluczowy wynik w Proposition 3.1 wyznaczony przez habili-
tanta) [49].

Praca [P3] dotyczy m.in. identyfikacji subpopulacji w obrebie kanaléw jonowych na powierzchni
neurondéw. W szczegolnosci badamy dynamike kanatu K+ Kv1.4 i kanatu Na+ Nav1.6 na powierzchni
neuronéw hipokampa na poziomie pojedynczych czasteczek wykorzystujac narzedzia statystyczne
oparte np. o powtarzalnosé¢ trajektorii. W szczegolnosci dokonujemy klasyfikacji trajektorii (ruch
czasteczki obserwujemy w dwoch wymiarach) na te, ktére mozemy nazwaé¢ ruchem swobodnym,
to znaczy trajektoria takiego procesu jest mniej zwarta, a zatem obszar eksploracji czasteczki jest
szerszy, oraz na tzw. ruch zamkniety, gdzie obserwujemy niewielkie zmiany polozenia czasteczki,
ktora poruszajac sie po niewielkim obszarze odwiedza te same miejsca w krotkich odstepach czasu.
OkresdliliSmy rowniez rozne klasy trajektorii ze wzgledu na czas, jaki dana trajektoria pozostaje
w danym obszarze. W celu klasyfikacji trajektorii do danej klasy uzyliSmy algorytmu K-means.
Streszczajac proces analizy dla danej trajektorii ¢ z m czasami przebywania w danym obszarze 7,
definiujemy stosunek czasu przebywania w danym obszarze do catego czasu obserwacji T; jako

1m
Z:_E k- 4.1.7
@ Ek:lTk ( )

Nastepnie wyznaczamy statystyke silhouette

b(¢:) — i
iy = Do) —alé)
max{a(¢;), b(¢:)}
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gdzie a(¢;) jest srednia odlegloscia wszystkich punktow w danej klasie, a b(¢;) jest odlegltoscia do
najblizszej sasiadujacej klasy. Dla kazdej liczby klas ¢, rozwazane sg wszystkie mozliwe podzialy na ¢
klas a optymalny podzial to ten, ktéry maksymalizuje statystyke silhouette, ktora przyjmuje wartosé

M s.(d)
M h)

i=1

sil, =

Dysponujac odpowiednia liczba klas dla trajektorii, wykorzystujemy algorytm K-means do ich kla-
syfikacji. Nastepnie poréwnujemy rézne charakterystyki tajektorii zakwalifikowanych do danej klasy,
np. ich rozktady przy pomocy satystyki Kolmogorowa-Smirnova [50]. Ponadto dokonujemy walidacji
zaproponowanych metod symulacyjnych, poprzez generowanie utamkowegu ruchu Browna z réznymi
parametrami H € (0,1).

W artykule |P4] rozwazamy tzw. skalowany ruch Browna

Bs(t) = B(tY), 0 < o < 2. (4.1.8)

Proces ten moze wydawaé si¢ podobny do FBM np. w przypadku gdy poréwnamy ich wariancje.
Wariancja procesu jest obiektem zainteresowania w opisie wielu proceséow fizycznych np. gdy rozwa-
zymy statystyke MSD (4.1.5). Stad w pracy konstruujemy postaé testu statystycznego bazujacego
na p-tej wariacji procesu, ktéry pozwala na odréznienie skalowanego ruchu Browna od FBM.

W pracy |P5| rozwazamy zagadnienie estymacji funkcji dystrybuanty rozktadu czaséw oczekiwa-
nia na kolejne zdarzenie dla spaceru losowego z czasem ciaglym, w ktorym czasy oczekiwania na
zmiane stanu procesu sa zaokraglone badZz w pewien sposob zdyskretyzowane. Idea pracy polega

na analizie zmodyfikowanej funkcji dystrybuanty prawdopodobienistwa np. w punktach obserwacji
- n+-1 -
bedacych liczbami naturalnymi, tj. F(n) = [ F(x)dx, gdzie F(-) to zmodyfikowana funkcja dys-

n
trybuanty, a F'(-) to prawdziwa dystrybuanta. Udowadniamy, ze zmodyfikowna dystrybuanta jest
dobrze zdefiniowana funkcja dystrybuanty. Nastepnie, dla réznych rozktadéw prawdopodobieristwa
dla zmiennych losowych opisujacych czasy oczekiwania pomiedzy kolejnymi skokami, przeprowadza-
my symulacje Monte Carlo procesu

N(t)
Y(t) =) X, (4.1.9)

gdzie N(t) jest pewnym procesem liczacym zdefiniowanym jako

k
N (t) :max{kzo: e gt}. (4.1.10)

=1

Tutaj T; ¢« = 1,2, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie i o wartosciach
nieujemnych, ktéore mozemy okresli¢ jako czasy oczekiwania pomiedzy kolejnymi skokami procesu
X;. Pokazujemy, ze zmodyfikowana dystrybuanta pozwala na precyzyjniejsze wyznaczenie rozktadu
zmiennej losowej opisujacej czas oczekiwania. Po przetestowaniu zaproponowanej procedury wyko-
rzystujemy metode zmodyfikowanej dystrybuanty analizujac dane rzeczywiste czujnika dwutlenku
wegla rejestrujacego jego poziom w interwatach 15 sekundowych.

Moje zainteresowania badawcze miarami zaleznosci zostalo zapoczatkowane m.in w pracy [P6].
Analizujemy tam przedstawiona wczesniej miare kodyferencji, podajac jej jawna reprezentacje dla
wielu klas proceséw, np. proceséw gaussowskich, ruchu Browna, procesu OU czy szerokiej klasy pro-
cesow utamkowych w szczegolnosci FBM, czy FLSM. Dla przyktadu, tatwo zauwazyé, ze kodyferencja
FBM ma postac

cov(Bu(t), Bu(s)) = =CD(Bu(l), Bu(s)) = %(!tlw + s = [t = s[*).
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W pracy stosujemy réwniez metode estymacji kodyferencji dla danych rzeczywistych fluktuacji pradu
nasycenia jonéow (w mA) w turbulentnej plazmie laboratoryjnej czy danych finansowych reprezentu-
jacych ceny zamkniccia holdingowej spotki inwestycyjnej Cosco Pacific Ltd.
W pracy [P7] rozwiazujemy w sposob analityczny utamkowe réwnanie rézniczkowe
0 02

;pie ‘o Dfplat) = | - S-F(2)+ K@}p(x,t), (4.1.11)

opisujace gestos¢ prawdopodobieristwa p(x,t) procesu stochastycznego X (¢) charakteryzujacego si¢

nieliniowa wariancja. Tutaj p; > Oorazy p; =1, 0 < oy < @ < -+ < a, < 1. F(x) jest pewna
i=1
funkcja przyjmujaca wartoSci rzeczywiste reprezentujaca w scenariuszu fizycznym site zewnetrzna.

Operator D; * jest pochodna utamkowa typu Caputo zdefiniowanym jako

t

o 1 19 o
D} f(:r,t)—F(l_a)/(t_t/)a§f(x,t)dt, (4.1.12)

0

dla odpowiedniej funkeji f(z,¢). Wyniki habilitanta sa zwiazane z gtéwnym celem pracy, ktorym jest
rozwiazanie rownania (4.1.11) w sposob analityczny dla procesu ktorego ewolucja skoncentrowana jest
na poélprostej (0, 00) i dla roznej postaci funkeji F'. Dodatkowo zaktadamy pewne warunki poczatkowe,
jakie spelnia gestosé procesu X (t), tzn.

p(z,0) =0(z —1). (4.1.13)
Co oznacza, ze proces startuje z pewnego punktu x = [ > 0, a § oznacza delte Diraca. Dodatkowo
p(0,t) =0, p(+o0,t)=0. (4.1.14)

Dla przykladu, gdy rozwazymy F(zr) = K, n = 2, a takze warunki poczatkowe i brzegowe
zdefiniowane powyzej. Interesuje nas analityczne rozwiazanie rownania

0 02
P10 D p(a,t) + pa0*2 D p(x,t) = [8—u + Kﬁ}p(x,t), z € (0,00), t>0, ve R (4.1.15)
x x
Stosujemy tutaj metode rozdzielania zmiennych, a znaleziong gestosé mozemy po6zniej wykorzystac
do analizy czasow pierwszego przejscia procesu X (t), ¢ > 0. Glowna trudnoscia w pracy jest skompli-
kowana forma réwnania (4.1.15), gdzie w rozwiazaniu pojawiaja sie funkcje specjalne Mittaga-Leffler
i H-Foxa.

4.2 Szeregi czasowe i zastosowania przemyslowe, prace [P8-P10]

Kolejny cykl prac mozemy okresli¢ jako prace dotyczace wlasnosci, metod estymacji i zastoso-
wan klasycznych szeregow czasowych w przemysle. Dodatkowo stosujemy réwniez metody uczenia
maszynowego w zagadnieniach zwigznych z przemystem.

W pracy |P8| zajmujemy si¢ szeregiem ARFIMA-GARCH, zdefiniujmy kolejno jego poszczegélne
sktadowe.

Szeregiem czasowy ARFIMA (p, d, q) (zob. [51, 52|) mozemy nazwaé stacjonarne rozwiazanie
rownania

,(V)AYX (n) = 0,4(V)en, (4.2.1)

gdzie n =0,+1,.. ..
Dla d < 1/2 operator utamkowego réznicowania A% ma nastepujace rozwiniecie w szereg nieskon-
czony

A= (1-B) = i m;(d) B, (4.2.2)
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gdzie wspotezynniki 7;(d) okreslone sa poprzez rozwiniecie w szereg Taylora funkcji f(2) = (1 — 2)?

i moga by¢ przedstawione poprzez funkcje gamma I' jako:
! P(=d)(+1)°

Co wigcej, gdy wszystkie pierwiastki wielomianu @, leza na zewnatrz kota jednostkowego szereg

ARFIMA (p, d, q) zdefiniowany przez (4.2.1) jest stacjonarny i ma nastepujace rozwiniecie w postaci
nieskoniczonego szeregu Sredniej ruchomej

i=0,1,... (4.2.3)

X(n) = Z ci(d)enj, (4.2.4)

gdzie ¢;(d) sa zdefiniowane poprzez réwnanie [53]
O,(2)(1 —
(—Z ch i <1, (4.2.5)

W réwnaniu (4.2.1) zmienne losowe ¢, modelujemy szeregiem GARCH. Szereg GARCH(k, 1)
zdefiniowany jest jako [54]
et =/ hem, (4.2.6)

k l
ht =g + Z OZiE?_l- -+ Z ,tht—j7 (427)
i=1 j=1

gdzie n; jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie. Zwykle za rozktad
zmiennych losowych 7, rozwaza sie rozklad standardowy normalny, czy rozklad ¢ studenta. Rowniez
w wiekszosci zastosowan wystarczy rozwaza¢ model (1,1) [55], czyli & = 111 = 1. W artykule
podajemy doktadnie, jak zlozony model ARFIMA-GARCH mozna estymowad, a takze walidowaé
jego dopasowanie do danych. Model ten stosujemy do danych empirycznych opisujacych poziom
cieptej wody uzywanej w budynkach mieszkalnych. Doboér odpowiedniego modelu w tym przypadku
jest istotny, gdyz pozwala na predykcje przysztego zuzycia, a przez to zoptymalizowanie poziomoéw
cieptej wody i systemoéw grzewczych, jakie sg uzywane do podgrzewania wody.

W artykule [P9] omawiamy problem estymacji parametrow dla okresowych autoregresyjnych
(PAR) szeregow czasowych z szumem losowym o rozkladzie a-stabilnym. Model ten mozemy za-
pisac jako

—01(0)Xim1 — . — () Xy =& L € . (4.2.8)

Wspotezynniki {¢;(t), ¢ = 1,....,p} sa okresowe z pewnym okresem T, a & sa zmiennymi losowymi
o rozkladzie a-stabilnym. Rozwazane modele uogolniaja popularne i powszechnie uzywane auto-
regresyjne (AR) szeregi czasowe. Glownym problem w estymacji a-stabilnych szeregéw czasowych
PAR jest brak autokowariancji szumu losowego co nie pozwala na zastosowanie dobrze znanej me-
tody Yule-Walkera (Y-W). Praca zatem skupia si¢ na rozszerzeniu tej metody poprzez zastapienie
autokorelacji funkcja autokowariacji. Miara autokowariancji zdefiniowana jest dla symetrycznych o-
stabilnych zmiennych losowych z parametrem « > 1 [3]. W pracy przy pomocy metod symulacyjnych
poréwnujemy zaproponowang metode do klasycznej metody Y-W, a nastepnie stosujemy zapropo-
nowang metodologie do danych z rynku elektrycznosci, w ktérych mozna zaobserwowaé okresowosé.

W pracy |P10| rozwazamy zagadnienia jakosci wiertta na podstawie zdje¢ otworow, jakie dane
wiertlo wykonuje. Celem badari byto stworzenie modelu zdolnego do identyfikacji réznych pozio-
moéw jakosci otworéw, gdzie obnizona jakosé sthuzylaby jako ostrzezenie o zblizajacym sie zuzyciu
wiertta. W pracy oprbcz zastosowania najnowoczesniejszych metod klasyfikacji obrazéw opartych o
sieci neuronowe GAN, habilitant zaproponowal réwniez technike powielania danych (generowania
nowych danych w oparciu o juz zebrane), co moze pozwoli¢ nam na doktadniejsze dopasowanie mo-
delu uczenia maszynowego. Dodatkowo wydajnos¢ zaprojektowanego modelu zostala poréwnana z
predykcjami wygenerowanymi przez wytrenowang na tych samych danych ustuge Microsoft Custom
Vision, ktorg potraktowano jako punkt odniesienia.
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4.3 Metody matematyczne w aplikacjach finansowych, prace [P11-P12]

Kolejny cykl prac mozemy okresli¢ jako metody matematyczne w aplikacjach finansowych.

W pracy [P11] rozwazamy problem ceny krytycznej amerykanskiej opcji sprzedazy, a wiec takiej
wartosci aktywa bazowego (np. akcji), ktorego poziom powoduje natychmiastowe optymalne wyko-
nanie opcji. W szczeg6lnoscei rozpatrujemy ten problem w krotkim odstepie czasu przed czasem zapa-
dalnosci opcji i w przypadku, gdy dywidenda opcji jest mniejsza badZ wyzsza niz stopa procentowa.
Pokazujemy miedzy innymi, ze cena krytyczna opcji sprzedazy oraz opcji sprzedazy zabezpieczonej
poprzez zakupienie aktywa bazowego sa sobie réwne.

Artykut [P12] jest proba potaczenia zastosowania operatora utamkowego réznicowania (4.2.2) w
modelowaniu za pomocg nowoczesnych metod machine learnig. W pracy poruszamy wazny problem
stacjonarnodci szeregu czasowego, ktéra mozemy zwykle otrzymac poprzez klasyczne zréznicowanie
szeregu (tzn. rozpatrzenie zamiast wartosci szeregu jego odpowiedniego przyrostu np. zmiany o jedna
jednostke czasu czyli X; — X; ;). W pracy rozwazamy problem zastosowania operatora utamkowe-
go roznicowania, ktorego uzycie pozwala na uzyskanie szeregu stacjonarnego, ale réwnoczesnie nie
prowadzi do usuniecia z szeregu jego dtugookresowych zaleznosci. Metode utamkowego réznicowania
stosujemy na danych z rynkéw finansowych, ktore w dalszym etapie po uzyskaniu stacjonarnosci
modelujemy za pomocy sieci neuronowych. W takim podejsciu poréwnujemy wyniki zastosowania
operatora ulamkowego z klasycznym réznicowaniem.

4.4 Modelowanie matematyczne w medycynie i naukach o zdrowiu, prace
[P13-P17]

Cykl prac [P13-P17] mozemy okresli¢ jako zastosowania metod statystycznych w medycynie badz
naukach o zdrowiu. Prace powstaly w wyniku wspotpracy habilitanta z naukowcami Instytutu Kar-
diologii w Warszawie. W dyskutowanych pracach jednym z zadan habilitanta bylo zaproponowanie i
przeprowadzenie odpowiedniej metody statystycznej.

Prace |P13-P15] dotycza analizy statystycznej pacjentow niezakwalifikowanych do przeszczepu
serca, a w szczegolnosci ich dalszego czasu trwania zycia. W pracy oprocz statystyk charakteryzuja-
cych dobrang probe losowa, stosujemy model proporcjonalnych hazardow Coxa [56]. Model ten jest
bardzo czesto stosowanym w analizach medycznych narzedziem, w ktorym wyjasniamy czas przezycia
pacjentow (mierzony od jakiego$ zdarzenia np. wlaczenia pacjenta do obserwacji, czy wystapienia
jakiegos czynnika zdrowotnego) przy pomocy zmiennych niezaleznych. W pracy badamy réowniez
réznice w przezywalnosci pacjentéw np. chorzy z nadcisnieniem ptucnym w stosunku do tych nie wy-
kazywali tej dolegliwosci. Analiza polegata na estymacji krzywych przezycia metoda Kaplana-Meiera
[57]. Wktad habilitanta polegal na estymacji i walidacji modelu Coxa, a takze na przygotowaniu i
interpretacji testow statystycznych dotyczacych analiz przezycia.

W pracy [P16] przeanalizowano dane dotyczace 455 najlepszych polskich pitkarzy, ktorzy zmarli
w latach 1990-2015. Przyczyne zgonu ustalono na podstawie oficjalnych danych GUS. Grupe kon-
trolng stanowili mezczyzni z ogoélnej populacji meskiej w Polsce, ktorzy zmarli w badanym okresie
w wieku 25 lat lub wiecej. Otrzymane wyniki stanowia, ze sredni wiek zgonu okazal sie wyzszy dla
pitkarzy niz dla grupy kontrolnej (70.2 vs. 67.4 lat). Choroby uktadu krazenia byly czestsza przyczy-
ng zgonéw wsrod pitkarzy niz w ogdlnej populacji mezezyzn, zaréwno w podgrupie oséb zmartych
ponizej 65 roku zycia, jak i w grupie osob, ktore w chwili $mierci miaty co najmniej 65 lat (od-
powiednio 46.9% vs. 32.3% i 61.3% vs.53.3%). Zadaniem habilitanta byto m.in. pozyskanie danych
przy pomocy metod web scrapingu oraz interpretacja wynikdw.

Praca [P17| dotyczy analizy wynikow pacjentow ze zwezeniem zastawki mitralnej (MS), u ktorych
wykonano przezskorng balonowa walwuloplastyke mitralna (PMBV). Przeanalizowalismy wyniki 113
objawowych pacjentéw, ktorzy przeszli PMBV z powierzchnia MS wieksza niz 1.5 cm? (grupa 1)
i porownaliémy ich z grupa kontrolng pacjentéw z powierzchnia MS mniejsza badz réwng 1.5 cm?
(grupa 2). Dobrania grupy kontrolnej dokonali$my za pomoca procedury propensity score |58|, ktora
pozwala do grupy pacjentéw dobraé¢ grupe pacjentéw nie majacych danego schorzenia ale charakte-
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ryzujacych sie innymi cechami podobnymi wzgledem badanej grupy. Przy pomocy takiego podejscia
jestesmy w stanie lepiej oceni¢ wpltyw zastosowania danej procedury na grupie badanej. Poréwna-
nia charakterystyk medycznych np. echokardiograficznych pomiedzy grupami przeprowadzono przy
uzyciu klasycznych testow statystycznych, miedzy innymi takich jak test t-Studenta, test U Manna-
Whiteneya czy dla zmiennych dyskretnych testu chi-kwadrat.

4.5 Procesy stochastyczne ich wlasno$ci i uogolnienia, prace [P18-P22]

Prace |P18-P22] dotycza uogélnien badz wlasnosci znanych proceséw stochastycznych.

W pracy |P18| analizujemy skumulowany proces liczacy, w ktérym liczba sumowan reprezen-
towana jest poprzez liniowy proces urodzin (proces Yule’a) w odréznieniu od klasycznego procesu
liczacego znanego w szczegolnosci w teorii ryzyka, gdzie liczba sumowari okreslona jest poprzez proces
Poissona. Niech B := {B(t),t > 0}, bedzie procesem urodzin w ktérym intensywnos$¢ rozmnazania
jest proporcjonalna od liczby elementéw tj. A\, = kA, for k =1,2, ..., i.e.

B(t)
Y(t)=)_X;. >0, (4.5.1)
j=1

Zakladamy rowniez, ze zmienne losowe X sg zmiennymi i.i.d. o dodatnich wartosciach, niezaleznymi
od B. W pracy analizujemy posta¢ utamkowego rownania rézniczkowego, jakie spelnia proces (4.5.1),
w przypadku, gdy zmienne X; maja rozklad wyktadniczy. Gléwna czesc pracy dotyczy pewnej wersji
procesu (4.5.1), doktadniej analizujemy proces

B(t)
Y,(t)=> X, t>0. (4.5.2)
j=1

Tutaj X (@ £ Ay(X), gdzie zmienna losowa X ma rozktad wykladniczy, a A, := {A4(t),t > 0}, jest
pewnym subordynatorem o niemalejacych trajektoriach.

Podajemy ulamkowe réwnanie rozniczkowe ktore spelnia gestosé prawdopodobieristwa takiego
procesu, ale rowniez rozwazamy szczeg6lne przypadki tych réwnan dla konkretnych rozktadéw zmien-
nych X9 w szczegélnosci gdy subordynato,r jaki rozpatrujemy ma rozktad temperowany a-stabilny
czy rozktad gamma. Wykorzystujemy konwolucyjne pochodne utamkowe zwigzane z rozktadami sub-
ordynatoréw opisywane przez habilitanta. Rozwazamy réowniez reprezentacje subordynacyjna procesu
(4.5.2).

W pracy [P19] rozwazamy utamkowe réwnanie relaksacji

DMPu(t) = —Nu(t), (4.5.3)
z warunkiem poczatkowym w(0) = 1. Pokazujemy, ze rozwiazanie powyzszego rownania wynosi
T(p; At)
Paplt) = : 4.5.4
0= 75 (15.4)

Tutaj D;\ ” jest operatorem zdefiniowanym dla kazdej funkcji absolutnie ciagtej v : R™ — R, takiej,
ze |u(t)] < ceM, i dla pewnych ¢, k > 0 oraz t > 0, jako

DM A M T(—p; As)d A 4
i ult) _1“(1——;))/0 24t = s)l(=p; As)ds, >0, pe(0,1], (4.5.5)

Gléwnym wynikiem pracy jest réwniez analiza nowej klasy proceséw stochastycznych, ktére mozemy
zdefiniowa¢ poprzez n-krotna transformate Laplace’a jako

r (p,
Ee—ZQ:1 Nk Xa,p(tk) — k=1




gdzie 2 = (30, m)", 0 <ty < ... <tp,dlaa e (0,1)ipe (0,1]. W przypadku jednowymia-
rowym ( dla n = 1), zauwazamy, ze transformata Laplace’a (4.5.6) jest r6wna F;’E:\)t). Dla A = n*~ i
p = 1 otrzymamy transformate Laplace’a a-stabilnego subordynatora. W pracy badamy wlasnosci
nowej klasy procesow, ktora okreslamy jako uogolnione procesy a-stabilne.

W kolejnym artykule [P20] podajemy uogoélnione utamkowe rownanie rozniczkowe jakie spelnia

gestosé prawdopodobieristwa procesu

Yi(l) = Xu(Su(l)), >0 (4.5.7)

gdzie
dXp(r) = pdr + odBy (1), p € R, 0 € Ry.

Proces Sy(t) jest odwrotnym subordynatorem wzgledem pewnego nieskoriczenie podzielnego subor-
dynatora. Oprocz tego udowadniamy istnienie i skoniczonosé momentow Yy (1), a takze podajemy ich
postaé¢ w przypadku specjalnej postaci odwrotnego subordynatora.

Artykut [P21] dotyczy wlasnosci procesu a-stabilnego subordynowanego poprzez odwrotny gaus-
sowski subordynator. W szczeg6lnosci podajemy jawne reprezentacje miary Lévy’ego, postaé uogol-
nionego ulamkowego réwnania rézniczkowego, ktore spetnia gestosé prawdopodobieristwa a takze
analizujemy zbiezno$é statystyki MSD dla przyrostéw wprowadzanego procesu w metryce Skorohoda.
W szczegdlnosci w przypadku zbieznosci wykorzystujemy potegowe zachowanie ogona dystrybuan-
ty analizowanego procesu, niezaleznos¢ jego przyrostow i oraz uzywamy klasycznego Twierdzenia o
zbieznosci ograniczone;j.

W pracy [P22] analizujemy tzw. wtasnosé¢ dtugiej pamieci dla procesu OU wzgledem utamkowego
procesu « stabilnego, doktadniej analizujemy proces

dY (t) + aY (t)dt = bdLe (1), 0 < 0 <2, 0 < H <1, (4.5.8)

gdzie {L, u(t), t € R} jest utamkowym procesem a-stabilnym. W szeregu twierdzen badamy asymp-
totyczne wlasnosci takich miar zaleznosci jak kodyferenecja, kowariacja czy miara Lévy correlation
cascade dla procesu (4.5.8).

5 Opis wkladu habilitanta w osiggniecie naukowe

Prace [H2| i [H7| sa samodzielne.
Praca[H1|

e Zarowno sformulowania jak i dowody rezultatéw podajacych jawne reprezentacje na funkcje ge-
stosci prawdopodobienistwa (Proposition 3.1), gestosé miary Lévy’ego (Proposition 3.2), rowna-
nia rézniczkowego opisujacego gestos¢é prawdopodobieristwa (Proposition 3.3), asymptotyczne
zachowanie ogona dystrybuanty (Proposition 3.4), stanowia indywidualny wklad habilitanta.

e Prace redakcyjne zostaly wykonane wspoélnie przez wszystkich autorow.
Praca [H3]|

e Wyniki dotyczace poprawnosci definicji miary Lévy’ego (Proposition 2.1), reprezentacji wy-
ktadnika Laplace’a (Theorem 2.1), zachowania ogona dystrybuanty (Proposition 2.2), ograni-
czonym wahaniu trajektorii (Proposition 2), reprezentacji poprzez subordynacje (Theorem 3.1)
stanowig indywidualny wktad habilitanta. Indywidualnym wktadem habilitanta sg réwniez sy-
mulacje numeryczne analizowanych procesow. Pozostale stwierdzenia dotyczace szczegdlnych
przypadkow analizowanych proceséw (5=1) pochodza od prof. L. Beghin.

o Wickszosé pracy redakcyjnej zostata wykonana przez habilitanta.

Praca |H4|
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Sformutowanie definicji uogdlnionego procesu Laplace’a jest wspolng praca autoréw. Indywi-
dualny wktad habilitanta stanowi twierdzenie o postaci rownania rézniczkowego, jakie spetnia
gestosé prawdopodobieristwa procesu n-FBM (Theorem 2.1), postaci gestosci prawdopodobien-
stwa uogolnionego procesu Laplace’a (Proposition 3.2) oraz podajace forme réwnania roznicz-
kowego (Theorem 3.1) ktore spetnia. Gléwne twierdzenie o postaci funkeji kowariancji (Propo-
sition 3.3), twierdzenie o wlasnosci dtugo zasiegowej korelacji (Proposition 3.4). Czes¢ symulacji
numerycznych zostala rowniez przeprowadzona przez habilitanta. Twierdzenia (Proposition 2.1,
2.2, 2.3) pochodza zasadniczo od prof. A. Kumara.

Wigkszosé pracy redakeyjnej zostata wykonana przez habilitanta.

Praca [H5|

Glowne wyniki pracy, a wiec twierdzenia opisujace funkcje charakterystyczng analizowanego
procesu (Proposition 4.2, Proposition 4.5) oraz kodyferencji (Proposition 4.3, Proposition 4.6),
pochodza od habilitanta, podobnie jak asymptotyczne zachowanie kodyferenecji (Proposition
4.4). Asymptotyka zachowania ogona dystrybuanty (Proposition 4.8) oraz oszacowanie praw-
dopodobieristwa supremum (Proposition 4.9) sa takze dzielem habilitanta. Czesé sekcji 4.5
dotyczaca wlasnosci dlugiej zaleznosci pochodzi od prof. A. Kumara (Proposition 4.7) czes¢
dotyczaca analizy danych jest wspolng praca habilitanta i prof. A. Wytomanskie;.

Prace redakcyjne zostaly wykonane przez wszystkich wspotautoréw pracy.

Praca |H6|

Definicja analizowanego procesu jest wspdélnym pomystem wspotautoréw. Propositions 3.1
i 3.2 sa wspolnym dzietem habilitanta i prof. A. Kumara. Indywidualnym wktadem habili-
tanta sa: twierdzenie o postaci rownania rozniczkowego (Theorem 3.1), ktore spetnia gestosé
procesu, wyniki dotyczace kodyferencji (Remark 3.4). Twierdzenia w sekcji 4 pracy dotyczace
subordynatora a-stabilnego z czasem zamienionym na subordynator temperowany a-stabilny,
za wyjatkiem Theorem 4.1 bedacego wkitadem prof. A. Kumara, sa wspolnym dzietem habili-
tanta i prof. A. Kumara i wktad obu autoréw jest poréwnywalny.

Prace redakcyjne zostaly wykonane wspolnie przez wspodtautorow.

Praca [H8|

Definicja analizowanych proceséw (subordynowanego gaussowskiego i a-stabilnego procesu OU)
oraz twierdzenia podajace jawna posta¢ utamkowych momentoéw bezwzglednych (Proposition
2.1, Proposition 3.6), postaci kodyferencji (Proposition 2.2), postaci funkcji charakterystycznej
(Proposition 3.3, Theorem 3.7), kowariancji (Proposition 3.4) oraz oszacowan ogona dystrybu-
anty (Proposition 3.5, przypadek gaussowski) i jego asymptotyki (Proposition 3.8, przypadek a-
stabilny) sa indywidualnym wktadem habilitanta. Analizy numeryczne potwierdzajace popraw-
nos¢ otrzymanych rezultatow zostaly wykonane przez dr A. Grzesiek i prof. A. Wytomariska.

Prace redakcyjne zostaly wykonane przez wszystkich wspotautoréw pracy.

Praca [H9|

Sformutowanie modelu oraz wyniki twierdzen oraz lematéw dotyczacych wariancji analizowa-
nego procesu (Proposition 1), postaci rozwiazania pewnego uogdlnionego utamkowego rowna-
nia rézniczkowego (Lemma 1), postaci uogdlnionego rownania Fokkera-Plancka, ktore spetnia
gestos¢ prawdopodobienstwa analizowanego procesu (Theorem 1), struktury kowariancji (The-
orem 2) oraz wynikéw pomocniczych (Proposition 2) sa indywidualnym wktadem habilitanta.
Symulacje numeryczne pokazane w pracy réowniez pochodza od habilitanta. Konkretne przy-
padki przedstawione w sekcji 5 sa wspolnym dzietem prof. A. Wylomariskiej i habilitanta.
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e Wickszos¢ pracy redakeyjnej zostala wykonana przez habilitanta.

Praca [H10]

e Indywidualnym wktadem habilitanta jest sformutowanie i dowod gléwnego twierdzenia po-
dajacego jawna postaé¢ funkcji kodyferencji subordynowanego (przy pomocy odwrotnego a-
stabilnego subordynatora) procesu OU, dodatkowo symulacje numeryczne potwierdzajace otrzy-
mane rezultaty rowniez pochodza od habilitanta. Czes¢ dotyczaca analizy danych rzeczywistych
jest wspolna praca habilitanta i prof. A. Wylomarniskiej i wktad obu autoréw jest poréwnywalny.

e Redakcja pracy zostata wykonana wspolnie przez wspotautorow.
Praca [H11|

e Praca [H11] to kontynuacja pracy [H10|, glowne twierdzenie na posta¢ kodyferencji subordy-
nowanego procesu OU, gdzie tym razem subordynator to proces odwrotny do nieskoriczenie
podzielnego subordynatora (Theorem 1) pochodzi od habilitanta. Dowod tego twierdzenia jest
podobny do dowodu twierdzenia z pracy [H10] Waznym elementem pracy jest analiza danych
rzeczywistych z maszyn gorniczych, otrzymanych od prof. R. Zimroza z Wydziatu Gérnictwa
Politechniki Wroctawskiej, ktoéra jest wspolnym rezultatem prac habilitanta i prof. A. Wyto-
marnskiej.

e Redakcja pracy zostala wykonana wspolnie przez wszystkich wspotautorow.

6 Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnoscia naukowsa
albo artystyczna realizowana w wiecej niz jednej uczelni,
instytucji naukowej lub instytucji kultury, w szczegblnosci
zagranicznej

Do roku 2017 habilitant pracowal na stanowisku adiunkta na Wydziale Matematyki Politechniki
Wroctawskiej, poczawszy od 01.10.2017 habilitant jest adiunktem Uniwersytetu Warszawskiego, Wy-
dziatu Nauk Ekonomicznych. W okresie 16.01.2017-30.09.2018 habilitant pracowal w Instytucie kar-
diologii im. Prymasa Tysiaclecia Stefana Kardynala Wyszyriskiego, na stanowisku statystyka, gdzie
wspotpracowal z wieloma znakomitymi naukowcami z branzy medycznej. Owocem tej wspotpracy sa
liczne publikacje [P13-P17]. Wspoétpraca ta, z mniejsza intensywnoscia, weiaz jest kontynuowana.

Dodatkowo habilitant odbyt nastepujace staze w zagranicznych i krajowych osrodkach akademic-
kich:

(a) 11.04-13.04.2019 - Sapienza University of Rome, Wtochy. Wspolpraca z prof. L. Beghin,

(b) 01.11.2019-31.11.2019 - University of Nevada Reno, USA. Wspotpraca z prof. T. Kozubowskim
i prof. A. Panorska.

Wyjazd (a) mial charakter zaproszonego (zaproszenie prof. L. Beghin) wystepu w ramach konferencji
Nonlocal and Fractional Operators. Podczas tego wyjazdu omawiano rowniez zagadnienia naukowe,
czego efektem sa wspolne prace z prof. L. Beghin. Wyjazd (b) mial charakter wyjazdu w ramach
wspolpracy naukowej oraz Visiting Scientist, efektem tego wyjazdu sa wspolne prace bedace w trakcie
realizacji. Wspoltprace w ramach wyjazdow (a)—(b) maja charakter wspolpracy statej.
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7.1

7.2

Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organizacyjnych
oraz popularyzujacych nauke lub sztuke

Miedzynarodowe i krajowe nagrody za dziatalnosé naukowa albo ar-
tystyczna

Stypendium dla mtodych doktoréw w ramach projektu ,Mtoda Kadra 2015 plus”, Politechnika
Wroctawska,

Nagroda Rektora Politechniki Wroclawskiej za osiggniecia naukowe, 2014, Politechnika Wro-
clawska,

Stypendium Grant Plus, 2012,

Stypendium im. Hugona Steinhausa, przyznawane przez Wroctawskie Centrum Akademickie,
2012,

Stypendium statutowe, 2012,
Nagroda Rektora Politechniki Wroctawskiej za osiagniecia naukowe, 2012,
Nagroda Dziekana Wydziatu Podstawowych Probleméw Techniki, Politechniki Wroctawskiej za

osiagniecia naukowe, 2011.

Doswiadczenie dydaktyczne

Politechnika Wroctawska, Wydzial Matematyki

Prowadzone wyktady: Zarzadzanie ryzykiem w przemysle, Metrologia z akwizycja danych.

Prowadzone ¢wiczenia i laboratoria (wybrane kursy): Modelowanie rynkow finansowych, Symu-
lacje komputerowe proceséw stochastycznych, Algebra liniowa i geometria analityczna, Inzynie-
ria finansowa, Stochastyczne modele kontraktow terminowych, Komputerowa analiza szeregéow
czasowych.

Przygotowanie skryptu kursu oraz wdrozenie do programu zaje¢ dla przedmiotu Metrologia z
akwizycja danych.

Politechnika Wroctawska, pozostale wydzialy

Prowadzone wyktady: Statystyka i rachunek prawdopodobienistwa.

Prowadzone ¢wiczenia i laboratoria: Algebra z geometrig analityczna, Analiza matematyczna
1, Analiza matematyczna 2.

Uniwersytet Warszawski, Wydzial Nauk Ekonomicznych

Prowadzone wyktady: Metody aktuarialne w ubezpieczeniach na zycie, Ubezpieczenia, Insu-
rances (kurs w j. angielskim), Matematyka ubezpieczeniowa.

Prowadzone ¢wiczenia i laboratoria: Ekonometria, Programowanie narzedzi analitycznych, Ma-
thematical statistics (kurs w j. angielskim), Statystyka matematyczna, Rachunek prawdopodo-
bieristwa.
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7.3 Opieka naukowa nad studentami

e Promotor czterech prac magisterskich i dziewieciu licencjackich na Wydziale Matematyki Poli-
techniki Wroctawskiej.

e Promotor pomocniczy jednego planowanego przewodu doktorskiego (mgr Rafal Walasek) na
Wydziale Nauk Ekonomicznych Uniwersytetu Warszawskiego.

e Recenzent jednego zagranicznego przewodu doktorskiego, Prashant Giri.

7.4 Czlonkostwo w redakcjach artykulé6w naukowych

e Edytor czasopisma Matematyka Stosowana, od 2023.
e Edytor Special Issue: Time Series Modelling, Data Science and Statistical Learning, czasopisma

International Journal of Advances in Engineering Sciences and Applied Mathematics, 2021.

7.5 Dzialalno$¢é popularyzatorska

e Wspotorganizator ogélnopolskiego konkursu Warsaw Econometric Challenge w latach 2021,
2022. Wydzial Nauk Ekonomicznych Uniwersytetu Warszawskiego. Konkurs ma na celu wyto-
nienie najlepszego rozwiazania problemu ekonometrycznego czesto zwiazanego z konkretnym
zagadnieniem biznesowym.

e Mathematical modeling of financial data in many dimensions”, 19.07.2015-26.07.2015, Lizbona,
Portugalia. Instruktor (wyktady), ECMI Modelling Week 2015.

e Experimental data modeling”, 24.08.- 31.08.2014, Paderborn, Niemcy. Instruktor (wyktady),
ECMI Modelling Week 2014.
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