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Recenzowana rozprawa doktorska liczy 104 strony i skiada sie z czterech rozdzialéw
oraz bibliografii. Pierwsze dwa rozdzialy maja charakter wprowadzajacy w temat pracy.
Rozdziat 1 zawiera streszczenie oraz preliminaria dotyczace drzew, forsingu, klasycznych
wspolczynnikéw kardynalnych, wspélezynnikéw kardynalnych dotyczacych idealéw na
zbiorach przeliczalnych oraz pojeé¢ zwiazanych z systemami relacyjnymi.

Rozdziat 2 opisuje rézne typy drzew rozgalezionych, ktére sa przedmiotem badan
autora. Rozwazane sg pewne regularne rodzaje tych drzew zwigzane z forsingiem: drze-
wa kombinatoryczne, posiadajace ciagle czytanie nazw, spelniajace aksjomat A oraz te
drzewa T, dla ktérych ideal T-nwd jest o-addytywny. Wystepuja tu dwa uogdlnienia
drzew Sacksa Sg oraz [Er generowane przez ciag niemalejacy F € w“. Inne obiekty to
drzewa rozdzielajace SP na 2¥, drzewa F-ograniczone ewentualnie rézne ED g oraz mo-
dyfikacje drzew Millera FM i [E. Omawiane sa jeszcze inne modyfikacje drzew Millera
M 7 oraz podobne modyfikacje drzew Lavera L 7, gdzie 7 jest idealem na w, ktéry zaste-
puje ideal Fin petniacy analogiczng role w klasycznych przypadkach. Uzyskano cenne
oszacowania lub wartosci dokladne klasycznych wspéiczynnikéw kardynalnych dla odpo-
wiednich idealéw T-nwd (twierdzenia 2.2.33, 2.2.42 oraz wnioski 2.2.34, 2.2.43 1 2.2.44).
Autor rozprawy odnotowal ciekawe twierdzenie Soleckiego z 1994 roku o dychotomii
dla o-idealu generowanego przez zbiory domkniete w przestrzeni polskiej. Zauwazyl, ze
schemat Hurewicza zastosowany w dowodzie tego twierdzenia ma istotne konsekwencje,
gdyz dany o-ideal moze by¢ traktowany jako ideal zbioréw nigdzie gestych wzgledem
pewnego drzewa.

Gléwne wyniki pracy zostaly zaprezentowane w rozdzialach 3 1 4. W rozdziale 3
autor przedstawil serie nowych twierdzen dotyczacych wspdlczynnikéw kardynalnych
wybranych idealéw drzewowych oraz abstrakcyjnych wiasnosci zwiazanych z pojecia-
mi forsingowymi. Ten material badawczy powstal w oparciu o wnikliwa analize po-

mysiéw 1 osiggnigé znanych specjalistéw w tej tematyce (Brendle, Khomskii, Sabok,



Shelah, Spinas, Rostanowski, Wohefsky, Zapletal). W podrozdziale 3.1 uzyskano oszaco-
wanla niezmiennika covering dla idealéw drzewowych (twierdzenia 3.1.1, 3.1.14, wniosek
3.1.13). Zbadano tez wlasnodci forsingéw generowanych przez wyroznione typy drzew.
W podrozdziale 3.2 pokazano seri¢ nowych oszacowan wspétezynnika is(T) dla wybra-
nych drzew. Jako szczegblnie wartoSciowe trzeba uznaé twierdzenia 3.2.9 1 3.2.11 oraz
wniosek 3.2.13. W podrozdziale 3.3 badany jest wspétczynnik kardynalny a(T), ktéry
wyznacza minimum mocy maksymalnych antylancuchéw w danym drzewie. Otrzymano
nowe oszacowania z dotu w twierdzeniach 3.3.5, 3.3.6, 2.3.7, 3.3.9. W dowodzie ostat-
niego z nich zastosowano schemat Hurewicza z twierdzenia Soleckiego o dualnogci. W
podrozdziale 3.4 zbadano istnienie R-projekcji drzew na odpowiednie systemy relacyjne
R, co pozwolilo na oszacowanie z géry addytywnosci ideatu drzewowego Z(T). Méwi o
tym gléwny rezultat — twierdzenie 3.4.4. Inne oszacowania wspétczynnika add(Z(T))
w szczegllnych przypadkach otrzymano w podrozdziale 3.5. Jako narzedzie postuzyly:
wspotczynnik t(J) oraz nigdzie dystrybutywno$é wybranych drzew dla odpowiednich
liczb kardynalnych.

Rozdzial 4 dotyczy ideatéw na zbiorach przeliczalnych. W tej tematyce uzyskano no-
we rezultaty o wspétczynnikach kardynalnych i porzadku Katétova. Wiemy, ze klasyczne
wspolczynniki kardynalne add, cov, non, cof dla idealéw miary i kategorii przyczynily
si¢ do powstania diagramu Cichonia. Potem badano je dla innych idealéw, a takze po-
wigzano z innymi malymi nieprzeliczalnymi liczbami kardynalnymi zestawionymi w tzw.
diagramie van Douwena. Nastepnie laczono ze soba te dwa diagramy i badano, w ja-
kich modelach ZFC zachodza réwnodci lub ostre nieréwnosci. Nieco pézniej dla ideatéw
na w utworzono analogiczna do klasycznej czworke wspétezynnikéw add*, cov*, non*,
cof”, a nastepnie ich w-odpowiedniki. Intensywne badania zmierzajace do oszacowania
lub wyznaczenia wartosci tych wspétczynnikéw dla konkretnych idealéw zapoczatkowa-
li Hrusék, Meza-Alcdntara, Hernandez-Hernandez w pierwszej dekadzie naszego wieku.
Osiagnigcia autora rozprawy w rozdziale 4 znacznie poszerzaja zakres wynikow w tej
tematyce. W podrozdziale 4.1 doktorant oszacowal z géry i z dotu wspélezynniki add],
i nonj, dla idealu nwd i wyznaczyl wartosci tych wspétczynnikéw oraz cof’ dla idealu
Finx Fin. W podrozdzialach 4.2 oraz 4.3 badane sa odpowiednie wspélczynniki dla ide-
atéw Spl oraz IE, IEp. W podrozdziale 4.4 pojawiaja si¢ nowe niezmienniki kardynalne
covZ(J) i non%(J) badane ostatnio przez Farkasa i Zdomskyy’ego oraz Brendlego i
Flaskova. Oryginalnymi wynikami sg m.in. wartoéci dokladne lub oszacowania uzyskane
w twierdzeniach 4.4.2, 4.4.3 1 4.4.8 oraz pokazanie niesprzecznoéci z ZFC zajécia pewnych

nieréwnosci ostrych (twierdzenia 4.4.13, 4.4.14, 4.4.17). Wreszcie w podrozdziale 4.5 ba-



dany jest wspélczynnik a(J) definiujacy minimalng moc maksymalnej nieprzeliczalnej
rodziny [J-prawie roztacznej. Twierdzenie 4.5.5 pokazuje oszacowanie z dotu dla a(J),
gdy J jest dobrym idealem. Pojecie dobrego ideatu na w pochodzi od autora rozprawy,
ktéry wykazal, ze rodzina dobrych idealéw zawiera pewne znane podklasy.

Problematyka rozprawy obejmuje wazny wycinek wspétczesnej teorii mnogosci. Do-
datkowo w ramach tego wycinka zakres badan jest ciekawy i obszerny. Imponuje mi
bogactwo rozpatrywanych zagadnien oraz opanowanie przez autora aktualnej wiedzy i
metodologii w temacie niezmiennikéw kardynalnych dla idealéw i stowarzyszonych z ni-
mi struktur (drzew, systeméw relacyjnych, porzadkéw i preporzadkéw), a takze metod i
pojec forsingowych. Autor wykazal sie duza inwencja twércza. W licznych przypadkach
zauwazyl, ze dang metode mozna uogdlni¢ lub zastosowaé w nowej sytuacji. Wychwycil
wiele analogii we wczesniejszych wynikach i zrecznie je wykorzystal, ale wykreowal tez
nowe pojecia i udowodnit ich wiasnosci.

Omawiana rozprawa ma charakter monograficzny. Zebrano w niej najnowsze fakty
z rozwazane] problematyki, znane w literaturze i uzyskane w ostatnich latach. W pracy
znajduja sie liczne odsylacze do ksiazek i artykuléw naukowych, ale takze do preprin-
téw, prac doktorskich i komunikatéw. Pozycje w bibliografii, z zasady uporzadkowane
alfabetycznie wedlug nazwisk autoréw, w kilku przypadkach naruszaja te zasade — za-
pewne zostaly pdZniej dopisane bez nalezytej kontroli. W przypadku artykulu [Pet93]
autor pomylil chyba imie z nazwiskiem Petra Simona (z uwagi na mlody wiek nie mégt
spotkaé tego czeskiego matematyka osobiscie). W pozycjach [Sch22] i [Sol94] zabrakto
nazwy czasopisma.

Koncepcja rozprawy jest dobrze przemyslana, a definicje i dowody sa kompletne i
precyzyjnie sformutowane. Doktadne sprawdzenie szczegétéw dowodowych wymagatoby
dhuzszego czasu i pelnej koncentracji. Starajac si¢ uchwycié gléwne idee rozumowania,
nie znalaztem luk ani usterek rzeczowych w dowodach twierdzen. Podobaja mi sie po-
mystowe konstrukcje kombinatoryczne. Nie bedac znawca forsingu, nie czuje sie w pelni
kompetentny w ocenie tych fragmentéw pracy, gdzie autor postuguje sie pojeciami for-
singowymi.

Odnotowatem w pracy drobne usterki typograficzne i jezykowe, ale nie sa one cze-
ste jak na tak obszerna rozprawg (czasem brakuje pojedynczych liter w wyrazie), np.
171,182,311, 392, 3911, 415, 41,1, 4115, 783, 8015. Autor zastosowal urozmaicone oznacze-
nia, ktére sg konsekwentnie kontynuowane. W rzadkich przypadkach symbole P, Q moga
oznaczac rézne obiekty, ale po namyéle czytelnik powinien si¢ w tym zorientowaé. Sym-

bol B na str. 38 nie zostal wczesniej objadniony, lecz odpowiedni komentarz mozna



znalez¢ na dole str. 45. Gwiazdka we wspéiczynnikach is* we wniosku 3.2.13 na str. 48
oraz wczesniej w podrozdziale 3.2 jest prawdopodobnie zbedna. Autor dosé konsekwent-
nie nie stosuje apostrofu przy niektérych nazwiskach, zapisujac je w formie Martins,
Hechlers, Konigs, Mazurs, Lavers.

Powyzsze uwagi krytyczne o pracy nie umniejszaja mojej oceny merytorycznej, ktéra
jest jednoznacznie pozytywna. W rozprawie nie znalazlem zadnej wzmianki o tym, czy
jej rezultaty zostaly opublikowane lub wystane do publikacji. Jednakze z dodatkowych
oswiadczen wynika, ze cze$¢ wynikéw weszta w sklad artykulu, ktérego wspélautorem
jest A. Martinez-Celis, przyjetego do druku w Journal of Symbolic Logic. Wkiad dok-
toranta w te prace jest bez watpienia znaczacy.

Konkluzja. Uwazam, ze przedstawiona rozprawa doktorska spelnia wymagania usta-
wowe i zwyczajowe. Jej autor rozwiazal samodzielnie caly zestaw probleméw naukowych
w tematyce drzew, idealéw i wspélczynnikéw kardynalnych. Na tej podstawie wnosze o
dopuszczenie pana mgr. CieSlaka do dalszych etapéw postepowania o nadanie stopnia
doktora. Ze wzgledu na ilo$¢ i jako$¢ uzyskanych twierdzen oraz bardzo dobra orientacje
autora w tematyce uwazam, ze rozprawa zasluguje na wyroznienie.

Conclusion. I believe that the presented dissertation meets all statutory and custo-
mary requirements. The author has independently solved a series of scientific problems
concerning trees, ideals, and cardinal invariants. Based on these achievements, I recom-
mend that Mr. Cie$lak be allowed to proceed to the next stages of the PhD procedure.
Due to both the quantity and quality of his theorems, as well as his excellent knowledge

of the subject, I believe that the dissertation deserves distinction.
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